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Зерттеу нысаны эллипстік теңдеулер үшін классикалық және классикалық емес шеттік есептер, бөлшек ретті интегро-дифференциалдық операторлар болып табылады.

Жұмыстың мақсаты – эллипстік шеттік есептерді шешуші операторларды құру әдістерін жасау және эллипстік теңдеулер үшін қисынды қойылған шеттік есептердің жаңа класстарының шешілімділігін зерттеу болып табылады.

Зерттеу әдістері. Жоба есептерін шығару кезінде шеттік есептер теориясының классикалық әдістері, операторлық әдістер, сондай-ақ арнайы таңдалатын модификацияланған әдістері қолданылды. 

Осы жұмыста келесі жаңа ғылыми нәтижелер алынды:

Пуассон теңдеуі үшін Нейман және Робен есептерінің Грин функциясын құру әдістері жасалынды, жәнеде бигармониялық теңдеуі үшін Нейман және Робен есептерінің аналогтары үшін Грин функциясының интегралдық кейіптемесі құрылған 
Лаплас және біртекті емес бигармониялық теңдеулері үшін қисынды қойылған жаңа шеттік есептер зерттелінген. Қарастырылған есептер Бицадзе – Самарский түріндегі есептерге жатады және классикалық Дирихле, Нейман және Робен есептерінің жалпыламасы болып табылады. Зерттелінген есептердің шешімінің жалғыз және бар болуы туралы теоремалар дәлелденді. Қарастырылған есептердің шешілімділік дәл шарттары шекаралық шарттарда қатысқан параметрлерге тәуелді түрде анықталған. 
Лаплас теңдеуі үшін Дирихле, Нейман және Робен есептерінің бөлшек ретті аналогтары зерттелінген.  Изучены дробные аналоги краевых задач Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Лапласа. Римана-Лиувилл, Капуто және Адамар мағнасындағы бөлшек ретті туындылар қатысқан шекаралық операторлар қарастырылған. 

Жобада қойылған мәселелердің орындалу деңгейі. Жобаның күнтізбелік жоспарында қарастырылған мәселелердің барлығы орындалды, алға қойылған мақсаттарға қол жеткізілді.
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Объектом исследования являются классические и неклассические краевые задачи  для эллиптических уравнений, интегро-дифференциальные операторы дробного порядка. 

Целью работы является разработка методов построения разрещающих операторов эллиптических краевых задач и исследования разрешимости новых корректных классов краевых задач для эллиптических уравнений.

Методы исследований. При решении задач проекта используются классические методы теории краевых задач, операторные методы и их модификации, специально подбираемые для решения задач. 

В работе получены следующие новые научные результаты:

Разработаны методы построения функции Грина задач Неймана и Робена для уравнения Пуассона, А также построены интегральые представления функции Грина аналогов задачи Неймана и Робена для бигармонического уравнения. 
Исследованы новые корректные краевые задачи для уравнения Лапласа и неоднородного бигармонического уравнения. Рассматриваемые задачи относятся к задачам типа Бицадзе – Самарского и обобщают классические задачи Дирихле, Неймана и Робена. Доказаны теоремы о существования и единственности решения исследуемых задач. Найдены точные условия разрешимости рассматриваемых задач в зависимости от параметров, участвующих в граничных условиях.

Изучены дробные аналоги краевых задач Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Лапласа. Рассмотрены граничные операторы с производными дробного порядка в смысле Римана-Лиувилля, Капуто и Адамара. 

Степень выполнения поставленных в проекте задач. Все предусмотренные в календарном плане по проекту задачи выполнены, все намеченные цели достигнуты.
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ВВЕДЕНИЕ

Содержание отчета. В этом отчете за первый год исследования проекта изложены результаты исследований по построению функции Грина классических краевых задач Неймана и Робена для уравнения Пуассона, а также аналогов задач Неймана и Робена для бигармонического уравнения. Кроме того, приведены результаты относительно новых корректных краевых задач для эллиптических уравнений второго и четвертого порядка. Эти задачи обобщают известные классические краевые задачи Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Лапласа, и неоднородного бигармонического уравнения. 
Значимость проекта состоит в том, что исследуемые объекты – задачи Неймана и Робена для уравнения Пуассона – являются классическими, а для бигармонического уравнения не полностью исследованными. Вопросы получения функций Грина в явном виде для уравнения Пуассона и бигармонического уравнения указанных задач остались не исследованными для случая размерности 
[image: image1.wmf]3
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. Кроме того, новые корректные краевые задачи для уравнений Лапласа, Пуассона и бигармонического уравнения решаются сведением их к известным задачам Дирихле, Неймана и Робена. Поэтому в этих исследованиях широко используются свойства функций Грина этих задач. Следовательно, зная свойства функций Грина классических задач мы можем получить точные условия разрешимости новых неклассических задач в известных функциональных пространствах. Будут найдены новые свойства решений эллиптических уравнений, в частности гармонических и бигармонических функций. Рассматриваемые задачи в основном не исследованы или исследованы для частных случаев. Поэтому полученные результаты будут понятны научным работникам всего мира, и могут быть ими использованы для дальнейшего исследования. Это позволяет говорить о международном масштабе значимости проекта.
Принципиальное отличие идей Проекта от существующих аналогов заключается в том, что ранее явный вид функции Грина задачи Неймана и Робена были получены лишь для размерности пространства [image: image3.png]
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. А для единичного шара размерности [image: image7.png]n >3



 существует лишь определение функции Грина задачи Неймана, а явный ее вид получен не был. Кроме того, в настоящем проекте планируются рассматривать общие операторы, которые будут обобщать ранее рассмотренные задачи для более общего случая, обеспечать выяснения новых свойств решений и иследования новых классов корректных задач.
Научные методы, используемые в проекте. При решении задач проекта используются, как классические методы теории эллиптических уравнений, так и их модификации, специально подбираемые для решения задач. Построение функции Грина Неймана и Робена сводятся к построению обратного оператора, представляемой в интегральном виде. При этом широко используется явный вид функции Грина задачи Дирихле для уравнения Пуассона и бигармонического уравнения. В дальнейшем полученный интегральный вид приводится к представлению в терминах элементарных функций с помощью вычисления специальных интегралов. При исследовании новых классов корректных краевых задач для уравнения Лапласа и бигармонического уравнения используются свойства функции Грина классических задач, а также известные утверждения теории фредгольмовых интегральных уравнений.
Основная идея проекта состоит в построении в явном виде функций Грина классических краевых задач Неймана и Робена для многомерного уравнения Пуассона и бигармонического уравнения. В отличие от хорошо известной функции Грина задачи Дирихле, функция Грина задачи Неймана и Робена построена в явном виде только для единичных шаров на плоскости и в трехмерном пространстве. А для бигармонического уравнения только в двухмерном случае. И эти задачи в общем случае для многомерного шара является открытой проблемой. Новые корректные краевые задачи с инволюцией для эллиптических уравнений относятся к задачам типа Бицадзе-Самарского. Исследуя эти задачи мы получаем новые свойства решений эллиптических уравнений второго и четвертого порядка.
Целью проекта является построение в явном виде функций Грина классических краевых задач Неймана и Робена для многомерного уравнения Пуассона, а также аналогов задач Неймана и Робена для бигармонического уравнения. Кроме того, исследования новых классов краевых задач для эллиптических уравнений, обобщающие известные задачи Дирихле, Неймана и Робена
Задачами проекта на первый год его выполнения выбраны следующие:

· Изучение свойств функции Грина задачи Неймана для уравнения Пуассона.

· Изучение свойств функции Грина задачи Робена для уравнения Пуассона.

· Исследование свойств функции Грина задачи Дирихле для бигармонического уравнения.

· Исследование вопросов разрешимости аналогов краевых задач Неймана для бигармонического уравнения.

· Построение функции Грина аналогов задач Робена для бигармонического уравнения.

Степень новизны полученных результатов. Все приведенные в отчете научные результаты являются новыми. 

В отчете первого года работы были получены и сформулированы следующие новые научные результаты:

Разработаны два метода построения функции Грина задач Неймана и Робена для уравнения Пуассона. Первый метод построения явного вида функции Грина основан в получении интегрального представления этой функции в классе полиномиальных данных. В дальнейшем доказывается теорема о том, что полученный явный вид функции Грина можно использовать и в классе непрерывно дифференцируемых функций.

Второй метод построения интегрального представления функции Грина основывается в построении обратного оператора для задач Неймана и Робена. Сначала задачи Неймана и Робена сводятся к эквивалентной задаче Дирихле с дополнительным условием. Далее, используя явный вид функции Грина задачи Дирихле построены функции Грина задачи Неймана и Робена. В дальнейшем доказываются теоремы, о том, что полученные функции в классе непрерывно дифференцируемых вплоть до границы функций удовлетворяют граничным условиям.
Этот метод в дальнейшем используются для построения функции Грина аналогов задачи Неймана и Робена для бигармонического уравнения. При построении функции Грина задачи Робена рассмотрены три вида аналогов задачи Робена.

В качестве применения свойств функции Грина исследованы новые корректные краевые задачи для уравнения Лапласа и неоднородного бигармонического уравнения. Рассматриваемые задачи относятся к задачам типа Бицадзе – Самарского и обобщают классические задачи Дирихле, Неймана и Робена. Доказаны теоремы о существования и единственности решения исследуемых задач. Найдены точные условия разрешимости рассматриваемых задач в зависимости от параметров, участвующих в граничных условиях.

Изучены дробные аналоги задач Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Лапласа. Рассмотрены три вида граничных операторов дробного порядка, а именно производные в смысле Римана-Лиувилля, Капуто и Адамара. Найдены точные условия разрешимости рассматриваемых задач в зависисмости от порядка граничных операторов. 
Степень выполнения поставленных в проекте задач. Все предусмотренные в календарном плане по проекту задачи выполнены, все намеченные цели достигнуты.

Результаты с высоким уровнем. Разработаны новые методы построения функции Грина задачи Неймана и Робена и их аналогов. Установление разрешимости аналогов краевых задач Неймана и Робена для бигармонического. Исследования краевых задач с граничными операторами дробного порядка, изучение новых классов нелокальных краевых задач для уравнения Лапласа и бигармонического уравнения является серьезным достижением. Эти результаты доложены на международных научных конференциях и опубликованы в рейтинговых журналах с импакт фактором ISI Web of Knowledge. 


Использование научных трудов и литературы. В ходе выполнения проекта использованы различные математические источники, как монографии, таки журнальные статьи. Как источники из ближнего, так и из дальнего зарубежья. Использованы также и казахстанские источники. Все необходимые ссылки на использованные источники приведены в тексте отчета. 

Перейдем к основному содержанию отчета.
ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

1 О функции Грина задач Неймана и Робена для уравнения Пуассона 
В данном пункте излагается исследования по методу построения функции Грина краевых задач Неймана и Робена (третьей краевой задачи) для уравнения Пуассона в шаре. 
В дальнейшем всюду 
[image: image8.wmf]W

 будет означать единичный шар из 
[image: image9.wmf]n

R

, 
[image: image10.wmf]¶W

- единичную сферу. Рассмотрим в области 
[image: image11.wmf]W

 уравнение Пуассона
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Для уравнения (1.1) хорошо изученной является классическая задача Дирихле с условиями

[image: image13.wmf]()0,
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.
Задача Дирихле является безусловно разрешимой и для гладкой функции 
[image: image14.wmf]()
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 решение этой задачи представляется с помощью функции Грина
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Явный вид функции Грина задачи Дирихле (1.1), (1.2) имеет вид [1]
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где 
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- фундаментальное решение оператора Лапласа, которое имеет вид 
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Для уравнения (1.1) классическими являются также задачи с условием Неймана 
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и с условием Робена
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Явная форма функции Грина в секторе для бигармонического и тригармонического уравнений приведена в работах [4,5]. Функция Грина задачи Неймана для уравнения Пуассона в полупространстве 
[image: image22.wmf]n
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 в явном виде построена в [4] и функция Грина для задачи Робена в круге в [5-7]. Отметим также работы [8-10], которые посвящены построению функции Грина для задачи Дирихле для полигармонического уравнения в единичном шаре и работы [11,12], где найден оператор Грина задачи Дирихле для бигармонического и полигармонического уравнения в единичном шаре при полиномиальных данных. В работах [13,14] дано представление функции Грина для классической внешней и внутренней задач Неймана для уравнения Пуассона в единичном шаре из 
[image: image23.wmf]n
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В наших исследованиях мы предлагаем два метода построения функции Грина задачи Неймана и Робена. В этом разделе мы изложим один из этих методов. В лемме 1.1 найдено полиномиальное решение задачи Неймана при нулевых граничных условиях и полиномиальной правой части. Затем в теореме 1.1 полученное решение записывается через интеграл с ядром в виде функции 
[image: image24.wmf](,)
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. В теореме 1.2 показано, что найденная функция 
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 является функцией Грина (Неймана) задачи Неймана. Далее, изучается задача Робена. В лемме 1.2 исследован случай полиномиальной правой части, а затем в теореме 1.3 находится функция Грина 
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  третьей краевой задачи.

Пусть в задаче Неймана (1.1), (1.2) сначала функция 
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 - полином специального вида 
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Лемма 1.1. Пусть 
[image: image33.wmf]2

()||()

k

s

fxxHx

=

 и 
[image: image34.wmf]0

s

>

, тогда решение задачи (1.1), (1.2) имеет вид
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и это решение единственно с точностью до произвольной константы. Если 
[image: image36.wmf]0
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, то решение задачи (1.1), (1.2) не существует.

Преобразуем решение (1.4) к другому виду.

Теорема 1.1. Пусть аналогично лемме 1.1 
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, тогда решение задачи Неймана (1.1), (1.2) можно записать в следующем виде
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где функция Грина (или функция Неймана) 
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 имеет вид
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функция 
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и 
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 обозначает оператор 
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Пример 1. Решение задачи Неймана (1.1), (1.2) при  
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Избавимся от условия полиномиальности функции 
[image: image53.wmf]()
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 в представлении решения (1.5) задачи Неймана (1.1), (1.2).

Теорема 1.2. Пусть функция 
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[image: image56.wmf](,)

Nx

x

 находится из (1.6), а функция 
[image: image57.wmf]0

(,)

Ex

x

, находимая из (1.7) является гармонической в 
[image: image58.wmf]S

 по 
[image: image59.wmf]x

 при 
[image: image60.wmf]x

ÎW

 .

Замечание 1.1. Если 
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где 
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Далее, приведем результаты относительно задачи Робена (1.1),(1.3). 

Пусть сначала в задаче (1.1),(1.3) функция 
[image: image72.wmf]()
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 полином. Построим решение такой задачи.

Лемма 1.2. Если 
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, тогда решение задачи (1.1),(1.3) существует тогда и только тогда когда 
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где 
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Как и в случае задачи Неймана избавимся от условия полиномиальности функции 
[image: image81.wmf]()
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  в задаче (1.1),(1.3).

Теорема 1.3. Пусть 
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где функция Грина  
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функция 
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и 
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Замечание 1.2. Случай 
[image: image90.wmf]0
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  не охватывается теоремой 1.3 и поэтому теорема 1.2 дополняет теорему 1.3.

Отметим, что в наших исследованиях мы разработали еще один алгоритм построения функции Грина задачи Неймана и Робена для уравнения (1.1). Этот метод далее применяется в построении функции Грина аналогов задачи Неймана и Робена для бигармонического уравнения. Поэтому здесь мы к этому вопросу останавливаться не будем.
Результаты этого раздела опубликованы в работах (cм., Приложение А [1,4,9]).

2 О функции Грина аналога задачи Неймана для бигармонического уравнения


В настоящем разделе работы исследуется метод построения явного вида функций Грина аналога задачи Неймана для бигармонического уравнения. Используя явный вид функции Грина задачи Дирихле получено интегральное представление функций Грина исследуемой задачи. 


Рассмотрим в области 
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 следующую задачу
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где 
[image: image94.wmf]n

 - вектор внешней нормали к сфере 
[image: image95.wmf]¶W

.
Отметим, что задача (2.1), (2.2) в случае 
[image: image96.wmf]()0
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 изучена в работе [17]. Доказано, что для разрешимости этой задачи необходимо и достаточно выполнения условия
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В общем случае [18] в работе установлено, что для разрешимости этой задачи необходимо и достаточно выполнения условия
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Отметим, что явный вид функции Грина задачи Неймана для бигармонического уравнения в случае круга 
[image: image99.wmf]2
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 проводились в работах [2,3]. 

Сначала приведем некоторые сведения о решении задачи Дирихле
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Если 
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 гладкая функция в области 
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, то решение задачи (2.3) существует, единственно и представляется в виде
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где 

 функции Грина задачи (2.3), а 
[image: image106.wmf]2,
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 - некоторое постоянное. Явный функции 

 построена различными способами в работах [8-10,19]. Например, в работе [19] показано, что 

 имеет вид
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[image: image113.wmf]n
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Легко показать, что для функции 
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Приведем некоторые свойства функции 
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Следующие утверждения доказаны в работе [20].


Лемма 2.1. Пусть 
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 - гладкая функция в области 
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 и 
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 представляется в виде
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Тогда решение задачи (2.3) представляется в виде 
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Лемма 2.2. Пусть 
[image: image128.wmf]()

fx

 - гладкая функция в области 
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 и 
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 представляется в виде (2.5), 
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 - решение задачи (2.3). Тогда для выполнения условия 
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Лемма 2.3. Для функции 
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 справедливо следующее равенство
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Лемма 2.4. Справедливы следующие равенства
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Лемма 2.5. Справедливо следующее равенство
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Следствие 2.1. Для функции 
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Следствие 2.2. Для функции 
[image: image141.wmf],

(0,)

Dn

Gy

 справедливо равенство


[image: image142.wmf](

)

2

,

4(0,)1||

Dn

nGyy

r

r

æö

¶

--=-

ç÷

¶

èø

.

В дальнейшем будем обозначать 
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Лемма 2.6.Справедливо следующее равенство
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Следствие 2.3. Функция 
[image: image146.wmf](
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В дальнейшем будем считать 
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Далее, так как 
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то функция 
[image: image157.wmf]()

()

ux

vxr

r

¶

=

¶
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Представим функцию 
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где функция 
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Далее, иследуем функцию 
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Сформулируем основное утверждение относительно задачи (2.1),(2.2). 

Теорема 2.1. Если 
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Здесь функция Грина 
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Результаты этого раздела опубликованы в работах (cм., Приложение А [7, 12,14]).

3 О функции Грина аналогов задачи Робена для бигармонического уравнения


В настоящем разделе работы исследуется метод построения явного вида функции Грина аналогов третьей краевой задачи для бигармонического уравнения. Используя явный вид функции Грина задачи Дирихле получены интегральные представления функции Грина исследуемой задачи. 
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где 
[image: image190.wmf]k

 принимает один из значений 
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Решением задачи (3.1),(3.2) назовем функцию 
[image: image192.wmf]4
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 удовлетворяющую условиям (3.1),(3.2) в классическом смысле.


Задача (3.1),(3.2) является обобщением задачи Робена (третьей краевой задачи) для бигармонического уравнения. 
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Справедливы следующие утверждения.


Лемма 3.1. Если 
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Лемма 3.2. Пусть 
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 является достаточно гладкой функцией в 
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. Тогда решение задачи (3.1),(3.2) существует, единственно и представляется в виде 
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где 
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Лемма 3.3. Пусть в задаче (2.3) функция 
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где 
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 - функция Грина задачи Дирихле.


Далее, построим решение задачи (3.1),(3.2). В силу равенств (3.3) и (3.4) это решение можно представить в виде
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Меняя местами порядки интегрирования , имеем
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Исследуем функцию 
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Лемма 3.4. Справедливо следующее равенство
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Далее, в силу равенства (3.5) имеем
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Отсюда
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где
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Тогда 
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Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 3.1. Пусть 
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где функция Грина 
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[image: image223.wmf]1

1

,10

0

(,)(,)

a

a

ExysEsxyds

-

=

ò

.

Аналогичное утверждение верно и в случае 
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Теорема 3.2. Пусть 
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где функция Грина 
[image: image228.wmf],2

(,)

a

Gxy

 имеет вид 


[image: image229.wmf],1,2,,2

(,)(,)(,)

aDnna

GxyGxyKExy

=+

,

а функция 
[image: image230.wmf],2

(,)

a

Exy

 определяется равенством 


[image: image231.wmf](

)

(

)

222222

11

11

,20

00

||||1||||

11

(,)(24)ln(,)2ln

||

||

aa

a

n

sxysxy

ExyansEsxydssds

ss

y

sxy

y

--

--

=+--

-

òò

.


Аналогичным методом можно построить функцию Грина следующей задачи
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Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.3. Пусть 
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где функция Грина 
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Результаты этого раздела опубликованы в работах (cм., Приложение А [12,14]).

4 Об одном обобщении задачи Робена для уравнения Лапласа 

В настоящем разделе работы исследуются вопросы разрешимости новых классов краевых задач для уравнения Лапласа. Рассматриваемые задачи являются задачами типа Бицадзе – Самарского [21] и обобщают классическую задачу Робена. Доказаны теоремы о существования и единственности решения исследуемой задачи. Найдены условия разрешимости исследуемой задачи и установлены интегральные представления решения.

Пусть 
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где 
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, действительные числа.


Решением задачи (4.1),(4.2) назовем функцию 
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 удовлетворяющее условиям (4.1),(4.2) в классическом смысле.


Задача (4.1),(4.2) обобщает известные классические задачи Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Лапласа. Мы в дальнейшем будем считать, что коэффициенты 
[image: image254.wmf]1

a

 и 
[image: image255.wmf]2

a

 не могут одновременно равняться к нулю и 
[image: image256.wmf]12

aa

¹

.


Заметим, что отображение 
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[image: image259.wmf]12

0

aa

==

 или 
[image: image260.wmf]34

0

aa

==

 задача (4.1),(4.2) исследована в работе [22]. Кроме того, некоторые нелокальные краевые задачи с инволюцией исследовались в работах [23-25].


Для исследования разрешимости задачи (4.1),(4.2) вводятся две специальные функции, четный и нечетный части искомой функции 
[image: image261.wmf]()
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В дальнейшем для этих функций получаются классические краевые задачи Робена со специальными коэффициентами. Так как 
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 - ядро Пуассона задачи Дирихле для уравнения Лапласа и 
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Обозначим также,
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Пусть 
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Теорема 4.1. Пусть в задаче (4.1),(4.2) коэффициенты 
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2) если 
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Если решение задачи существует, то оно представляется в виде
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Теорема 4.2. Пусть в задаче (4.1),(4.2) коэффициенты 
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где функция 
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2) если 
[image: image290.wmf]A
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целое и четное, то решение задачи существует, единственно и представляется в виде (4.3), где в представлении функции 
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3) если 
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Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до однородных гармонических полиномов степени 
[image: image296.wmf]21
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 и представляется в виде (4.3), где в представлении функции 
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Замечание. Если в задаче (4.1),(4.2) 
[image: image299.wmf]1234
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, то произвольные однородные гармонические полиномы степени 2m+1,m=1,2,..., являются решениями однородной задачи.

Действительно, если 
[image: image300.wmf]1234

,

aaaa

==

 и 
[image: image301.wmf]()()

k

uxHx

=

 - однородный гармонический полином степени 
[image: image302.wmf]k

, то 


[image: image303.wmf]123413

()(*)

()(*)()()(1)()

k

kk

kkkk

dHxdHx

araraHxaHxakaHxHx

drdr

éù

+++=++-

ëû

.


Очевидно, что последнее выражение обращается в нуль для любого 
[image: image304.wmf]21,0,1,...
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 удовлетворяет однородному граничному условию (4.2).

Результаты этого раздела опубликованы в работах (cм., Приложение А [3,15]).

5 О краевых задачах с инволюцией для бигармонического уравнения 


В этом разделе работы исследуются вопросы разрешимости новых классов краевых задач для бигармонического уравнения. Рассматриваемые задачи являются нелокальными краевыми задачами и обобщают классические задачи Дирихле и Неймана для бигармонического уравнения. 
Пусть 
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[image: image307.wmf]v

-вектор нормали к 
[image: image308.wmf]¶W

, 
[image: image309.wmf]0

DI

n

=

 - единичный оператор.

Рассмотрим в области  
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 следующую задачу:
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где 
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[image: image315.wmf],
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 - действительные числа.

Решением задачи (5.1) – (5.3) назовем функцию 
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, удовлетворяющую условиям  (5.1) – (5.3) в классическом смысле.

Отметим, что отображение 
[image: image317.wmf]:*
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 является инволюцией, т.е. 
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[image: image320.wmf]0)
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 и задачу типа Неймана при 
[image: image321.wmf]1
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Так как граничные условия (5.2),(5.3) заданы в виде связи значений искомой функциий в различных точках границы области, то данная задача является задачей типа Бицадзе – Самарского [21]. 
Сначала исследуем следующую задачу типа Неймана 


[image: image322.wmf]2

()(),

vxxx

j

D=ÎW

                                                            (5.4)


[image: image323.wmf]1

12

()(),()(),

mm

DvxxDvxxx

nn

yj

+

==Î¶W

                                     (5.5)
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Задача (5.4) – (5.5) в случае 
[image: image325.wmf]0
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 представляет собой задачу Дирихле, а в случаях 
[image: image326.wmf]1,2
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 аналог задачи Неймана. Известно (см.например, [17]), что задача Дирихле без условно разрешимо, а для разрешимости аналога задачи Неймана необходимо выполнения условий ортогональности для заданных функций. 

Так в работе А.В. Бицадзе [17]  в случае  
[image: image327.wmf]()0,1
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 установлено, что для разрешимости задачи (5.4) – (5.5) необходимо и достаточно выполнения условия  
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В дальнейшем в работе [18] этот результат был улучшен для неоднородного уравнения. Справедливо следующее утверждение.


Теорема 5.1. Пусть  
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. Тогда для разрешимости задачи (5.4) – (5.5) необходимо и достаточно выполнение условия 
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Если решение задачи существует, то оно едиственно с точностью до постоянного слагаемого.


В случае 
[image: image334.wmf]2
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 в работе [26]  установлено следующее утверждение 


Теорема 5.2. Пусть 
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. Тогда для разрешимости задачи  (5.4) – (5.5) необходимо и достаточно выполнение условий 


[image: image339.wmf]2

2

13

()||()(),

22

x

nn

xdSxxdxxdx

yjj

¶WWW

--

=-

òòò



[image: image340.wmf]2

21

13

[()()]||()(),1,...,

22

jxjj

nn

xxxdSxxxdxxxdxjn

yyjj

¶WWW

--

-=-=

òòò

.


Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до полиномов первого порядка.

Используя эти теоремы мы получаем основные утверждения относительно разрешимости задачи (5.1)- (5.3) Сначала мы приведем теорему о единственности решения задач (5.1)- (5.3). Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5.3. Пусть  
[image: image341.wmf],1
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 и решение задачи  (5.1) - (5.3) существует. Тогда 

1) если 
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2) если 
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3) если 
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Замечание 2.1. Если 
[image: image346.wmf],1
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, то однородная задача (5.1) - (5.3) имеет бесконечное число линейно независимых решений. 

Например, пусть 
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Далее, так как 
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то функция 
[image: image355.wmf]()
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 удовлетворяет однородным условиям задачи (5.1)-(5.3) в случае 
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Приведем  теоремы о существовании решения задачи (5.1)-(5.3).

Теорема 5.4. Пусть 
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 достаточные гладкие функции. Тогда 

1) если 
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2) если 
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, то необходимое и достаточное условие разрешимости задачи (5.1)-(5.3) имеет вид 
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Если решение существует, то оно единственно с точностью до постоянного слагаемого;

3) если  
[image: image362.wmf]2
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, то необходимое и достаточное условие разрешимости задачи (5.1)-(5.3) имеет вид


[image: image363.wmf]2

2

113

()||()(),

122

x

nn

gxdSxfxdxfxdx

b

¶WWW

--

=-

+

òòò



[image: image364.wmf]2
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Если решение существует, то оно единственно с точностью до полиномов первого порядка.

В следующем утверждении мы находим представление решение задачи (5.1)-(5.3). 

Теорема 5.5. Пусть 
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где 
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2) если  
[image: image370.wmf]1

m

=

 и выполняется условие (4.1), то решение задачи (5.1)-(5.3) 

можно представить в виде
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где 
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2) если  
[image: image374.wmf]2
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 и выполняется условие (4.2), то решение задачи (5.1)-(5.3) 

можно представить в виде
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где 
[image: image376.wmf]()
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 - решение задачи 
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Результаты этого раздела опубликована в работе (cм., Приложение А [6]).
6 Дробные аналоги задач Дирихле и Неймана для уравнения Лапласа

В этом разделе работы исследуются вопросы разрешимости дробных аналогов краевых задач Дирихле и Неймана для уравнения Лапласа. В качестве граничных операторов рассматриваются операторы дробного дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля и Капуто. Рассматриваемые задачи решаются сведением их к интегральным уравнениям Фредгольма. Доказаны теоремы о существовании и единственности решений исследуемых задач. 

Пусть 
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 гладкая функция в области 
[image: image383.wmf]W

. Для любого 
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 следующее выражение 
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называется оператором интегрирования порядка 
[image: image386.wmf]a

 в смысле Римана-Лиувилля [27]. В дальнейшем будем считать, что 
[image: image387.wmf][

]

(

)

(

)

0

,

Juxuxx

=ÎW

. 


Далее, для любого 
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следующие выражения 
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[image: image390.wmf][

]

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

*

0

1

r

mm

m

m

mm

dud

DuxJxrsusds

drmdr

a

aa

q

a

--

-

éù

=º-

êú

G-

ëû

ò

,

соответственно называются производными порядка 
[image: image391.wmf]a

 в смысле Римана-Лиувилля и Капуто [27].


Пусть 
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Отметим, что свойства и применение операторов 
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 исследованы в работах [28,29]. 

В настоящей работе мы исследуем некоторые обобщения классических задач Дирихле и Неймана для дробных порядков граничных операторов. 
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Рассмотрим в области 
[image: image402.wmf]W

 следующие задачи

Задача D. Пусть 
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Задача N. Пусть 
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Так как 
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- вектор нормали к границе области 
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. Поэтому в случае 
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, задача N представляет классическую задачу Неймана. 


Краевые задачи с граничными операторами дробного порядка исследовались в работах [28- 32]. Применение краевых задач для эллиптических уравнений с граничными операторами дробного порядка приведены в работах [33,34].

Приведем некоторые свойства операторов 
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Лемма 6.1. Пусть 
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Лемма 6.2. Если функция 
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Лемма 6.3. Пусть 
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Лемма 6.4. Пусть 
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Из этих утверждении вытекает следующее 

Следствие 6.1. Пусть 
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Лемма 6.5. Пусть    
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Пусть 
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В дальнейшем  символом 
[image: image471.wmf]C

 будем обозначать постоянную, значение которой нас не интересует. 

Лемма 6. 6. Функция  
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Для исследования задачи (6.1) - (6.2) сначала изучим следующую вспомогательную задачу.

Задача А. Найти функцию 
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 гармоническую в шаре 
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, непрерывную в 
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)

00

v

=

.                                                      (6.4)

Теорема 6.1. Пусть 
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. Тогда для разрешимости задачи А необходимо и достаточно выполнения условия
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Если решение задачи А существует, то оно единственно.

Теперь сформулируем основное утверждение относительно задачи (6.1)-(6.2). 

Теорема 6.2.  Пусть 
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. Тогда для разрешимости задачи (6.1) - (6.2)   необходимо и достаточно  выполнения условия (6.5). 

Если решение задачи существует, то оно единственно  с точностью до постоянного  значения и представляется в виде 
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Результаты этого раздела опубликованы в работах (cм., Приложение А [5,8]).
7 Об одном обобщении задачи Неймана для уравнения Лапласа

В этом разделе исследуются вопросы разрешимости дробного аналога задачи  Неймана для уравнения Лапласа. В качестве граничного оператора рассматриваются операторы дробного дифференцирования в смысле Адамара. Задача решается сведением к интегральному уравнению Фредгольма. Доказана теорема о существовании и единственности решения исследуемой задачи. 

Пусть 
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  гладкая функция в области 
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. Для любого 
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 следующее выражение 
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называется оператором интегрирования порядка  
[image: image492.wmf]a

 в смысле Адамара [27]. В дальнейшем будем считать, что  
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После замены переменных  
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Заметим, что при выполнении условии 
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 расходится. Поэтому для любого 
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в качестве оператора дифференцирования дробного порядка мы рассмотрим следующую модификацию оператора Адамара
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Отметим, что свойства и применение операторов 
[image: image503.wmf]J
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 и 
[image: image504.wmf]D

a

 исследованы в работах [35,36]. 

В настоящей работе мы исследуем некоторое обобщение классической задачи Неймана для дробных порядков граничных операторов. 

Пусть 
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Рассмотрим в области 
[image: image508.wmf]W

 следующую задачу
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Решением задачи (7.1) - (7.2) назовем функцию 
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, где 
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- вектор нормали к границе области 
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, мы получаем классическую задачу Неймана. 

Приведем некоторые свойства операторов 
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Лемма 7.1. Пусть 
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Лемма 7.2. Пусть 
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Лемма 7.3. Пусть 
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Из этих утверждении вытекает следующее 

Следствие 7.1. Пусть 
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Лемма 7.4. Пусть 
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Пусть 
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В дальнейшем символом 
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 будем обозначать постоянную, значение которой нас не интересует. 

Лемма 7.5. Функция  
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Для исследования задачи (7.1) - (7.2) сначала изучим следующую вспомогательную задачу.

Задача А. Найти функцию 
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, непрерывную в 
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 и удовлетворяющую условиям
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Теорема 7.1. Пусть 
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. Тогда для разрешимости задачи А необходимо и достаточно выполнения условия
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Если решение задачи А существует, то оно единственно.

Сформулируем основное утверждение относительно задачи (7.1)-(7.2). 

Теорема 7.2.  Пусть 
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. Тогда для разрешимости задачи (7.1) - (7.2)   необходимо и достаточно  выполнения условия (7.5). 

Если решение задачи существует, то оно единственно  с точностью до постоянного  значения и представляется в виде 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в первом году отчете проекта приведены результаты исследований по разработке методов построения функции Грина краевых задач Неймана, Робена для уравнения Пуассона и бигармонического уравнения, а также по вопросам разрешимости неклассических краевых задач для эллиптических уравнений. 
Основная идея проекта принадлежит участникам проекта и разрабатывалась в течение последних лет наших исследований. 

В отчете получены следующие новые научные результаты:

Разработаны алгоритмы построения функции Грина краевых задач Неймана и Робена для уравнения Пуассона; 

Построены интегральные представления функции Грина аналогов краевых задач Неймана и Робена для бигармонического уравнения;

Проведены исследования по изучению новых классов корректных краевых задач для уравнения Лапласа и неоднородного бигармонического уравнения;
Решены дробные аналоги краевых задач Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Лапласа.
Степень выполнения поставленных в проекте задач. Все предусмотренные в календарном плане по проекту задачи выполнены, все намеченные цели достигнуты.

Центральным результатами отчета второго года проекта являются разработка методов построения функции Грина краевых задач Неймана, Робена для уравнения Пуассона и бигармонического уравнения. Исследования вопросов разрешимости новых классов краевых с инволюцией для уравнения Лапласа и бигармонического уравнения.
Исследование взаимно обратных интегро-дифференциальных операторов связанных с производными дробного порядка. В качестве применения свойств этих операторов исследованы дробные аналоги Дирихле, Неймана и Робена для эллиптических уравнений. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б
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1. YYPEXXJAEHHE «MEXJYHAPOAHBIH KA3AXCKO-TYPEI[KHH YHUBEPCHTET
HMEHH XO/IXH AXMETA ACABH»

1.1 Io npuoputery: 3. HHGOpMaUHOHHEIE, TENEKOMMYHHKALMOHHBIE H KOCMHYECKHE
TEXHOJIOTHH, HAYYHBIC HCCIIEN0BAHHUS B 06IaCTH ECTECTBEHHBIX HAYK.

1.2 Tlo nopmpuopurery: 3.6.Hayunsle uccneoBaHus B 06NaCTH €CTECTBEHHBIX HayK.

- OyHIaMeHTaTbHEIE H IPHKIIAAHbIE HCCIIENOBaHHE B 061aCTH MATEMATHKH,

1.3 Tlo Teme mpoekta: Ne AP05131268 «Pa3paGoTka MeTonoB PCIICHHA KITaCCHYECKHX H
HEKJIACCHYECKUX KPACBBIX 3a/1a4 [UIA JUIMITHIECKHX YPABHEHHH U UX IPOGHBIX aHAIOTOBY

1.4 Obmas cymma mpoekta 30000000 (mpuoyams MUNIUOHO8) meHze, B TOM YHCIE C
Pa3GMBKOM 10 rofiaM, [Uif BRITOMHEHHs paboT COrNacHo MyHKTY3:

- Ha 2018 rox - B cymme /0000000 (necats MUILTHOHOB) menze;

- Ha 2019 rox - B cymme 10000000 (aecats MUITHOHOB) meHze,

- Ha 2020 rox - B cymme 10000000 (necats MUIUTHOHOB) mekHze.

2. Xapaxkmepucmuxa Hay4Ho-mexHuecKoil npodyKyuu no Keanuguxayuonnbvim
NPU3HAKAM U IKOHOMUNECKUE ROKA3amenu

2.1 Hanpasnenue paboTsl: Mamemamuxa, kpaegvie 3a0auu

2.2 O6nacte TpUMEHEHUN: Oughepenyuanshble YPASBHEHUs: 8 HACMHBIX NPOU3BOOHBIX,
MEOpUA. Kpaesbix 3a0ay ONA SNMUNMUYECKUX YPABHEHUti u ux OpobHbIX GHANO206, unmezpo-
Oupgepenyuansusle ypasrenus Opobro2o nopsoxa.

2.3 KoHeyHnI# pe3ynsTar:

-3a 2018 200: ITo pesynomamam nposedennvix uccredoeanuis 6yoem onybnukoeana 1
cmambs npednonoxcumensvro 6 xcypnane Siberian Advancesin Mathematics exooawul ¢ 6azy
Oannbix Scopus, 1 cmamvu 6 peyensupyembix 0meuecmeenHbIX HayuHbIX USOGHUAX C HEHYNeGbIM
umnaxm-gaxkmopom. Hnewvt uccredosamensckoi epynnvi 6ydym yuacmeosams & pabomax 3
MEJCOYHAPOORBIX HAYYHbIX KoHpepenyuu u pesynomamvl b6yoym onybrukosanvr ¢ mpydax
KOH@epeHyuu;

-3a 2019 200: Ilo pesynbmamam nposedennvix uccnedoganuii 6yoym
onybnukoeane. 2 cmambu npeononodicumensho & ocypuanax Acta Mathematica Scientia,
Electronic Journal of Differential Equations, exodswux e 6asy damnmsix Scopus u Thomson
Reuters. 1 cmamvsa 6 peyensupyemvix — sapybesicnbix naywmbix uzdanusx u 1 cmamvng
PeyeHsupyembix  3apyOescbIX HAYYHBIX USOAHUAX C HeHyneeblM umnakm-gakmopom. Hnewol
uccnedosamensckou epynnvt 6yoym ywacmeosamv & pabomax 3 MEXCOYHAPOOHBIX HAYHHBIX
KoHgepenyuu u pesynbmamvi 6y0ym ony6auKoearsl 8 mpydax Kongepenyuu;

- 3a 2020 200: Ilo pesynomamam nposedennbix uccnedosanuti 6ydym ony6ruKoeansl
2 cmamvu npeononoskumensio 6 orcypranax Complex variables and ellipticequation, Differential
Equations, eéxooswux 6 6asy oamnnvix Scopus u Thomson Reuters. Unens uccnedoeamenscroii
epynnbl 6yoym yuacmeosamv 6 pabomax 3 MelCOYHAPOONBIX HAyWHbIX KOHepenyuu u
pesynbmamet 6yoym onybnukosanbl 8 mpyoax Kongepenyuu.

2.4 IlateHTOCTIOCOOHOCTD: Henamenmocnocoben.

2.5 Hay4HO-TeXHHYECKHH ypOBEHb (HOBH3HA): 6bICOKUL ypOSeHb MEOPemuYecKux
Pe3yAbmamos, nony4eHHblX 6nepebie.
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£y Iugp | HanmenoBauue pa6or | Cpok BHINOIHEHHS Oxunaemslil pe3ynbTaT ey
S b o g g HAYano | orcomiaﬂneﬂ
3Tala | OCHOBHBIE JTAIbI €0
BBIIOJTHEHHS

I H3yuenne CBOMCTB TEHBapL_Jr Mapr |Byayr wu3yuenms! cBoiictea dyHKIHH
GyHKUHH I'puna| 2018r. | 2018r. |Ipuna 3amaunm HeiimMana mis YpaBHEHUS
3agayn  Hefimana mus IlyaccoHa.
ypaBHeHus Ilyaccona. Byner [IOCTpPOeHa HMHTErpajibHoe

npeacTaBneHus  ¢ymkmud  [puna
i _’ | __|KpaeBo# 3anaun Heiimana.

I H3yuenne cBoiicTp Ampens | Mionb | BynyT n3ydens! cBoiicTBa (yHKUMH
¢Oynxunn I'puna 2018r. | 2018r. |Tpunasagaun PoGena mis ypasHeHus
3anaui PoGena s ITyaccona.
ypasuenus ITyaccoHa. Byner nocrpoena unrterpansHoe

HpeacTaBieHus QyHkuun I'puna
L | b KpaeBo# 3anadu Pobena.

I HccenenoBanue Miome | Centa6pe | Bynyr uccnemoBans! cBoiicTpa W
CBOMCTB QYHKUHH 2018r. 2018r. | dynkuun I'prna 3anaun qupuxie ais
I'puna 3apauu qupuxie OMrapMOHHYECKOTO ypaBHEHHS.

11 OUrapMOHHYECKOro Bynyr usy4eHsl cBoiicTBa
YpaBHEHHUS. (byHIaMEeHTaNbLHOTO PemeHHs
! OMIapMOHHYECKOr0 YPaBHEHHUS.

IV |Hccnenosanue Oxkta6ps Ho BynyT uccnenoBans! Borpocs!
BOIIPOCOB 2018r. | 1HOAGPs |pa3spemIMMOCTH aHAIOroB KpaeBhIX
pa3spemuMocTH 2018 r. |3anau Heiimana mis 6urapMoHHYecKoro
aHaJIOrOB KPaeBbIX YDPaBHEHHSA.
3ana4 Heifimana s Byner noctpoeH sBHEIN Buj GyHKIHH
GHrapMoHHYECKOro I'puna 3anaun Heitmana u u3yyenne
YPaBHEHHS. CBOWCTB 10 MPHMEHEHHIO K BOIIPOCAM

ol Pa3speImMOCTH KpaeBhIX 3a1ay.

A% Hoctpoenne pynkuun | Okra6ps Ho Byner nocrpoena ¢ynkuus I'puna
['puna ananoros 3agauy | 2018r. | 1 Hoa6ps |aHanoros 3agau Po6ena mus
PoGena ms 2018 r. |GUrapMOHMYECKOTO YPaBHEHMHS.
OGHrapMOHHYECKOro Byner noctpoer sBHBIH BUA QYHKUHH
YpPaBHEHHS. I'puna 3anaun PoGena H Hccne0BaHb!

HX CBOMCTBA.

Bynet onybnukoBana 1 craths
IPEANIOIONKHUTENBHO B
KypHane«Siberian Advancesin
Mathematics» Bxoasuii B 6asy
JaHHEIX Scopus,l cTaTes B
PEUECH3HPYEMEIX OTEYEeCTBEHHAIX
HAYYHEBIX U3/IaHUAX C HEHY/JIEeBRIM
HUMIakT-(pakTopoM. bynyT cuenan 3
ROKJIaJla B MEXIYHAPOJHBIX HAYYHEIX
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¥i 1 Ioctpoenne ¢pynkuyu | SIusaps Mapr | ByayT nocTpoeHs! SBHBIH BHA QYHKIHH
Ipuna ananoros 3ama4 | 2019r. | 2019r. |I'puna amamoroB 3amaun Heiimana mis
Heiimana s TIOJIMTapMOHHYECKOTO YPaBHEHHA.
HOJIMTapMOHHYECKOTO :

L ABHEHHA. o L |
VIl | IocTpoenne pynkuun | Anpens Hions | ByayT nocTpoeHs! SBHbIA BHI QYHKIHH
Ipuna ananoros 3agaq | 2019r. | 2019r. |[puna aHanoros 3axaun Pobena s
Po6ena s MIOJIMIraPMOHHYECKOTO YPaBHEHHA.
NOJIUTapMOHHYECKOTO
| YPaBHEHHUSL. =
VIII | HccnenoBanns Hrons rCeH'm(SpL ByayT nccnenosansl
BOIIPOCOB 2019r. | 2019r. |BOmMpOCH pPa3speIIMMOCTH KPAeBBIX
Pa3peHMOCTH 3a71a4 Juid OUrapMOHHYECKOTO
KpaeBBIX 3a1ad Juis YPaBHEHHA C I'PAaHHYHBIMH OTIEPaTOPaMH
OHrapMOHHYECKOTO Apo6HOro nopsaxa.
YPaBHEHHS C Byayr ycranosnenn ycnoBus
IPaHHYHBIMH Pa3spelMMOCTH KpaeBhIX 3a/1ad ¢
onepaTopamu PaHHYHBIMH ONlEpPaTOPaMH ApOOHOTO
l_ o0HoOro mopsanka. | HOpsI/IKa.

X Hccnenosanus Ok'mﬁpt,—r_ Ho Bynyr HCCTeI0BaHbl BOIIPOCHI
BOTIPOCOB 2019r. | 1HoAOps |pa3spelwrMMOCTH KpaeBhIX 3ajad  JuIA
Ppa3peIHMOCTH 2019r. |MONHrapMOHHYECKOrO0  ypaBHEHHS ¢
KPaeBhbIX 3a7a4 It rpaHMYHBIMH oOllepaTopaMH ApoGHoro
MIOJIMTapMOHHYECKOTO nopsjxa.

YPaBHEHHSA C Bynyr ycranosnens! HeoOxouuMele H

IPaHHIHBIMH JOCTaTOYHEIE YCIOBHA pa3pelIHMOCTH

OIepaTopaMu KPaeBhIX  3aJay C  TIpaHUYHBIMH

JIpobHoro nopsaka ornepaTopaMu ApoOHOTO MOPSIKa.
Byner ony6mikoBaHEl 2  cTarhH
MPEANoIOKUTENBHO B XKypHaNax «Acta
Mathematica  Scientia»,  Electronic
Journal of Differential Equations»,
Bxoasmui B 6a3y mamHeIX Thomson
Reuters, 1 cTaThs B peueH3HPYyeMBIX
3apy0eXHBIX HAyYHRIX M3JAHHAX C
HEHYJIEBBIM HMMNAKT-pakTopoM. byayt
cleNaHml 3 JoKIaga B MEXIYHapOAHEIX
HaYYHBIX KOH(QEPEHIHSAX.

oy Hccnenosanus SAuBapp Mapt | Byayr uccnenosansi

BOIPOCOB 2020 r. 2020 r. |BONPOCHI Pa3spelIHMOCTH

paspeLIMMOCTH BRIPOXIAIONIAXCA KPaeBbIX 3a7a4 ¢

BRIPOJKJAIOLIHXCS NEpHOANYECKHMH YCIIOBHAMH B

KpaeBBbIX 3a1ay ¢ KPYTOBBIX 06macTsx.

NEePHOAHIECKHMH BynyT ycTaHOBNIEHBI yCIOBHA

YCIOBHAMH B KPYTOBBIX Pa3speIMMOCTH BRIPOXKAAIONINXCA

obnacrax. _| KkpaeBRIX 3a]1a4 B IAPE H LIMIICE.
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X1  |Mccnenobanus Armpens Hrons BynyT uccnenoBanbl BONPOCH!
BOIIPOCOB 2020r. 2020r. |pa3pemHMOCTH BBIPOXKAAIOIIMXCA
pa3penMocTH KPaeBbIX 3a]1a4 ¢ MEPHOIHYECKHMH
BBIPOXKJAFOLIHXCS YCIIOBHAMH B 00LIEM Cilydae,
KPaeBEIX 3a/1ay C Byayt ycraHoBIIEHBI yCI0BHA
MEPHOINUECKHMH PaspelIMMOCTH BRIPOXKIAOLIUXCA
YCIIOBHSMH B 00111eM KPAeBBIX 33134 C NEPHOAHIECKUMH
*cnyqae. #CJIOBPUIMH.
XII Hccnenosanus 3anay Hronp o Bynyr uccnenosans 3anayn dupuxie 1
Hupuxne u ITyankape | 2020r. | | Hos6ps |Ilyankape mis Opo6GHEIX aHANIOrOB
IUIA JpoOHBIX aHAJIOrOB 2020r. |SNMHNOTHYECKHX YPaBHEHHH B
UM THYECKHX LUIHHEIPHYECKOR 00nacTH.
YpaBHCHHH B bynyr nokazaHnl KOPpeKTHOCTH KPaeBbIX
LHIHH APHYECKOH 3a/1ay JUIA QpOOHBIX aHANOrOB
obnacrn. JJUTHNTHYECKUX YPaBHEHHH.
Bynyr ony6nnukoBaHul 2 CTaThbH
NPENONOXHTENBHO B XKypHAnax
«Complex variables and
ellipticequation», «Differential
Equations» Bxoasmux B 6a3y HaHHEIX
Scopus 1 Thomson Reuters. Bynyr
clieslaHbl 3 10K/Ia1a B MeXKTYHAPOIHBIX
{ HAYYHBIX KOH(EPEHIHAX.

Ot 3akazyuka: Ot Ucnonuurens:
IIpencenarens Pexrop yupexaennst «MexayHapoaHbIH
I'Y «Komurer nHayku Munncrepcrea  Kasaxcko-Typeukuii yausepcuter
obpa3zoranus 1 Hayku PK» nmenn Xogxu AxMéna Slcapu»
. ‘
6apacunos b.C. Wl / Abnubexos V.C.
.16 A - " 4

O3HakoMIIEH:
Hayunblii pykoBoauTeENb IPOEKTa
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