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РЕФЕРАТ

Отчет   74 с., 16 рис., 2 табл., 31 источников, 5 прил.
РОБОТОТЕХНИКА, ПРОГРАММНЫЙ КОМПЛЕКС, АППРОКСИМАЦИЯ, ТРАЕКТОРИИ ДВИЖЕНИЯ, ОПТИМИЗАЦИЯ.
Объект исследования: Методы аппроксимации рабочей области роботов, методы построения траектории движения робота, оптимизации конструкции роботов, критерий качества. 
Цель проекта: Разработка и реализация методов аппроксимации рабочей области роботов с предопределенной точностью, методов построения траектории движения робота в пределах этой области, оптимизации конструкции роботов с учетом различных критериев качества. 
Полученные результаты:  разработаны теория и методы аппроксимации множеств, задаваемых нелинейными функциональными неравенствами, играющими ключевую роль в задачах построения рабочей области, разработан метод покрытий, позволяющий строить внешние и внутренние аппроксимации множеств, задаваемых нелинейными неравенствами,  разработан подход к решению данной задачи, описываемый нелинейными дифференциальными уравнениями, создан и реализован алгоритм, аппроксимирующий множество решений системы нелинейных неравенств и дано его теоретическое обоснование. разработаны методы решения конкретных классов задач робототехники, разработаны алгоритмы аппроксимации рабочей области для роботов параллельной структуры, разработана методика проведения экспериментальных исследований, в рамках которой рассмотрены различные робототехнические комплексы для которых сформулированы оптимизационные задачи.
Основные конструктивные и технико-экономические показатели, эффективность: программный комплекс для решения широкого класса задач робототехники. Разработанный программный комплекс может быть внедрен на предприятиях, занимающихся созданием новых роботов, что позволит существенно повысить эффективность этапа их проектирования.
Новизна: заключается в использовании оригинальных подходов, разработанных авторами проекта, которые позволят решать оптимизационные задачи робототехники более эффективно и с гарантией точности получаемых решений. Также использованием современных методов параллельных вычислений обеспечит высокую скорость получения решений поставленных задач, что позволит повысить производительность при проектировании робототехнических комплексов и систем.
Область применения: Методические рекомендации по результатам исследования можно использовать при созданных автономных транспортных средствах и беспилотных летательных аппаратов, роботов параллельной структуры. 
Внедрение: на стадии разработки.
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Робототехника и прогресс в области искусственного интеллекта – прорывные инновации, обладающие значительными перспективами и способные радикально изменить экономические и социальные аспекты жизни общества. По оценкам, оборот рынка промышленных роботов в 2016 г. составил 33 млрд долл., включая стоимость программного обеспечения, периферийных устройств и инженерных систем.
Робототехнические комплексы сконцентрированы преимущественно в США, Европе (прежде всего в Германии, Франции, в меньшей степени в Великобритании) и в Японии. Динамичное развитие они получили также в Китае и Корее. На эти страны приходится основной массив патентных заявок в области робототехники.
Идея проекта “Разработка программного комплекса для решения задач робототехники с применением методов оптимизации и управления” заключается в разработке и программной реализации подходов к решению фундаментальных задач робототехники с использованием методов оптимизации и управление. 
Целью проекта является разработка и реализация методов аппроксимации рабочей области роботов с предопределенной точностью, методов построения  траектории движения робота в пределах этой области, оптимизации конструкции роботов с учетом различных критериев качества.
Задачи исследования: 
1) Разработка теоретической основы метода покрытий, позволяющего строить внешние и внутренние аппроксимации множеств, задаваемых нелинейными неравенствами. 
2) На основе разработанного математического аппарата будет создан алгоритм аппроксимации множества решения системы нелинейных неравенств. 
3) Применение разработанных методов для решения следующих задач робототехники: 
- аппроксимация рабочей области робота с предопределенной точностью;
- построение траектории движения рабочего инструмента, с учетом рабочей области и критериев оптимальности траектории;
- оптимизация конструкции робота с целью максимизации объема рабочей области и других критериев качества робота при заданных технологических ограничении;
- проектирование выходного контролера, обеспечивающего глобальное отслеживание выходных данных.
4) Создание эффективной программной реализации разработанных методов. 
5) Проведение с использованием разработанного программного комплекса масштабного вычислительного эксперимента, в рамках которого планируется моделирование различных роботов параллельной структуры с различным числом степеней свободы. 
С целью определения траектории движения выполнен переход к дискретному аналогу вариационной задачи, указанной выше. Каждый из подходов имеет свои достоинства и недостатки, которые и будут отражены в результатах проекта. Анализ этих достоинств и недостатков проводились с учетом таких характеристик как сложность вычислений и возможность распараллеливания.
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Инновации в робототехнике состояние экосистемы, в которой они создаются, и роль интеллектуальной собственности в этих процессах остаются недостаточно изученными. На данный момент технический уровень технологии роботостроения достаточно высок и требуется разработка соответствующего программного обеспечения. Это и является главной задачей проекта.
В своем ежегодном Послании народу Казахстана Глава государства Н.Назарбаев обратил внимание на необходимость развивать в стране отрасли робототехники и генной инженерии.  
Совокупный объем реализации сервисных роботов составил в 2014 г. 3.6 млрд долл.; ожидается, что дальнейший рост продаж будет обеспечиваться именно за счет таких устройств. Крупнейшими рынками являются Япония, Корея, США и Европа, а из секторов наибольший спрос предъявляют сфера обороны, логистика и здравоохранение. 
По объемам производства и внедрения робототехники лидирует Азия, за ней следуют Европа и Северная Америка, тогда как в Южной Америке и Африке продажи незначительны. Главными «двигателями» автоматизации остаются автомобильная промышленность и электроника.
Инновации в области программного обеспечения и искусственного интеллекта послужат базой для создания роботов нового поколения, способных эффективно маневрировать и обходить препятствия. В настоящее время инновации направлены преимущественно на интеграцию программного и аппаратного обеспечения, т. е. на создание так называемых интегрированных робототехнических и интеллектуальных операционных систем. Широкие перспективы для роботостроения сегодня связываются с разработкой автономных транспортных средств и беспилотных летательных аппаратов.
Резюмируя сказанное, можно уверенно утверждать, что робототехника является одним из приоритетных направлений развития научно-технического прогресса в настоящее время. Роботы находят свое применение в производстве, космической и военной промышленности, автомобилестроении, медицине и многих других областях. Вследствие этого робототехника является активно развивающейся областью научных исследования. В частности, можно перечислить следующие исследовательские группы, занимающиеся тематикой, близкой к теме проекта:
1) Группа  J-P-Merlet (Франция);
2) Группа Aundre Preumont (Бельгия);
3) Группа  Nabil Simaan (Израиль);
4) Группа Harris D.M.J. (Великобритания).
В случае успешной реализации предлагаемый проект позволит существенно продвинуться в направлении решения актуальных задач современной робототехники, что безусловно будет иметь важное научно-техническое и социальное значение. Разработанные методы и программное обеспечения могут послужить основой для компонентов систем автоматизации проектирования роботов, что позволит повысить качество и скорость создания новых робототехнических комплексов.
В задачах проектирования и управления роботами важнейшую роль играют методы математического моделирования [1-3]. В частности, возникает ряд задач, для решения которых применяются методы оптимизации. Одной из таких задач, рассматриваемых в проекте, является задача определения рабочей области робота, т.е. множества возможных положений его рабочего инструмента. Для решения данной задачи применяются различные подходы. Например, в [4] авторы предлагают следующую классификацию методов нахождения рабочей области: геометрические, алгебраические, и основанные на дискретизации. Геометрические и алгебраические методы являются достаточно эффективными для сравнительно простых роботов. Методы, основанные на дискретизации имеют более широкое применение [5,6], но их недостатком является необходимость организации перебора большого числа вариантов.
Наиболее эффективными и общими являются методы, основанные на сведении задачи аппроксимации рабочей области к нахождению множества решений системы нелинейных неравенств [7,8]. В предлагаемом проекте предлагается развивать этот подход на основе научного задела, созданного исполнителями проекта [9-11]. Исследуемая область разбивается на ряд подобластей, каждая из которых либо относится к решению либо отбрасывается, когда в подобласти нет ни одной точки решения. Метод позволяет аппроксимировать множество решений системы неравенств с некоторой точностью.
 Как показали результаты вычислительных экспериментов, существующие на данный момент способы классификации подобластей, основанные на интервальных оценках, в общем случае недостаточно эффективны при применении к реальных роботам. Поэтому в проекте планируется разработка новых подходов к нахождению решения систем нелинейных  неравенств, основанных на глубоком анализе кинематических связей робота, использовании комбинаций различных оценок функций ограничений. 
Предлагаемые алгоритмы будут применены для анализа рабочей области роботов параллельной структуры, находящих широкое применение в различных областях промышленности. в частности, манипулятора, который описан в работе [12]. Данный робот представляет интерес для исследования, так как имеет ряд интересных особенностей, которые могут влиять на результат аппроксимации. В частности, ряд неравенств из общей системы, решения которой и составляют искомую область, имеют сложные зависимости, что усложняет оценивание экстремума в отдельных параллелепипедах, для чего и будут рассмотрены указанные ранее оценки.
Также в рамках проекта будет поставлена и решена задача оптимизации конструкции робота в соответствии с критериями качества. В качестве критериев могут выступать: индекс производительности, жесткость конструкции, объем рабочей области. На данный момент для решения этой задачи применялись аналитические подходы или комбинация аналитических и численных методов [13-15]. В предлагаемом проекте планируется применить полностью автоматизировать этот процесс, используя метод покрытий [16,17] для вычисления объема рабочей области, и методы глобальной оптимизации [18] для поиска конструкции робота, максимизирующего ее объем. 
В случае, когда одновременно оптимизируется несколько критериев качества, ставится задача многокритериальной оптимизации. В работе [13] для этих целей применяются генетические алгоритмы, которые позволяют получать аппроксимации рабочей области, но не гарантируют точность аппроксимации. В рамках предлагаемого проекта для решения этой задачи будет применен разработанный авторами детерминированный метод, позволяющих аппроксимировать множество Парето с заданной точностью [19, 20].
Большое внимание также будет уделено задачам определения оптимальной траектории движения робота и управления его движением. С целью определения траектории движения будет выполнен переход к дискретному аналогу вариационной задачи. В данном проекте будет решаться вопрос управление и выбора оптимальной траектории движения.
С целью определения траектории движения будет выполнен переход к дискретному аналогу вариационной задачи, указанной выше. Каждый из подходов будет иметь свои достоинства и недостатки, которые и будут отражены в результатах проекта. Анализ этих достоинств и недостатков будет проводиться с учетом таких характеристик как сложность вычислений и возможность распараллеливания.
Задачи, решаемые в рамках проекта, обладают высокой вычислительной сложностью и для их решения планируется применить методы высокопроизводительных вычислений. На основе задела, созданного коллективом исполнителей проекта, планируется разработка программного комплекса для решения задач построения и оптимизации рабочей области, а также определения траектории движения рабочего инструмента, ориентированного на современные параллельные системы с гибридной архитектурой.   
Инновации в робототехнике состояние экосистемы, в которой они создаются, и роль интеллектуальной собственности в этих процессах остаются недостаточно изученными. На данный момент технический уровень технологии роботостроения достаточно высок и требуется разработка соответствующего программного обеспечения. Это и является главной задачей проекта.
Подводя итог, можно сказать, что новизна проекта заключается в использовании оригинальных подходов, разработанных авторами проекта [3, 9-11, 16, 17, 19-21], которые позволят решать оптимизационные задачи робототехники более эффективно и с гарантией точности получаемых решений. Также использованием современных методов параллельных вычислений обеспечит высокую скорость получения решений поставленных задач, что позволит повысить производительность при проектировании робототехнических комплексов и систем.
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В основу разрабатываемых алгоритмов положен подход к построению аппроксимаций, основанный на методе неравномерных покрытий, предложенный участником проекта Ю.Г. Евтушенко [21] и развиваемый в рамках его научной школы [17, 18, 19, 20]. Этот подход хорошо зарекомендовал себя при решении задач аппроксимации рабочей области робота [9-11]. Поставленная задача нахождения множества решений системы неравенств, задаваемых на основе конструкции манипулятора, решается путем аппроксимирования области, где находятся решения системы. В этих условиях необходимо определить точность аппроксимации и проводить вычисления исходя из нее. Метод неравномерных покрытий, выбранный в качестве основы для разрабатываемого алгоритма, подходит для этой цели, давая возможность указать значения точности для аппроксимирующего множества.
Рассмотрим базовую схему метода неравномерных покрытий, применительно к задаче аппроксимации множества решений системы нелинейных неравенств. Многомерный параллелепипед, ограничивающей область решений системы, задаваемой нелинейными неравенствами, последовательно разбивается на более мелкие параллелепипеды до тех пор, пока не будет получена необходимая точность аппроксимирования. Для каждого такого элемента покрытия (параллелепипеда) решается задача отнесения параллелепипеда покрытия к одному из трех классов: часть решения системы, часть, которая ему не принадлежит и часть, покрывающая границу множества решений. Для этого для каждого из параллелепипедов необходимо решить задачу нахождения максимума и минимума свертки функциональных ограничений, задающих искомое множество.
Проблема нахождения экстремума функции при отнесении параллелепипеда к одному из указанных классов будет исследована на основе применения нескольких оценок, дающих лишь близкое к точному значение максимума и минимума. Необходимость применения таких оценок продиктована желанием определить общий подход для различных функциональных зависимостей, не ограничиваясь лишь теми случаями, когда на параллелепипеде всегда можно определить значение экстремумов функции, используя методы локальной оптимизации. Таким образом, будут проведен анализ применимости различных подходов, в основе которых лежат Липшицевы и интервальные оценки. Липшицевы оценки основаны на использовании константы Липшица для оценивания максимума и минимума функции на параллелепипеде. Так как, в большинстве случаев, аналитическое представление способа вычисления константы Липшица не может быть получено, возникает проблема приближенного оценивания этой константы на заданном параллелепипеде. Для этого могут быть применимы различные подходы, которые и будут проанализированы в рамках предлагаемого проекта, ряд из них приведен в монографии [18].
Задача построения траектории движения будет решаться исходя из необходимости построения гладкой кривой, соединяющей две точки рабочей области.  Такая постановка очевидно приводит к определению функционала на множестве всех гладких кривых с ограничениями типа неравенств, отвечающих за конструктивно возможные скорости и ускорения рабочего инструмента. Поставленная задача относится к классу вариационных задач с ограничениями. В таких задачах требуется функцию, удовлетворяющую заданным условиями, минимизируя указанный функционал. С целью применения указанного подхода к получению результирующей функции должен быть выполнен переход к дискретному аналогу указанной задачи, что может быть сделано непосредственно дискретизацией возникающих интегралов интегральной суммой или путем дискретизации уравнения Эйлера-Лагранжа. В первом случае получается система уравнений, которая требует решения, вообще говоря с использованием методов регуляризации, так как она может быть вырожденной или плохо обусловленной. Во втором случае следует провести дискретизацию полученного уравнения, например, на равномерной сетке и найти решение. Оба возможных решения будут проанализированы при решении задачи построения траектории движения с целью определения наиболее подходящего для решения задачи. Будет также проанализирована возможность распараллеливания и пределы масштабируемости алгоритма, т.е. сохранения эффективности при росте числа вычислительных ядер.
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Во многих задачах на практике возникает необходимость решения систем равенств и неравенств. В частности, такие задачи часто встречаются в робототехнике при построении аппроксимации рабочей области робота. Приведем пример такой задачи.
Рассмотрим робот 3-RPR [24]. В названии 3 означает число степеней свободы, а буквы R,P,R специфицирует типы подвижных соединений. Данный работ, представленный на рисунке 1, представляет собой планарный манипулятор с шестью ротационными шарнирами для закрепления штанг и тремя линейными мехатронными двигателями с шарико-винтовой передачей. Двигатели изменяют длину штанг, соединяющих неподвижное основание с углами треугольной плоской платформы, тем самым управляя ее движением и ориентацией. В дальнейшем будем считать основание и платформу равносторонними треугольниками.
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Рисунок 1 – Робот-манипулятор типа 3-RPR

Кинематическая схема робота представлена на рисунке 2. Положение манипулятора характеризуется параметрами, перечисленным в таблице 1.
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Рисунок 2 – Кинематическая схема робота 3-RPR

Таблица 1 - Параметры, характеризующие положение робота 3-RPR
	Параметр
	Описание

	
	координаты центр подвижной платформы

	
	угол поворота платформы относительно нейтрального положения

	
	длины штанг  , ,  соответственно



Обозначим фиксированные координаты точек  в системе координат через . Свяжем с платформой подвижную систему координат, которая с началом в центре платформы. Предполагается, что в начальном положении оси подвижной системы координат параллельны осям системы . Фиксированные координаты точек  в подвижной системе координат, связанной с платформой, обозначим через  Величина  определяет угол поворота подвижной системы координат относительного начального положения против часовой стрелки. Тогда координаты точки  в системе  задаются формулами:

                                               (1)

Уравнения связи для робота 3-RPR  определяются соотношениями Запишем уравнения связи для данного робота, используя введенные переменные:



Подставляя выражения (1), получим:


                                               (2)

Таким образом, получена система из трех нелинейных уравнений относительно шести переменных, перечисленных в таблице 1. Рабочая область определяется уравнениями (2) и системой интервальных ограничений, задающих диапазон  изменения длин штанг . Также целесообразно задать границы изменения переменных . Без ограничения общности можно положить:





где – расстояние от центра до углов платформы. 
Итоговая система имеет следующий вид:

     
       
На практике интерес представляет не все множество решений системы (3) в пространстве , а его проекция на множество координат выходного звена. В рассматриваемом случае либо множество достижимых координат  центра платформы , либо множество всех возможных троек .Также определенный интерес может представлять диапазон достижимых углов .
Непосредственное использование системы (3) для аппроксимации рабочей области может быть нереализуемо по причине высокой вычислительной сложности, обусловленной размерностью задачи. Заметим, система (3) содержит три уравнения и шесть параметров. Можно упростить систему, сведя ее к системе неравенств, исключив переменные :  




                                                         (4)


Приведенный пример показывает, что важная практическая задача аппроксимации рабочей области робота может быть сведена к нахождению решения системы равенств либо неравенств с интервальными ограничениями на переменные. Далее в отчете мы рассмотрим разработанные подходы к решению указанных задач, основанные на методе неравномерных покрытий [25]. 
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Система неравенств в общем виде имеет следующих вид:

                                                            (5)

где  – непрерывные отображения, а  – n-мерный параллелепипед, задающий интервалы изменения параметров. Пусть  – множество всех решений системы (5).
Систему (5) можно заменить эквивалентной системой:

                                                            (6)

где .
Для приближения множества  применяется алгоритм CovIneq, результатом работы которого будут списки параллелепипедов , , аппроксимирующих внутренность и границу множества  соответственно.
Алгоритм  CovInEq
  
while  do
    take  
    
    if  then
        
    else if  then
        if    then
            
        else
            {}divide 
            
        endif
    endif
done

Несложно доказывается следующее утверждение.
Утверждение 1. Для множеств  и , построенных в результате работы алгоритма CovIneq, справедливы следующие соотношения:

                                                  (7)
,                                                                            (8)
                                                               (9)

Свойство (9) позволяет оценить точность получаемой аппроксимации как расстояние по Хаусдорфу между множествами и . Метрика Хаусдорфа определяется следующим образом:



На практике определение точных значений максимума и минимума на параллелепипеде является весьма сложной задачей, которую удается эффективно решить только для очень простых случаев. В остальных случаях применяются оценки. Широко применяются интервальные оценки [26], Липшицевы [27] и более сложные подходы, основанные на глубоком анализе свойств функций [28]. Перечисленная техника позволяет заменить точные значения максимума и минимума на оценки  .  В этом случае применяется алгоритм CovIneqEst, полученным из CovIneq заменой величин   на  . Справедливо следующее утверждение относительно алгоритма CovIneqEst.
Утверждение 2. Для множеств  и , построенных в результате работы алгоритма CovIneqEst, справедливы следующие соотношения:

                                            (10)
.                                                                    (11)

Свойство (9), отражающее точность полученной аппроксимации, вообще говоря, не выполняется.
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Рассмотрим систему уравнений общего вида:

                                                            (12)

где  – непрерывные отображения, а  – n-мерный параллелепипед, задающий интервалы изменения параметров. Пусть  – множество всех решений системы (12). 
Заметим, что система (12) эквивалентна следующей системе:



где  – свертка функций . В качестве возможных вариантов свертки можно взять любую норму вектора в пространстве . Например можно положить .
Для нахождения аппроксимации множества  применяется алгоритм CovEq, результатом работы которого будет список параллелепипедов , образующих аппроксимацию.
Алгоритм  CovEq
  
while  do
    take  
   for  do
       
   done
    
    if  then
        if    then
            
        else
            {}divide 
            
        endif
    endif
done

Принцип работы алгоритм CovEq состоит в том, что исходный параллелепипед делится на параллелепипеды меньшего размера до тех пор, пока диаметр параллелепипеда не станет меньше заданной величины . Обрабатываемые параллелепипеды заносятся в список . Деление происходит всегда вдоль максимального ребра, что обеспечивает конечность алгоритма. При этом, параллелепипеды, заведомо не содержащие точек из множества решений системы (12), отбрасываются.  Для этого выполняется следующий тест: если   или , то параллелепипед  не содержит ни одной точки из  и может быть исключен из дальнейшего рассмотрения.  Действительно, если  , то значит, хотя бы для одного  выполняется . Следовательно,  для всех  и система (12) очевидно несовместна на текущем параллелепипеде. Из описания алгоритма вытекает следующее утверждение.
Утверждение 3. Множество , построенное в результате работы алгоритма CovEq, содержит все множество
Как и в случае неравенств, точное нахождение величин  возможно редко. В большинстве случаев используются оценки  . При этом, алгоритм CovEq заменяется алгоритмом CovEqEst, полученным из CovEq заменой величин   на  . Справедливо следующее утверждение относительно алгоритма CovEqEst. Для этого алгоритма справедливо аналогичное утверждение.
Разработанные методы аппроксимации множеств, заданных системами неравенств или уравнений были программно реализованы на языке С++. В состав программного комплекса вошли модули для вычисления оценок, организации работы со списком параллелепипедов, ввода данных и вывода результатов. В качестве оценок применялись интервальные оценки, реализация которых была выполнена ранее [29]. 
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Для экспериментального исследования разработанных подходов была выбрана задача определения рабочей области робота DexTAR [30]. Робот Dextar  является плоским параллельным четырехзвенным механизмом, управляемым двумя двигателями (Рисунок 3).
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Рисунок 3 – Параллельный робот DexTAR
Кинематическая схема робота представлена на рисунке 4. 
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Рисунок 4 – Кинематическая схема робота DexTAR

Рассмотрим следующие значения длин параметров роботов: . На рисунке 5 представлена рабочая область, полученная с помощью решения системы неравенств алгоритмом CovIneqEst, а на рисунке 6 – с помощью решения системы уравнений алгоритмом CovEqEst.
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Рисунок 5 –Рабочая область, полученная с помощью алгоритма ConIneqEst
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Рисунок 6 – Аппроксимация рабочей области, полученная с помощью алгоритма CovEqEst

Как можно заметить, алгоритм ConIneqEst дает существенно более точную аппроксимацию по отношению к алгоритму CovEqEst.  Но при этом требуется приведение системы уравнений к системе неравенств.
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Как показано в предыдущем разделе, вкратце алгоритм неравномерных покрытий (АНП) записывается в виде:
Алгоритм  CovEq
  
while  do
    take  

    

    if    then
        if    then
            
        else
            {}divide 
            
        endif
    endif
done

Здесь алгоритм описывает построение покрытия допустимого множества Ω в конечномерном пространстве заданного при помощи равенств:


					(13)

где


 	                                (14)

т.е. равенство в (13) понимается в покоординатном смысле.
Согласно введенным ранее соглашениям, множество Ω содержится в многомерном параллелепипеде L0, который для простоты обозначен [a,b]. На самом деле, границы параллелепипеда образованы прямым произведением отрезков [ai,bi]:


	                          	(15)


Одним из важных условий успешной реализации алгоритма является то, что функции ϕi(x)  в ограничениях (14) должны быть таковы, чтобы их минимумы и максимумы легко вычислялись на множествах, образованных прямым произведением сегментов  Поэтому в рассмотренных примерах мы выбрали функции двух переменных ϕi(x), являющиеся полиномами второго порядка, а именно такие, линии уровней которых образованы эллипсами. Это позволяет вычислить экстремумы функций аналитически. Очевидно, минимумы и максимумы достигаются либо в некоторых внутренних точках, либо на границах прямоугольников. 
Запишем детализацию алгоритма, реализованную нами численно. Алгоритм работает с двумя списками прямоугольников: A есть список элементов покрытия, список L динамически формируется из параллелепипедов, которые являются кандидатами на включение в список A. По завершении работы алгоритма список A дает покрытие множества ограничений Ω.
Итак, выпишем детальную версию алгоритма CovEq:
1) Определяем функции, задающие ограничения (14)
2) Задаем размеры допустимого прямоугольника (15), охватывающего множество Ω.
3) Задаем точность δ > 0, с которой удовлетворяются ограничения (14), в том смысле, что точки покрытия отстоят от множества Ω не более, чем на δ.
4) 
Инициализируем список L := L0 и  
5) Если  список L не пуст, выполняем следующий шаг, иначе переходим на шаг 11.
6) Берем некоторый параллелепипед   и исключаем его из списка L.
7) 
Вычисляем векторные (покоординатно) максимум M и минимум m функций в (2) на параллелепипеде P. Если  , то P пересекает множество Ω и является кандидатом на включение в покрытие 
8) 

Если  и , то включаем P в список A для покрытия
9) 

Если  и , то делим P на два параллелепипеда вдоль длинной стороны и включаем обе части в список L для дальнейшей обработки.
10) Переходим на шаг 5.
11) Вывод списка параллелепипедов A.
Сначала алгоритм CovEq был численно реализован для двумерного случая при одном единственном ограничении (m = 1), заданном в виде:


                 		(16)

Начальный прямоугольник L0 = [a, b] задавался так ,чтобы он гарантированно содержал в себе множество, определяемое равенством (16), например, в примерах , показанных на рисунке 1, мы положили p = 2, q = 1, x0 = 2.2, y0 = 1.1 .  Начальный прямоугольник был задан в виде:
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а) δ = 0.4                                            б) δ = 0.2
Рисунок 7 – Покрытия, построенные для множества  0.25(x -1.1 )2+(y-2.2)2=1

Численное решение для ограничений, заданных двумя функциями, показано на рисунке 8. В этом случае допустимое множество Ω образовано объединением двух эллипсов. 
[image: ]
Рисунок 8 – покрытие допустимого множества, заданного в виде объединения двух эллипсов

	Однако, в задачах робототехники ограничения на рабочую область инструмента чаще задаются в виде неравенств, поэтому для дальнейших приложений был численно реализован алгоритм неравномерных покрытий для случая, когда ограничения задаются в виде неравенств:


	                                       	(17)

В сокращенной записи неравенства (17) записываются в виде:


.				                              	(18)

С методической целью нами была выполнена численная реализация АНП для области, заданной в виде внутренности эллипса и в виде кольца, расположенного между двумя эллипсами. В рассмотренном нами примере ограничения имели вид:


 		                                   	(19)

Результаты построения покрытия показаны на рисунках 9 и 10.  Здесь более светлым оттенком серого цвета показана внутренность допустимой области, а более темным – покрытие граничного множества.  Алгоритм построения покрытия в этом случае слегка модифицируется, т.к. требуется построить два списка прямоугольников (в общем случае, n-мерных параллелепипедов), один из которых покрывает границу области с заданной погрешностью δ, а другой список образован прямоугольниками, находящимися строго внутри допустимой области. 
[image: ]
Рисунок 9 – Пример покрытия внутренности и граничных точек эллипса, построенного на основе метода АНП для ограничений, заданных в виде неравенств

В самом деле, на рисунках 9 и 10 видно, что покрытие внутренности образовано прямоугольниками разных размеров, тогда как покрытие границы образовано прямоугольниками диаметром не более заданного параметра δ>0.
[image: ]
Рисунок 10 – Построение покрытия границы и внутренности допустимой области в виде кольца, заключенного между двумя эллипсами

Алгоритм обрабатывает три списками прямоугольников: A есть список элементов покрытия внутренности области, B есть список элементов покрытия границы, список L динамически формируется из параллелепипедов, кандидатов на включение в списки A либо B. В конце работы алгоритма образуются два списка параллелепипедов, A и B, которые содержат приближенное покрытие внутренности и границы соответственно. На старте задается список параллелепипедов L, состоящий из одного исходного параллелепипеда L0, полностью охватывающего допустимую область. 
Алгоритм неравномерных покрытий для случая ограничений в виде неравенств формулируется в виде:
Алгоритм  CovInEq
  
while  do
    take  
    
    if  then
        
    else if  then
        if    then
            
        else
            {}divide 
            
        endif
    endif
done

Запишем с краткими пояснениями АНП, реализованный нами в численных примерах. 
Алгоритм CovIneq:
1) Определяем функции, задающие ограничения (17)
2) Задаем размеры допустимого прямоугольника (18), охватывающего множество Ω.
3) Задаем точность δ>0, с которой удовлетворяются ограничения (17)
4) 

Инициализируем списки L := L0 , , 
5) Если  список L не пуст, выполняем следующий шаг, иначе переходим на шаг 12.
6) Берем параллелепипед   и исключаем его из списка L.
7) Вычисляем векторные максимум M и минимум m функций в (17) покоординатно на параллелепипеде P. 
8) Если M < 0, то на P выполнено ограничение (17) строго, поэтому P включается в список A для покрытия внутренности допустимого множества
9) 

Если  , то P пересекает границу множества Ω и является кандидатом на включение в покрытие B. Если  при этом , то включаем P в список B для покрытия  
10) 

Если  и , то делим P на две части вдоль длинной стороны и включаем обе части в список для L для дальнейшей обработки.
11) Переходим на шаг 5.
12) Вывод списка параллелепипедов A, B.




Замечание: близость точек покрытия к допустимому множеству может быть также определена и в смысле близости значений функций, задающих ограничения ϕi(x)  либо 𝜓i(x), к нулю. В этом случае деление прямоугольника P следует выполнять при условиях   либо . Как только  и  на P, этот прямоугольник включается в покрытие границы. 
Убедившись в корректной работе алгоритмов на рассмотренных примерах, мы применили его для построения покрытий рабочей области робота параллельной структуры с 3-RPR с тремя степенями свободы.
Кинематическая схема робота представлена на рисунке 2. 
Положение подвижной платформа с вершинами B1B2B3 в операционном пространстве задается координатами центра масс платформы (x,y) и углом поворота платформы φ в плоскости Oxy. 

Допустим, что длины штанг AiBi, i=1,2,3 не могут быть произвольны и ограничены сверху и снизу некоторыми величинами lmin, lmax, одними и теми же для всех трех стержней. Тогда для операционных координат (x,y,φ) возникают естественные ограничения в виде неравенств. Обозначим через   не зависящие от времени координаты вершин Bi в системе координат, жестко связанной с платформой. Запишем ограничения на координаты платформы:


 		         (20)

Как видим, при фиксированном значении угла поворота платформы φ эти ограничения аналогичны неравенствам (19). Аналитическое построение допустимого множества значений координат (x, y) для разных значений угла поворота φ приводит к построению рабочей области, совпадающей с результатами, полученными в работе [31]. Однако, в этой работе не ставилась цель построения покрытия, приближающего рабочую область с заданной точностью. В нашем исследовании мы применили описанный выше алгоритм для построения покрытия рабочей области робота на основе ограничений (Рисунок 11), которые образованы шестью неравенствами на переменные (x,y) и ограничениями на угол поворота. В приведенных ниже численных примерах мы задавали фиксированное значение угла поворота φ = 0 и вычисляли возможные покрытия A и B из неравенств (20). 

[image: ]
Рисунок 11 – Построение рабочей области робота и границ множества ограничений с учетом ограничений на длины штанг

Расчеты проводились для следующих геометрических параметров: длины штанг в исходном положении равны 30 cm, радиус окружности, описанной вокруг подвижной платформы и неподвижного основания равен соответственно 12 cm и 42 cm, угол поворота равен нулю. Ограничения на длины штанг заданы в виде  

[image: ]
Рисунок 12 – Рабочая область с учетом ограничений на рабочую область

Однако, на практике возможны ограничения не только на угол поворота платформы, но и на углы поворота штанг, либо на положения центра тяжести платформы. На рисунке 12 показано наложение ограничений на положение центра тяжести в виде прямоугольника с решением неравенств (20). Прямоугольник L0 задавался параметрами: левый нижний угол находился в точке (18.7, 9), со сторонами 35.25 на 45 cm.  На рисунке 13 показано покрытие той же рабочей области в плоскости (Oxy) с учетом ограничений на координаты центра тяжести платформы (x,y). 
[image: ]
Рисунок 13 – Пример расчета рабочей области робота при поступательном движении платформы (φ (t) = 0) при ограничениях на длины штанг и координат центра тяжести.
















[bookmark: _Toc527379529]4 РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ДВИЖЕНИЯ РОБОТА ПО ЗАДАННОЙ ТРАЕКТОРИИ

[bookmark: _Toc527379530]4.1 Постановка задачи

Рассмотрим задачу оптимизации закона движения платформы для планарного робота с тремя степенями свободы 3-RPR, кинематическая схема которого показана на рисунке 2. 
В названии число 3 означает количество степеней свободы, а буквы R,P,R соответствуют типам подвижных соединений.  Этот робот представляет собой плоский манипулятор с шестью ротационными шарнирами для закрепления штанг и тремя призматическими двигателями. Двигатели изменяют длину штанг, соединяющих неподвижное основание A1A2A3 с углами треугольной плоской платформы B1B2B3, управляя ее движением. Будем считать основание и платформу равносторонними треугольниками. 
Положение манипулятора характеризуется следующими параметрами:
· (x,y)  - координаты центра масс подвижной платформы;
· ϕ  - угол поворота платформы относительно нейтрального положения;
· l1, l2, l3 – длины штанг  A1B1, A2B2, A3B3 соответственно.
Постановка задач оптимизации движений платформы зависит от практических приложений и требует, в первую очередь, определения критериев качества такого движения. Например, критерии качества выражаться через потребляемую мощность, величины сил инерции, ускорений, вибраций, размеры рабочей области и т.д. при заданных ограничениях. 
На данном этапе исследования мы рассмотрим задачу оптимизации закона движения платформы планарного робота по заданной траектории.
Пусть траектория центра тяжести движущейся платформы задана в плоскости координат (x,y)  параметризацией



			                                 (21)

Пусть функция φ=φ(t) определяет угол поворота платформы в каждый момент времени. 
Определим закон изменения параметра  p=p(t) в зависимости от времени так, чтобы движение платформы, определяемое соотношениями 


		                                               (22)

имело минимально возможную кинетическую энергию за рассматриваемый интервал движения и при этом обеспечивало минимальные силы инерции за весь период движения. Пренебрежем массами штанг, шарниров, двигателей и действием внешних сил.  Такая постановка имеет смысл, если стоит задача уменьшения энергопотребления манипулятора и при этом надо получить закон движения по траектории, обеспечивающий движения платформы с минимальной инерцией. 
Будем считать, что положения и скорости платформы в начальный и конечный моменты времени заданы, а масштаб времени выбран так, чтобы время менялось в интервале [0,1]. Допустим также, что в начальный и конечный момент времени скорости равны нулю, т.е. эти моменты являются точками остановки движения:


		                                                 (23)

Точки над функциями, как обычно, обозначают производные по времени. Штрихи над функциями x(p), y(p) будут обозначать дифференцирование по параметру p.
 Положим, что в начальный и конечный момент времени функция p(t) удовлетворяет условиям


		                                                       (24)

Запишем выражения для скоростей и ускорений точек платформы в инерциальной системе координат, связанной с неподвижным основанием: 






Здесь  - радиус-вектор, скорость, скорость центра масс, ускорение, ускорение центра масс и угловая скорость платформы. Векторы  отвечают за кориолисово и центробежное ускорения. 
Суммарная сила инерции есть 




Предполагая, что масса платформы в основном сосредоточена вблизи центра тяжести, мы можем приближенно записать, что сила инерции есть




Здесь m – масса платформы. 
В качестве меры величины сил инерции за все время движения будем рассматривать интеграл:




Запишем кинетическую энергию движения платформы, пренебрегая массой стержней и шарниров:




Здесь  I -  момент инерции платформы. Согласно нашему предположению, вся масса сосредоточена в центре масс платформы, поэтому кинетической энергией вращательного движения можно пренебречь по сравнению с энергией поступательного движения, тогда 




Введем функционал качества движения в виде суммы кинетической энергии и некоторой меры сил инерции следующим образом:


	                	(25)

Здесь α > 0 – некоторый положительный параметр, определяющий вес сил инерции в функционале качества, который мы будем называть регуляризатором. 
Постановка задачи оптимизации траектории: минимизировать функционал (5) по функциям p(t), связь которой с законом движения (x(t), y(t)) задана формулами (21)-(22).

Формула (25) представляем собой квадратичную норму функции в пространстве W22[0,1], образованном функциями с квадратично суммируемыми производными вплоть до второго порядка. Можно показать, что это пространство является гильбертовым [монография Соболева, учебник Михайлова], а  функционал (25), как норма функции в гильбертовом пространстве, является сильно выпуклым [книга Васильев Ф.П.]. Однако, мы будем рассматривать его как функционал, заданный на подмножестве квадратично суммируемых функций . Согласно [Васильев] на выпуклом замкнутом множестве функционал достигает своего минимума. Причем, если функционал дифференцируем, то в точке минимума его производная в смысле Фреше равна нулю. Более того, это же условие является достаточным для определения минимума функционала.
Выведем формулу для первой вариации функционала (25). Для этого запишем приращение функционала, соответствующее приращению аргумента p:


  		(26)

С учетом того, что 


						(27)

 c точностью до малых второго порядка мы можем написать:


			(28)


Аналогичные формулы справедливы для приращений Для второй производной имеем


    	           		 (29)


С учетом выражений (29)  для приращения второй производной получим c точностью до малых второго порядка:


  (30)


Аналогично выписываются формулы для приращения второй производной .
С учетом формул (28)-(30) для линейной части приращения функционала имеем:


                   (31)


Рассматривая функционал (31) как заданный на некотором подмножестве квадратично суммируемых функций  представим его приращение в виде


	                     	(32)


В дальнейшем мы будем предполагать достаточную гладкость функций x(p) и p(t). Из выкладок будет ясно, какой гладкости представление (32) допустимо. Тем самым мы определим, на каком подпространстве пространства функций  функционал дифференцируем в смысле Фреше и мы можем использовать условие равенства нулю производной для поиска точки минимума. 

Собирая коэффициенты при  в (31), перепишем выражение (31) в виде:


                    (33)


где функции  определены формулами:


         (34)

В формулах (34) следует подставить производные по времени от функций x(t), y(t) из формул  (27) и (29), что мы не стали делать, чтобы не загромождать изложение.
Интегрируя по частям в (33), получаем:




Отсюда





Тогда при определенных условиях гладкости на функции функционал J(p) дифференцируем в смысле Фреше в точке p и его градиент задается функцией




Уравнение, позволяющее определить точку минимума функционала имеет вид


   						(35)

при краевых условиях, следующих из формул (23) и (24):




Из выражений (34) следует, что обыкновенное дифференциальное уравнение (35) имеет четвертый порядок по времени и является квазилинейным, т.к. все коэффициенты зависят от функции p(t)  и ее производных порядка меньшего четырех. Тем не менее, уравнение имеет очень громоздкий вид. Поэтому в численных примерах мы рассмотрели случаи, когда траектория движения (21) задается относительно простыми выражениями. 
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 Рассматривалась модель робота 3-RPR со следующими геомерическими параметрами: длины штанг в исходном положении равны 30 cm, радиус окружности, описанной вокруг подвижной платформы и неподвижного основания равен соответственно 12 cm и 42 cm, угол поворота равен нулю. Ограничения на длины штанг не рассматривались.
Самым простым является случай, когда центр масс движется по прямолинейной траектории. В этом случае параметризация траектории может быть задана в виде:


		                                     (36)

Тогда функции (34), определяющие коэффициенты уравнения (35) задаются как:


		                             (37)

Подставляя  (37) в (35), получаем:




Отсюда следует, что закон движения по прямолинейной траектории, на которой должен достигаться минимум функционала качества (25), должен удовлетворять необходимому условию минимума:


			                                           (38)


здесь мы ввели обозначение .
Уравнение (38) легко решается стандартными методами, и с учетом краевых условий 




решение получается в явном виде. 
Общее решение уравнения (38) имеет вид:




Для определения произвольных постоянных A, B, C, D учтем краевые условия:





Исключаем B и C: .




Детерминант системы равен




Отсюда













Рисунок 14 – профили скорости и ускорения при разных значения регуляризатора α

На рисунке 14 показаны профили скорости и ускорения при разных значения регуляризующего параметра α. Очевидно, что увеличение параметра уменьшает ускорения и делает профиль скоростей более плавным. Расчет показал, что увеличение α от 0.01 до 0.5 приводит к возрастанию кинетической энергии платформы возрастает на 7.5%. Однако, за счет регуляризации профиля скорости удается существенно уменьшить силы инерции. Максимальные значения уменьшаются почти на 50% ( Рисунок 14). 
На рисунке 15 показаны последовательные положения платформы с течением времени. В нашем примере платформа совершает поступательное движение. 
[image: ]
Рисунок 15 – Последовательные положения платформы при α = 0.5, платформа движется с правого нижнего положения до левого верхнего
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Пусть центр тяжести платформы совершает движение по дуге окружности. Запишем скорости и ускорения в полярных координатах .


 		                 	(39)

Закон движения по дуге окружности может быть параметризован в виде:


 				                      (40)

Допустим, что в начальный и конечный моменты времени скорости равны нулю и положения платформы заданы:


			                              	(41)

Регуляризованный функционал качества в полярных координатах запишется аналогично (25):


		                        	(42)

Выпишем первую вариацию функционала (42).  





Предполагая достаточную гладкость функции , учитывая краевые условия и интегрируя по частям, получаем:




Отсюда следует, что необходимое условие минимума функционала качества заключается в равенстве нулю градиента функционала:


				(43)

Чтобы найти оптимальный закон движения по траектории, требуется решить квазилинейное уравнение (43) при краевых условиях (41).
Уравнение (43) было решено численно при помощи функций пакета Matlab. На рисунке 16 показаны примеры закона изменения угла поворота φ(t), профиля скорости и модуля ускорения, полученные для разных значений регуляризующего параметра α > 0.
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Рисунок 16 – примеры закона изменения угла поворота φ(t)

Таблица 2 – число прямоугольников для обработки в зависимости от точности δ выполнения ограничений
	δ
	0.1
	0.05
	0.01
	0.001

	Число прямоугольников в покрытии рабочей области
	10
	26
	112
	1301

	Число прямоугольников в обработке
	22
	46
	200
	2357



В приложении D приведен фрагмент кода на Fortran90. В таблице 2 показано, как меняется число прямоугольников в обработке для формирования покрытия рабочей области.
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В рамках этапа 2018 года были разработаны теория и методы аппроксимации множеств, задаваемых нелинейными функциональными неравенствами, играющими ключевую роль в задачах построения рабочей области роботов. В частности, был разработан метод покрытий, позволяющий строить внешние и внутренние аппроксимации множеств, задаваемых нелинейными неравенствами. На основе этого метода был создан и реализован алгоритм, аппроксимирующий множество решений системы нелинейных неравенств и дано его теоретическое обоснование. Также был разработан подход к аппроксимации множества, заданного системой нелинейных уравнений. Такой подход особенно удобен для случая, когда обратная задача кинематики не имеет аналитического решения в силу чего применение первого подхода затруднено.
На данном этапе была выполнена численная реализация метода неравномерных покрытий для ряда модельных примеров. Численные расчеты показали, что метод неравномерных покрытий может быть применен для моделей роботов параллельной структуры, в частности для плоского робота с тремя степенями свободы 3RPR. Оказалось, что для плоского робота с тремя степенями свободы при фиксировании одной из степеней свободы число прямоугольников в покрытии растет обратно пропорционально точности δ, с которой выполняются ограничения. Это говорит о линейном росте трудоемкости с измельчением размера покрытия δ. Это говорит о высокой эффективности метода неравномерных покрытий оказался эффективным, т.к. в нем нет необходимости измельчать прямоугольники, которые заведомо лежат внутри рабочей области.  Однако, далее, требуется включить также еще одну степень свободы, тогда покрытие будет образовано параллелепипедами (которые мы, согласно принятым в первой части соглашениями, будем называть прямоугольниками). В этом случае число прямоугольников увеличится,  что увеличит объемы вычислений. В дальнейшем будут выполнены систематические расчеты для разных типов ограничений, других типов роботов и трех степеней свободы. При рассмотрении прямоугольника на предмет включения либо исключения из покрытия понадобилось вычисление экстремумов функций, выражающих ограничения на рабочую область. Наиболее благоприятным является случай, когда экстремумы для ограничений вычисляются аналитически. Заметим, что для большинства роботов это возможно, т.к. ограничения выражаются в виде функций нескольких переменных, являющихся полиномами не выше второго порядка. Поэтому данный метод построения покрытия рабочей области оказался эффективным и имеющим широкую область применения.
Конечная цель построения покрытия рабочей области и ее границы заключается в том, что для каждого из прямоугольников понадобится вычислять экстремумы функций качества. Это связано с тем, что прямоугольники есть множества простой структуры, а на них вычисление экстремумов нелинейных функционалов может быть упрощено. Затем из этих значений экстремумов требуется выбрать глобальный экстремум. Но, тем не менее, задача вычисления экстремума на каждом из этих прямоугольников, в свою очередь, резко увеличивает трудоемкость вычислений. Поэтому использование высокопроизводительных технологий является необходимым шагом в приложении метода неравномерных покрытий.
Рассмотренные в данном разделе задачи показывают метод решения задачи управления рабочим инструментом, если предварительно выполнены следующие шаги: построена рабочая область, внутри рабочей области проложена траектория рабочего инструмента и известна гладкая параметризация траектории. 
На данном этапе работ, при заданной траектории движения и функционале качества, который минимизирует ускорения рабочего инструмента, получены необходимые условия минимума и построены законы движения по двум типам траекторий - прямолинейной и круговой.  Оказалось, что даже в случае круговой траекторий мы получаем квазилинейное уравнение четвертого порядка. А в более общем случае (15) уравнение существенно усложняется. 
Выведенное в данном разделе уравнение (14)-(15) является новым и требует дальнейшего исследования и численного решения при разных типах траекторий. Предложенный здесь метод решения задачи управления движением рабочего инструмента позволит определить оптимальный закон движения рабочего инструмента по заданной траектории. Далее, по известному закону движения должна быть решена обратная задача кинематики робота – вычислены управляющие воздействия – моменты и сила на активных звеньях робота. 
Выполненные в данном разделе исследования порождают ряд новых задач: построение и параметризация траектории робота внутри рабочей области, выбор функционала качества, исследование и разрешение условий минимума, определение управляющих воздействий, и, в конечном итоге, реализация таких воздействий на конкретной модели робота.
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Код программы

Код программы для реализации алгоритма неравномерных покрытий для робота 3RPR
program RPR3_0
    use mytypes
    implicit none
    interface
    subroutine findMinMax(R,xmin,ymin,gmin,xmax,ymax,gmax,i)
    use mytypes
    type (rectangle)::R
    integer i
    real xmin,ymin,gmin,xmax,ymax,gmax
    real x,y,y1,x1,det
    logical inside
    real g0,g1
    real, external :: g
    end subroutine
    
    subroutine divideRec(P,P1,P2)
    use mytypes
    type (rectangle)::p,p1,p2
    end subroutine
    
    end interface
    
    integer currentRect,checkedRect,jcover,jcovB,totalrect,k,i,m
    logical check,check1,check2,check3,check4,check5
    ! robot parameters
    real r0,l0,xa1,ya1,xa2,ya2,xa3,ya3,ksi(1:30)
    real xb1,yb1,xb2,yb2,xb3,yb3,lmin,lmax
    real x0,y0,a0,b0 ! initial rectangular
    real a,b,xc,yc !coefficients of g=a11 x*2 + 2 a12 xy + a22 y*2 -2 b1*x -2 b2 *y +c
    real diam,delta !tolerance of (x,y)
    real xmin,ymin,gmin,xmax,ymax,gmax,x1,x2,y1,y2,g1,g2
    type (rectangle) R(1:2048), Cover(1:2048),CoverB(1:2048),r1,r2
    delta=0.05
    m=6
    ! зададим начальное положение робота
    ! координаты Bi постоянны при движении
    l0=0.3 ! длина штанг AB
    r0=0.12 ! OB
    xb1=-r0*sqrt(3.)*0.5
    yb1=-r0*0.5
    xb2=r0*sqrt(3.)*0.5
    yb2=-r0*0.5
    xb3=0.
    yb3=r0
    ! фиксированные координаты вершин платформы Ai, i=1,2,3
    xa1=0.; ya1=0.
    xa2=(r0+l0)*sqrt(3.); ya2=0.
    xa3=xa2*0.5; ya3=xa2*sqrt(3.)*0.5
    ! ограничения на длины штанг
    lmin=0.5*l0; lmax=2.*l0
    ksi(1)=0.
    ! ограничения на координаты центра платформы
    ! пока не ставим
    ! имеем шесть ограничений на длины штанг
    ! в виде кривых второго порядка относительно x,y 
    ! и тригонометрических функций относительно углов поворота
    
        ! (x-xc)^2/a*2 + (y-yc)^2/b^2=1  ellipce
    a=lmax;     b=a
 !   xc=a+0.2;     yc=b+0.1
    xc=xa1-xb1*cos(ksi(1))+yb1*sin(ksi(1))
    yc=ya1-xb1*sin(ksi(1))-yb1*cos(ksi(1))
! ********define initial resctangle************
    !   x0=0.; y0=0.; a0=xc+a*1.1;   b0= yc+b*1.2
 !x0=-lmax; y0=-lmax
 !a0=(l0+r0)*sqrt(3.)+delta; b0= (l0+r0)*1.5+delta
! a0=lmax*3.; b0=lmax*3.
 x0=xa2-lmax+r0/2.; y0=ya3-lmax+r0/2.
 a0=-xa2+lmax*2-r0
 b0=-ya3+lmax*2-r0
 
 open(10,file='rectangles.txt')
 write(10,*) 'x0,y0,a0,b0'
 write(10,10) x0*100,y0*100,a0*100,b0*100
 
 write(10,10) (xc-a)*100,(yc-b)*100,a*200,b*200
    a11(1)=b*b
    a22(1)=a*a
    a12(1)=0.
    b1(1)=xc*b*b
    b2(1)=yc*a*a
    c(1)=xc*xc*b*b+yc*yc*a*a-a*a*b*b
     
    xc=xa2-xb2*cos(ksi(1))+yb2*sin(ksi(1))
    yc=ya2-xb2*sin(ksi(1))-yb2*cos(ksi(1))   
 write(10,10) (xc-a)*100,(yc-b)*100,a*200,b*200 
    a11(3)=b*b
    a22(3)=a*a
    a12(3)=0.
    b1(3)=xc*b*b
    b2(3)=yc*a*a
    c(3)=xc*xc*b*b+yc*yc*a*a-a*a*b*b

    xc=xa3-xb3*cos(ksi(1))+yb3*sin(ksi(1))
    yc=ya3-xb3*sin(ksi(1))-yb3*cos(ksi(1))   
 write(10,10) (xc-a)*100,(yc-b)*100,a*200,b*200   
    a11(5)=b*b
    a22(5)=a*a
    a12(5)=0.
    b1(5)=xc*b*b
    b2(5)=yc*a*a
    c(5)=xc*xc*b*b+yc*yc*a*a-a*a*b*b
   
    a=lmin;     b=a
    xc=xa1-xb1*cos(ksi(1))+yb1*sin(ksi(1))
    yc=ya1-xb1*sin(ksi(1))-yb1*cos(ksi(1))
write(10,10) (xc-a)*100,(yc-b)*100,a*200,b*200  
    a11(2)=-b*b
    a22(2)=-a*a
    a12(2)=0.
    b1(2)=-xc*b*b
    b2(2)=-yc*a*a
    c(2)=-xc*xc*b*b-yc*yc*a*a+a*a*b*b
    
    xc=xa2-xb2*cos(ksi(1))+yb2*sin(ksi(1))
    yc=ya2-xb2*sin(ksi(1))-yb2*cos(ksi(1))
 write(10,10) (xc-a)*100,(yc-b)*100,a*200,b*200  
    a11(4)=-b*b
    a22(4)=-a*a
    a12(4)=0.
    b1(4)=-xc*b*b
    b2(4)=-yc*a*a
    c(4)=-xc*xc*b*b-yc*yc*a*a+a*a*b*b
    
    xc=xa3-xb3*cos(ksi(1))+yb3*sin(ksi(1))
    yc=ya3-xb3*sin(ksi(1))-yb3*cos(ksi(1))
write(10,10) (xc-a)*100,(yc-b)*100,a*200,b*200  
    a11(6)=-b*b
    a22(6)=-a*a
    a12(6)=0.
    b1(6)=-xc*b*b
    b2(6)=-yc*a*a
    c(6)=-xc*xc*b*b-yc*yc*a*a+a*a*b*b  

 close(10)   
     currentRect=1 ! number of rectungles to check
     totalrect=1 !initial number of rectngls to check
     jcover=0 ;jcovb=0! number of rectungles to cover
    R(1)%x=x0;     R(1)%y=y0;      R(1)%a=a0;      R(1)%b=b0
    do while (currentRect<=totalrect)
        diam=sqrt(R(currentRect)%a**2+R(currentRect)%b**2)
        call findMinMax(R(currentRect),xmin,ymin,gmin,xmax,ymax,gmax,1)
        check=(gmin.le.0.).and.(gmax.ge.0.)
        check3=(gmax.lt.0.)
        do i=2,m !check all restraints
            call findMinMax(R(currentRect),xmin,ymin,gmin,xmax,ymax,gmax,i)
            check=check.or.((gmin .le.0.) .and. (gmax .ge.0.))
            check3=check3.and.(gmax.lt.0.)
        enddo
        if (check3) then ! если мах удовлетворяет для всех ограничений, то и все значения
                    jcover=jcover+1
                    Cover(jcover)=R(currentRect)
                    currentRect=currentRect+1 
        else
            if (check) then! covers the boundary set
                if (diam.le.delta) then
                        jcovb=jcovb+1
                        CoverB(jcovb)=R(currentRect) ! добавляем к граничному множеству
                        currentRect=currentRect+1     
                else
                    call divideRec(R(currentRect),R1,R2)
                    ! check each piece
                    call findMinMax(R1,x1,y1,g1,x2,y2,g2,1)
                    check1=(g1<=0.).and.(g2>=0.)
                    check4=(g2<0)                    
                    do i=2,m
                       call findMinMax(R1,x1,y1,g1,x2,y2,g2,i) 
                       check1=check1.or.(g1<=0. .and. g2>=0.)
                       check4=check4.and.(g2<0) 
                    enddo
                    call findMinMax(R2,x1,y1,g1,x2,y2,g2,1)
                    check2=(g1<=0.).and.(g2>=0.)
                    check5=(g2<0)  
                    do i=2,m
                        call findMinMax(R2,x1,y1,g1,x2,y2,g2,i)
                        check2=check2.or.(g1<=0.).and.(g2>=0.)
                        check5=check5.and.(g2<0)
                    enddo
                    !условие для рассмотрения  r2
                    if (check1.and.check2) then ! включаем оба прямоугольника
                        r(currentRect)=r1 !replace the current
                        totalrect=totalrect+1
                        r(totalrect)=r2 !insert new rectangular                  
                    endif
                    if (check1.and..not.check2) then ! включаем только первый
                        r(currentRect)=r1 !replace the current
                    endif
                    if (check2.and..not.check1) then ! включаем только второй
                        r(currentRect)=r2 !replace the current
                    endif
                    if (check4) then
                        jcover=jcover+1
                        Cover(jcover)=R1
                    endif
                    if (check5) then
                        jcover=jcover+1
                        Cover(jcover)=R2
                    endif
                endif !! разделение прямоугольника
            endif  ! (CHECK)
            endif !check if inside workspace
    print *, 'total=',totalrect,  ' jcover=' ,jcover
    enddo
    
    open(7, file='cover.txt')
      do k=1,jcover
      write(7,10) Cover(k)%x*100, Cover(k)%y*100,Cover(k)%a*100,Cover(k)%b*100
      enddo
    close(7)
    open(7, file='coverB.txt')
      do k=1,jcovB
      write(7,10) CoverB(k)%x*100, CoverB(k)%y*100,CoverB(k)%a*100,CoverB(k)%b*100
      enddo
    close(7)
    
    
10 format(4(f12.4))
    end program RPR3_0
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TEXHHYECKAS CIELHOUKALIS 1
KATEHIAPHBI TUIAH PABOT

Tlo aorosopy M. 1ot 1€ g 2018 rosa.

1. PecayGauxanckoe rocyIapcTaennoe IpEApUATHE HA NPABE XO3wiicTREHIOND
meneuun «HUCTHTYT MHGOPMAUNONNLLX U BLIHCANTEALHBIX TexnoAOruiD Kowurera
‘naykn Munmcrepersa OSpazon o Pecnybamkn Kasaxcran

11 Tlo mpnopitery: 3. Hipopuaisionise, TEICKoMMYHHKIAOHHHE H KoNHSECKHE
TEXHOIONIN, WAy HECAEIOBNA B OBIACTH ECTECTIEIILX HaYX.

12 Tlo nowmproptery: 3.1 Hmremexryammie wngopwammomse Texuosorm,
TCIeKTyaTbiie CHCTENS YIDIAICHAS W WDANATHA pewleHdi (b Tow wicAe B pexuMe
peaniuoro spesiin).
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34121 POGOTOTEXINKI ¢ IDHNEHERHEM METOA0B OITHNIALIN I YIPABIERIL>
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[T p———————
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22 O6racs mpniercinna: METOIECKHE PEKOMCHIAILN 110 PesyTHTATAM HCCTEIOBNA
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23 Konewn pesyavrar:
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2.4 llaresmocriocoSHocts: patpaGoTxa naTeITon e LAApYeTCH

25 Haywmo-rexuiieckul ypobeu (WOWNIHa): JAIaH, PeMaENLIE B PINKEX WPOEKTS,
OGTATIOT BHCOKOR BHSHEIMTETMHON CATKHOCTIO I A8 HX PEULCHIS HAZHNPYETER HDRMEHITL
METOI BHCOKOIPOMSBOHTE LN BMAHCACHIA. Ha OCHOBE SA1ET3, COMANOND KOLIEKTHMOM
HellomBIEsCH NpOCKT, MAANHPYCTER PIIPAGOTRA POTPANMHOTO. KOMILIEKCA L4 s
A NOCTPOEHES W OTIWMINN PaoNcH OGTACTH, 3 TaKe OIPEAEICHAS TPACKTOPHN
AWORCHNS PAGOSErD  WHCTPYMENTS,  OPWENTHPORSNNOTO Ha COSpENemile SPATIEILNME
CHCTENH ¢ THGpIIOR apHTEXTYPO

HunoBaiim b POGOTOTEXHNHKE COCTORNHE JXOCHCTEN, B KOTOpOR OF COMIAIOTEA, H POTH
HTEAACKTYATHOH COBCTBENNOCTH B ITHX IPOUISCCAX OCTAIOTCR HEAOCTATONNO HiyWew kK. Ha
AN MONEHT TEXICCKI YPOREH TEXHOIOTH POBOTOCTPOCHNA JOCTATONHO. AMEOK
Tpebyerca paspaOTKA COOTHCTCTAYIOUIETD TPOTPINMIOTD. OGSCTESEIME. DT W ANTAETEN
FAARHOR satavci npoexa
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PASPAGOTANHLX ABTOPANM TPOEKTA, KOTOPHE MIOTWOINI PELIETE ONFAMILMONNME TIIVH
PoGoroTexn Goree pGXTHANO H ¢ rapaNTHE TOWOCTH noTyuaeNbX pemenf. Tacke
HCTIOTLSORSNEN COBDENCHIBOX METOA0N MADUVIETHHMX BHAHCACII OBCCTIETHT BHEORYIO
CKOpOCTD  moTyNewHs  pemsewAd  OCTAWIGWNMX AT, IO NOWOINT  HOWNCHT
OMSBO.IHTETBHOCTS i FPOSKTHPORINNI POGOTOTEXHHYECKH KOMILIEKEO I CHTEN.

26 HCHO6208HE Hay HO-TEXHNYESKOA IPOIYKINH OEYIHECTRTACTEN: RETOTINTEACM

2.7 Bt HCTIOTLSORIR PEIYITATA Hay ol  (ITH) HAYHO-TEXHMYECKOR JEATETMHOTI
‘TCOPETHCCIAS W IPAKTHICCKHE SHAIIA B OGIACTH HPOTPANMPORSHA, & TAKAE NATEMATHYECKOTO.
MOCINPOBRIHE POCOTOTEXHINECKHNX KOMLIEKEOS.
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This article discusses the numerical solution of optimal control prob-
lems for complex elestric power systems using iterative algorithm. Also,
the issues of solving optimal control of nonlinear system of ordinary dif
ferential equations in two different cases have been considered. The stud-
led model, in particular, describes the control processes in electric power
systems, The proposed solution methods follow the principle of the ex-
tension of extreme problems, based on sufficient optimality conditions of
V. F. Krotov. We considered the special case of optimal control problems.
Numerical experiments showed sufficient efficiency of the implemented al-
gorithms. The problem of optimal motion control of elestric power system
is graphically illustrated in proposed numerical example.
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