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Ключевые слова: НЕЛОКАЛЬНЫЕ МОДЕЛИ, ЭЛЛИПТИЧЕСКИЙ ОПЕРАТОР, ДРОБНАЯ ПРОИЗВОДНАЯ, ИДЕНТИФИКАЦИЯ, ГРАВИМЕТРИЯ, НЕЛИНЕЙНОЕ ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ, ПРЯМАЯ И ОБРАТНАЯ ЗАДАЧИ, РАЗНОСТНАЯ СХЕМА,  ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ  АЛГОРИТМ, ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ АЛГОРИТМ, УСТОЙЧИВОСТЬ
 Объектом исследования явлются нестационарные уравнения с эллиптическим оператором с дробной степенью, нелинейные интегральные уравнения гравиметрии. 
 	Цель работы – разработка численных методов решения обратных задач для многомерных неклассических уравнений с дробной призводной, численных методов и вычислительных алгоритмов решения нелинейных обратных задач гравиметрии. 
 	Методы исследования. Разработанные алгоритмы основываются на результатах предыдущих исследований и явлются новыми и предполагают разработки численных методов решения для эволюционого уравнения с дробной степенью эллиптического оператора и обратной нелинейной задачи гравиметрии о восстановления поверхности раздела сред методами численного  анализа, математического моделирования и вычислительного эксперимента. 
 	Результаты работы и их новизна заключается в разработке вычислительных алгоритмов для новых постановок обратных задач идентификации правой части для уравнения  с дробной степенью эллиптического оператора на основе перехода к псевдо-параболическому уравнению, модифицированного варианта нелинейного метода сопряженных градиентов на основе линеаризации оператора задачи.
 Рекомендации по внедрению и/или итоги внедрения результатов НИР: возможности  использование разработанных численных методов и вычислительных алгоритмов и прикладного програмного обеспечения в численных исследованиях неклассических нелокальных математических моделей в различных областях естествознания. На основе разработки комплекса математических моделей и программ следует сопоставить результаты теоретических и экспериментальных исследований, показывающих согласие теории и эксперимента. 
Область применения: неклассические нелокальные математические  модели с дробными производными, геофизика, биология, среды с памятью. 
Перспективность исследований вызвана возможностью исследования нелинейных динамических систем  с аномальной  диффузией, процессов  переноса с длинной памятью и др.
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 Зерттеу объекті – бөлшек дәрежелі эллипсті операторлы стационар емес теңдеулер, гравиметрияның сызықтық емес интегралдық теңдеулері. 
 	Жұмыстың мақсаты – бөлшек туындылы классикалық емес көпөлшемді теңдеулер үшін кері есептерді, гравиметрияның сызықтық емес кері есептерін сандық шешу үшін сандық әдістер мен есептеу алгоритмдерін құру. 
Зерттеу әдістері.  Құрылған алгоритмдер алдыңғы зерттеулерге негізделген және жаңа болып табылады және бөлек дәрежелі эллипстік операторлы эволюциондық теңдеулер мен гравиметрияның сызықтық емес бөлу бетін тіктеу кері есептері үшін сандық әдістерін сандық талдау, математикалық модельдеу және есептеу тәжірибелері әдістері арқылы құрулы көздейді.
Жұмыс нәтижелері және олардың жаңалығы бөлшек дәрежелі эллипстік операторлы  теңдеудің оң жағын идентификациялау кері есебінің жаңа қойылымдары үшін псевдо-параболалық теңдеуге өту арқылы, есеп операторын сызықтандыру негізінде сызықтық емес түйіндес градиенттер әдісінің модификацияланған нұсқасы негізінде есептеу алгоритмдерін құру болып табылады.
ҒЗЖ нәтижелерін ендіру және/немесе енгізілгенді қорытындылары: құрылған сандық әдістер мен есептеу алгоритмдерінің  және қолданбалы бағдарламалық қамтаманың жаратылыстанудың түрлі салаларындағы классикалық емес локальды емес математикалық модельдерін сандық зерттеулерде пайдалану мүмкіндігі. Математикалық модельдер мен бағдарламалар кешенін құру негізінде теория мен эксперименттің үйлесімділігін көрсететін теориялық және тәжірибелік зерттеулер нәтижелерін салыстыру.
Қолданыс саласы: классикалық емес локальды емес бөлшек туындылы математикалық модельдер,  геофизика, биология, жады бар орталар.
 Зерттеулердің перспективтігі аномальды диффузиялы сызықтық емес динамикалық жүйелерді, тасымал жады ұзын болған  және т.б. процесстерді зерттеу мүмкіндіктерінде.
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ВВЕДЕНИЕ  
Математическое моделирование многих прикладных проблем естествознания, техники и медицины приводит к численному решения обратных задач, где эти задачи возникают в форме обратных задач [1,2].  Обратные задачи большинство случаев относятся к классу некорректных (условно корректных) задач и для их приближенного решения используются различные регуляризирующие алгоритмы [3-5]. При разработке алгоритмов численного решения обратных задач основное внимание уделяется вопросам  устойчивости вычислительных алгоритмов, максимальному учету особенностей обратных задач [6,7].
Классической обратной задачей является ретроспективная обратная задача для параболического уравнения. В этом случае начальное состояние системы неизвестно, но задается состояние на конечный момент времени - финальное наблюдение. Для ее приближенного решения применяются различные регуляризирующие алгоритмы. В частности, используется метод регуляризации А.Н. Тихонова, когда минимизируется соответствующий функционал на решениях параболического уравнения. Простейший подход связан с использованием различных вариантов метода квазиобращения. К методу Тихонова тесно примыкает подход с нелокальным возмущением начального условия. Такие классические вычислительные алгоритмы отражены, например, в книге [8].
Среди обратных задач для уравнений с частными производными можно выделить коэффициентные обратные задачи, которые связываются с идентификацией коэффициентов уравнения и/или правой части при задании некоторой дополнительной информации. При рассмотрении нестационарных задач обычно выделяют как самостоятельные задачи идентификации зависимости коэффициентов от времени или от пространственных переменных. В некоторых случаях мы имеем линейные обратные задачи (задачи идентификации правой части уравнения), что существенно облегчает их исследование. Проблемы численного решения задачи идентификации правой части обсуждаются в работе [9]. В [10] вычислительный алгоритм базируется на декомпозиции приближенного решения на новом слое по времени, так что необходимо решать лишь две стандартные краевые задачи для эллиптического уравнения. Большое внимание уделяется задаче определения младшего коэффициента параболического уравнения второго порядка, в частности, в условиях, когда коэффициент зависит только от времени. Дополнительное условие чаще всего формулируется как задание решения в некоторой внутренней точке или же как некоторое интегральное среднее по всей области. Вопросы существования и однозначной разрешимости единственности решения такой обратной задачи, корректности задачи в различных функциональных классах рассмотрены, например, в книгах [11,12].  Численные методы решения задачи идентификации младшего коэффициента параболического уравнения рассматривались во многих работах. С учетом практического использования отдельно выделим работы, в которых рассмотрены проблемы численного решения рассматриваемых обратных задач для многомерных параболических уравнений [13,14].  При построении вычислительного алгоритма приближенного решения задачи идентификации младшего коэффициента параболического уравнения активно используется идея преобразования уравнения за счет введения новых неизвестных и переходе к линейной обратной задаче. Аналогичные подходы применяются для задач идентификации старших коэффициентов параболических уравнений. В работах [15], [16] для решения подобных нелинейных задач используются линеаризованные разностные схемы и декомпозиции приближенного решения на новом слое по времени.  
Одной из наиболее важных является задача определения зависимости правой части от пространственных переменных. Дополнительные условия чаще всего формулируется как задание решения на конечный момент времени - финальное переопределение. В более общем случае условие переопределения формулируется как некоторое интегральное среднее по времени - интегральное переопределение. Для искомой правой части параболического уравнения, которая не зависит от времени, обратная задача при финальном переопределении может формулироваться как краевая задача для эволюционного уравнения второго порядка. В этом случае мы можем использовать стандартные вычислительные алгоритмы приближенного решения стационарных краевых задач. Такой прямой вычислительный алгоритм на основе конечно-разностной аппроксимации описан в книге [8].  В статье [17] задача идентификации численно решается на основе перехода к эволюционной задаче для производной решения по времени, особенностью которой является нелокальное граничное условие. Такие обратные задачи для уравнений с частными производными можно формулировать как задачи управления [18]. Вычислительные алгоритмы базируются на использовании градиентных итерационных методов для соответствующего функционала невязки [19-21]. Реализация таких подходов связана с решением начально-краевых задач для исходного параболического уравнения и сопряженного ему. Более простые итерационные методы без решения сопряженных задач построены в работе [22].
В настоящее время активно обсуждаются [23-25]  нелокальные прикладные математические модели, основанные на использовании дробных производных во времени и пространстве. Многие прикладные модели физики, биологии, гидрологии и финансов связываются как с субдиффузией (дробность по времени), так и с  супердиффузией (дробность по пространству). Проблемы супердиффузии описываются как эволюционные задачи с дробной степенью эллиптического оператора.
При решении нестационарных задач с дробной степенью эллиптического оператора можно использовать конечно-разностные методы, метод конечного объема и метод конечных элементов, которые ориентированы на задачи в нерегулярных областях и использование нерегулярных расчетных сеток [26,27]. Вычислительная реализация связывается с вычислением умножения функции матрицы на вектор. С этой целью  применяются различные подходы [28], которые использовались при численном решении нестационарных задач для дробных уравнений диффузии. Проблемы использования методов подпространств Крылова при решение систем линейных уравнений связанных с дробными эллиптическими операторами обсуждаются в работе [29]. В [30] проводится сравнительный анализ, в частности, метода контурного интегрирования и расширенного метода подпространств Крылова, при приближенном решении дробных по пространству уравнений диффузии-реакции. Самый простой вариант связан с явным построением решения с использованием известных собственных значений и собственных функций эллиптического оператора с диагонализацией соответствующей матрицы [31-33].
К сожалению, эти подходы демонстрирует слишком высокую вычислительную сложность для многомерных задач. В работе [34] предложен вычислительный алгоритм решения уравнения с дробной степенью эллиптического оператора на основе перехода к псевдо-параболическому уравнению. Для вспомогательной задачи Коши применяются стандартные двухслойные схемы. Вычислительный алгоритм прост для практического использования и применим для приближенного решения широкого класса задач. Небольшое число шагов по времени требуется, чтобы найти приближенное решение. Такой  вычислительный алгоритм решения уравнений с дробной степенью оператора используется при решении нестационарной задачи [35]. Приближенное решение получается с использованием специальной безусловно устойчивой двухслойной регуляризованной разностной схемы.
В связи с интенсивным освоением недр приобретает особую важность изучение глубинного строения Земли геофизическими методами. Гравитационное  поле несет важную информацию о неоднородностях Земной коры и верхней мантии. Одной из важнейших задач геофизики является обратная задача гравиметрии о восстановлении поверхностей раздела между слоями однородной-слоистой среды. Исследованию обратных задач гравиметрии посвящены работы многих авторов [36-44]. Обратные задачи гравиметрии, как известно, описываются нелинейными интегральными уравнениями первого рода и являются некорректными задачами и при их решении необходимо использовать методы регуляризации некорректных  обратных задач. В работах А. Б. Бакушинского, А. В. Гончарского [45],  В. В. Васина [46],  B. Kaltenbacher и др. [47] были предложены и исследованы методы итеративной регуляризации на основе процессов градиентного и ньютоновского типов и их модифицированных аналогов. Особую важность имеет значения разработки вычислительных алгоритмов решения  нерегулярных операторных уравнений в гильбертовом и банаховом пространствах. Потребность к исследованию таких уравнений в бесконечномерных пространствах возник  в связи с бурным развитием теории и практики  обратных задач  математической физики и определяется тем обстоятельством, что подобные задачи, в том числе нелинейные обратные задачи гравиметрии, в большинстве случаев  моделируется нерегулярными операторными уравнениями. В работе [48]  метод Ландвебера был применен для решения нелинейных нерегулярных уравнений, доказаны теоремы о сходимости метода. Сходимость методов наискорейшего спуска и минимальной ошибки для решения нелинейных некорректных  задач рассмотрены в  [49]. Модификация метода Левенберга-Марквардта, приспособленная для решения некорректных задач предложена в работе M. Hanke [50]. В работах М. Ю. Кокурина [51, 52], А.Б.Бакушинского и др. [53]  обоснована общая схема построения итерационных процессов решения нелинейных нерегулярных уравнений. Модифицированные методы типа Левенберга-Марквардта, Гаусса-Ньютона, метода наискорейшего спуска и метода минимальной ошибки не требующие трудоемкой процедуры вычисления матрицы производных на каждой итерации исследованы в работах  [54, 55, 56, 57, 58, 59]. Несмотря на высокую скорость сходимости, эти  методы не обеспечивают эффективности их использования при решении практических задач. Например, методы типа Левенберга-Марквардта и Гаусса-Ньютона требуют хранения матриц большой размерности, а также выполнения трудоемких операций матричного умножения.
В задачах гравиметрии для обеспечения необходимой детальности восстановления поверхностей раздела требуются большие сетки, что порождает значительные затраты времени, которые могут быть снижены за счет применения технологий параллельных вычислений. Возможность ускорения расчетов в десятки раз дают возможность повышения точности описания моделируемых сред. Вопросам распараллеливания алгоритмов посвящены работы [60-64] и др.







1 НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ЭВОЛЮЦИОННОГО УРАВНЕНИЯ
   С ДРОБНОЙ СТЕПЕНЬЮ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА




В настоящее время активно обсуждаются (см., например, [1]–[3]) нелокальные прикладные математические модели, основанные на использовании дробных производных по времени и пространству. Многие прикладные модели физики, биологии, гидрологии и финансов связываются как с субдиффузией (дробность по времени), так и с супердиффузией (дробность по пространству). Проблемы су- пердиффузии описываются как эволюционные задачи с дробной степенью эллиптического оператора. Приведем пример в виде задачи Коши для уравнения с дробной степенью эллиптического оператора. Предположим , что в ограниченной области  на множестве функций   определен оператор  . Тогда задача Коши примет следующий вид: 




при заданныx ,  при использовании обозначений .



Как отмечено во введении, при решении решении нестационарных задач с дробной степенью эллиптического оператора используются метод конечных разностей, различные варианты метода конечных элементов и его модификации, такие как метод конечного объема, адаптивный метод конечных элементов,  которые ориентированы в основном на задачи в нерегулярных областях и использовании нерегулярных расчетных сеток. Основной недостаток этих методов – это слишком высокая вычислительная сложность для многомерных задач, что обусловлено с вычислением умножения функции матрицы на вектор: .  Напимер, при использовании чисто неявной схемы получается   где – шаг по времени. Для вычисления    применяются различные подходы [65], которые использовались  при численном решении нестационарных  задач  для дробных уравнений  диффузии.
В [34] предложен численный алгоритм решения уравнения с дробной  степенью эллиптического оператора основанный на переходе  к псевдо-параболическому уравнению.  Достоинство  алгоритма в применении стандартных двухслойных  схем для решения вспомогательной задачи Коши, простота использования алгоритма и возможности  его применения  для приближенного решения широкого класса математических моделей, в которых имеются операторы  с дробной степенью. Такой подход был применен в работе [35] при численном решении нестационарной задачи для дробной по пространству уравнения диффузии, с использованием безусловно устойчивой двухслойной регуляризованной разностной схемы. 
Отметим также общий подход для приближенного решения уравнения с дробной степенью оператора, который базируется на использовании той или иной аппроксимации дробной степени оператора. Можно ориентироваться на представление степени эллиптического оператора в виде интеграла по контуру (пред- ставление Данфорда–Коши) и применение соответствующих квадратурных формул с узлами интегрирования на комплексной плоскости. Приближенный оператор представляется в виде суммы резольвент (см. [66], [67]), при этом обеспечивается экспоненциальная сходимость квадратурных аппроксимаций. В [68] обсуждается более перспективный вариант с использованием квадратурных формул с узлами на действительной оси, которые построены на основе соответствующего интегрального представления для степени оператора (см. [69]). В этом случае для обратного оператора задачи мы имеем аддитивное представление, каждое операторное слагаемое в котором есть обычный обратный эллиптический оператор.
Приведем постановку, численные методы и вычислительные алгоритмы решения нестационарной задачи (прямая задача) для эволюционного уравнения  с дробной степенью эллиптического оператора, которые необходимы при решении обратной задачи. 

1.1 Постановка задачи


В ограниченной области  с липшиц-непрерывной границей рассматривается нестационарная  краевая задача с дробной степенью эллиптического оператора. Определим эллиптический оператор

                                                                                                       (1) 




с коэффициентами  Оператор  определен на множестве функций  удовлетворяющих на границе области  условиям

                                                                                                  (2)

где. 

В гильбертовом пространстве  определим скалярное произведение и норму определим обычным образом:


Для спектральной задачи (см. [70] )  с  (1),  (2):



,
имеем





Собственные функции образуют базис в и поэтому



Пусть область определения оператора  имеет вид


В этих условиях оператор  является самосопряженным и положительно определенным:

                                                                                                             (3)






где  – единичный оператор в . Для   мы имеем   В приложениях   обычно неизвестна ( для этого необходимо решить спектральную задачу). Поэтому  предположим, что известная постоянная   в (3). Для дробной степени оператора  положим   



где .
Мы рассматриваем задачу Коши для эволюционного уравнения первого порядка с дробной степенью оператора . Решение u(x, t) удовлетворяет уравнению

                                                                                                            (4)
и начальному условию

                                                                                                                                (5)


1.2 Аппроксимация по пространству и устойчивость
При численном решении задачи (4), (5)   можно использовать различные методы аппроксимации  по пространству.  Как отмечено во введении,  предпочтительным является конечно-элементная технология аппроксимации (см. [71],  [72]). Для (1) и (2) определим билинейную форму


Принимая во внимание (3), имеем 




Определим  подпространство   конечных  элементов  , где  – 







пространство Соболева, состоящее из функций  таких, что  и имеют конечный интеграл в . Пусть  узлы триангуляции области . Определим кусочно-линейные функции   таких, что                   

                                                    

Для  имеем

 ,

где  Определим дискретный эллиптический оператор A соотношением


причем аналогично (3) имеем 

                                                                                                                   (6)   


Задаче (4), (5) сопоставляется операторное уравнение для :

                                                                                                     (7)
дополненное начальным условием

                                                                                                                               (8)




где  и через  обозначена проекция на  


Априорная оценка для решения задачи  (7), (8) получается стандартным образом с домножением уравнение (7) на , интегрированием  его по области   с учетом самосопряженности и положительной определенности  оператора   и имеет вид: 

                                                        ,                                      (9)

где  
	
1.3 Явные и неявные двухслойные разностные схемы
Рассмотрим кратко основные возможности использования явных и неявных двухслойных схем для численного решения задачи  (7), (8).  Явная двухслойная схема для рассматриваемой задачи имеет вид

                                                                       (10)

                                                                                                                         (11)
Основной недостаток явных схем (условная устойчивость) сохраняется и при решении задач с дробной степенью оператора. Приближенное решение на новом слое по времени вычисляется  следующим соотношением 

                                                                                                                (12)

Тем самым, необходимо вычислить   
	При аппроксимации  уравнения (7) неявной схемой получаем

                                                                                (13)
Основное преимущество неявной схемы (13) перед явной схемой (10) связано с абсолютной устойчивостью. Для получения решения на новом временном слое необходимо  решить задачу




В нашем случае мы должны вычислить величину   для  Еще более сложная ситуация возникает при использовании схемы Кранка-Никольсона:


В этом случае мы имеем задачу

.


На новом временном слое  по времени, т.е. мы должны вычислить  как для , так и для  .
Оценка устойчивости в дискретном случае получается аналогично непрерывнму случаю, и в нашем случае имеет вид

.

1.4  Стационарная задача
	Отметим основные моменты аппроксимации дробной степени эллиптического оператора при приближенном решении стац
ионарной задачи

                                                               .                                                                (14)



Оператор  аппроксимируется некоторым оператором  , где параметр аппроксимации и поэтому приближенное решение задачи   имеет вид

                                                                                                                             (15)
Основное требование к выбору аппроксимации связано с возможностью вычисления правой части (15). 

	Для самосопряженного и положительно определенного оператора   имеет место следующее интегральное представление (см. [73, п. 11.8 ]):

                                                                                    (16)


При аппроксимации       оператора  используются различные квадратурные формулы  для правой части (16). Мы будем использовать экспоненциально сходящуюся квадратурную формулу  из [68]. Для этого в правой части (16) введем новую переменную , причем  Тогда имеем

                                                                     (17)       


Применяя к правой части (15) квадратурной формулы прямоугольников с узлами  при  , получим    

                                                            ,                                                                    (18)
где 

                                                                                (19)

С учетом этого  представление для оператора , получаем

                                                                                                 (20)
Для отдельных операторных слагаемых имеем


С учетом этого из (13) следует, что

 .


Таким образом, приближенное решение определяется  как решение  стандартных задач с операторами  

	1.5 Нестационарная задача
	В этом пункте отметим возможности использования аппроксимации (18)-(20) при численном решении нестационарной задачи (7), (8). Задаче (7), (8) сопоставим задачу Коши

                                                                                                      (21)

                                                                                                                               (22)
Учитывая (18), аналогично (9)  устанавливается оценка

                                                                                    (23)
При использовании чисто неявной схемы



 
для приближенного решения    имеем оценку

                                                                                       (24)
Заметим, что оценка (24) согласована с оценкой (23). Для нахождения решения на новом слое по времени имеем уравнение


которое, к сожелению, принципально сложнее для численного решения, чем для случая стационарной задачи.

Одним из путей преодоления  этой трудности заключается в учете специфики  рассматриваемой задачи. Она связана с аддитивным представлением   (20)  оператора  .  На основе аддитивного представления оператора задачи удается построить схемы расщепления (см. [74], [75]).  
Учитывая (20), перепишем уравнение (21) в следующем виде:

                                                                               (25)

где  .
Cхема расщепления  для задачи Коши (22), (24), для которой переход на новый слой по времени основан на решении уравнений


В этом случае приближенное решение на новом слое по времени определяется  из уравнения



Из этого уравнения следует, что вычислительная реализация алгоритма соответствует численному решению дискретных эллиптических задач  с операторами  

Аддитивные схемы для задач с расщеплением оператора при производной по времени в настоящее время  строятся (см. [74 ]) на основе перехода от скалярной задачи (22),   (25) к векторной. Определим вектор  Каждая отдельная компонета вектора определяется как решение следующих однотипных задач

                                                                                 (26)              

                                           c                                    (27)
Аналогично скалярному случаю, можно получить поокординатную устойчивость решения, а также устойчивость векторной эволюционной задачи. 
Уравнения (26)  запишем в следующем виде 



где . Тогда систему уравнений (26)   можно записать в векторной форме:

                                                                .                                                       (28)
Здесь операторные матрицы С и D имеют следующий вид

                                                (29)                                                     (29)



где  символ Кронекера. Уравнение (28) дополняется начальным условием

                                                  .                                           (30)
Отметим, что основное преимущество использования записи (28) связано  с тем, что 


	В настоящее время удобные с точки зрения вычислительной реализации разностные схемы для векторной задачи (28), (30) строятся  на основе расщепления оператора  С. В работе [75] на новый слой по времени выносится  диагональная часть оператора С.  А подход, который базируется на треугольном расщеплении оператора С исследовано в  [76]. Условия безусловной устойчивости и достаточные условия двухслойной и трехслойной векторных схем с использованием аддитивного представления обратного оператора получены в работе  [77].


























2 ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ИДЕНТИФИКАЦИИ ПРАВОЙ ЧАСТИ УРАВНЕНИЯ 
   С ДРОБНОЙ СТЕПЕНЬЮ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА

Важный класс обратных задач для дифференциальных уравнений с частными производными связан с восстановлением неизвестной правой части уравнения. Дополнительная информация о решении дается во всей области или в некоторой ее части, в частности, на границе. Если решение известно во всей области с некоторой ошибкой, то проблема восстановления правой части фактически состоит в вычислении дифференциального оператора для заданной функции. Задача вычисления значений неограниченного оператора, как известна, принадлежат к классу некорректных задач и  для их приближенного решения разработаны различные регуляризирующие численные  алгоритмы  [2-7]. 
Как отметили во введении, многие новые нелокальные математические модели связаны с дробными степенями эллиптических операторов. В настоящее время идет интенсивные исследования по разработке численных методов и вычислительных алгоритмов решения таких неклассических задач математической физики. Подробный обзор состояния в этой области приведен в статье [78] . 

2.1 Постановка задачи








Пусть ограниченная область   c кусочно-гладкой  границей  скалярное произведение и норма  соответственно в пространстве  Для функций  определим билинейную форму  cледующим образом:











Коэффициенты  и  непрерывные функции в  и     По определению билинейной формуы имеем  с некоторой постоянной  


Для билинейной формы  поставим в соответствие эллиптичесий оператор   такой, что 


                                                                                (31)



Оператор  определяется на множестве функций , удовлетворяющих на границе  следующему условию:


                                                                                                 (32) 
Для спектральной задачи 




   





имеем  и собственные функции  ортонормированы   и образуют базис в . Поэтому 



Область определения оператора  определим следующим образом:



В этом случае оператор  будет самосопряженным и положительно определенным оператором:

                                                                                                                        (33)                       






где  единичный оператор в  Для  мы имеем  В приложениях значение  неизвестно (для этого необходиом решить спектральную задачу). Поэтому предположим, что  в  (33).  Когда мы используем спектральное определение дробной степени оператора, имеем


 
Более общее и математически полное определение дробных степеней эллиптических операторов приведено в [79]. 

Прямая задача состоит в определении функции  из уравнения


                                                                                                     (34)                                   


по заданному правой части   


	Обратная задача заключается в определении правой части  из уравнения    (34)  по известному решению прямой задачи. 
Решение обратной задачи идентификации правой части уравнения (34)                                   может быть найдено путем решения корректной задачи (прямая задача) для уравнения с дробной степенью эллиптического оператора и некорректной задачи идентификации  правой части эллиптического уравнения. 

Из уравнения  (34)  получаем   Предположим, что

                                                                                                                     (35)


Для  с  имеем 


                                                                                                      (36)


Таким образом,  для решения обратной задачи мы должны  сначала решить прямую задачу (36) для  с привлечением некоторых подходов решения задач с дробной степенью эллиптического оператора. После этого мы сможем определить  из уравнения (35) (некорректная задача численного дифференцирования).
Вычислительный алгоритм решения рассматриваемой нами обратной задачи базируется на сведении задачи к задаче с обратным временем для псевдо-параболического уравнения. Эта ретроспективная задача решается итеративно с последовательным уточнением начального условия. Ранее такой подход был использован в работе [80] при исследовании ретроспективной обратной задачи для параболического уравнения.  При дискретизации задачи по пространству мы используем стандартную конечно-элементную аппроксимацию. При этом получаем полностью неявную по времени разностную схему.

2.2  Ретроспективная задача 

Пусть функция определена следующим образом


 




Принимая во внимание (33), имеем  По этой конструкции  и сравнивая его с решением уравнение  (34) можно заметить, что если взять , то тогда  т.е. это решение прямой задачи для уравнения (34).

Также несложно проверить, что функция удовлетворяет следующую задачу Коши для псевдо-параболического уравнения 


                                                       (37)

                                                                                                                 (38)



Поэтому, решение уравнения (34) cовпадает с решением задачи Коши (37), (38) в псевдо моменты времени:  Таким образом, при решении прямой задачи для уравнения (34) при известной правой части  мы определяем  и следовательно,  имеем корректную задачу Коши (37), (38). 

Возникает совсем другая ситуация, когда мы рассматриваем обратную задачу для уравнения (34),  где правая часть определяется при заданном  В этом случае мы ищем решение уравнения (37)  с данными

                                                                                                                      (39)      

Для правой части уравнения (34)  имеем    Таким образом, мы приходим к ретроспективной обратной задаче (задача с обратным временем) для псевдо-параболического уравнения (37) .

2.3  Численный алгоритм решение ретроспективной обратной задачи
Для численного решения ретроспективной обратной задачи используются различные подходы [8]. Их можно разделить на два основных класса. Первый класс (различные варианты метода квазиобращения) использует регуляризационные алгоритмы, основанные на возмущении уравнения (37). Второй класс (метод регуляризации Тихонова, нелокальные граничные условия) связан с возмущением граничного условия (39). В наших исследованиях мы применяем итерационный метод уточнения начального условия для уравнения (37), которое, как сказано выше, было применено к ретроспективной обратной задаче  для параболического уравнения в работе [80].





Для численного решения начально-краевой задачи (37), (39) дискретизацию по пространственным переменным будем проводить с использованием метода конечных элементов [72]. Подпространство конечных элементов и дискретный эллиптический оператор определим  следующим образом:   Оператор действует на конечномерном пространстве  и 

                                                                                                                       (40)



где   единичный оператор в  и 
После дискретизации по пространственным переменным мы приходим к уравнению

                                                                          (41)

для   Из (39) имеем

                                                                                                                               (42)



здесь ,  означает проекцию на 


Для численного решения задачи (41), (42) мы используем неявную двухслойную схему ( cм. [81]) . Пусть шаг по временной переменной такой, что   Аппроксимируем уравнение (41) следующей полностью неявной двухслойной разностной схемой


                                                          (43)

где    В соответствии с (42),  положим  

                                                                                                                                  (44)


Мы должны найти такое , который обеспечивает приближенное решение  обратной задачи  (34). 
Для решения обратной задачи (43), (44) применяется простейший итерационный процесс, основанный на последовательном уточнении начального условия, где на каждой итерации мы решаем прямую задачу. Прямая задача соответствует заданию начального условия  

                                                                                                                         (45)


Начальное условие уточняется итеративно, чтобы удовлетворить условию (44)  в финальный момент времени   Из  (43), (45) по заданной  в конечный момент времени  получаем

                                                                                                                           (46)



где   - оператор перехода от временного слоя  к следующему слою 


                                                          (47)
С учетом (44)- (46), для приближенного решения обратной задачи (43), (44) представляется естественным поставить в соответствие решение следующего операторного уравнения:

                                                                                                                   (48)

Ввиду самосопряженности оператора  А ,  операторы перехода  и оператор В  из (48) также будет самосопряженными операторами. Однозначная разрешимость уравнения (48) выполняется из-за положительности оператора D. В нашем случае для оператора В, определяемого согласно (48), имеем 

                                                                                                                     (49)      
Для решения уравнений (48), (49) можно использовать явный двухслойный итерационный метод в виде

                                                                                    (50) 




здесь   итерационный параметр, начальное приближение. Решение эволюционной задачи, соответствующее начальному условию  обозначим как 
Построенный итерационный метод соответствует следующей организации вычислений для решения ретроспективной обратной задачи (43) , (44).

Во первых, по заданной ,  решаем прямую задачу



  


для оценки   Получив  решение прямой задачи в конечный момент времени,  уточняем начальное условие  в соответствии с (44), следующим образом: 







Как следует из общей теории итерационных методов, скорость сходимости метода (50) при решении уравнения (48) определяется константами энергетической эквивалентности    В силу (50), мы можем положить  Положительная постоянная  зависит от сетки и имеет значение в окрестности нуля. Для стационарного итерационного метода  в (50) ) условия сходимости для нашего случая имеет вид  Для оптимального постоянного значения итерационного параметра мы имеем  Для ускорения сходимости, в вычислительной практике используются итерационные методы вариационного типа. При использовании итерационного метода минимальных невязок для итерационных параметров имеем


                                                                                       (51)
В этом случае на каждой итерации решаются две прямые задачи.

2.4  Результаты расчетов







Разработанный вычислительный алгоритм идентификации правой части эволюционного уравнения с дробной степенью эллиптического оператора второго порядка  был проверен в рамках квазиреального численного эксперимента. Задача  рассматривается  в единичном квадрате:  c   и  Сначала, для заданной правой части решается прямая задача (34). Численное решение  затем используется при решении обратной задачи. Приводим характерные численные  результаты.  Задача решалась на равномерной по каждому направлению сетке с разбиением  на 50 интервалов  при использовании конечных элементов  на треугольниках. Параметр  мы получаем численно из решения спектральной задачи.  Правая часть и решение прямой задачи показаны на рисунке 1.
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Рис. 1.  Прямая задача: правая часть (слева) и решение  (справа)



При решении обратной задачи использовался итерационный метод с выбором шага  согласно (51). Погрешность в определении правой части есть  , при задании начального приближения   Погрешность на первых четырех итерациях показаны на рисунках 2 и 3 . Наблюдается быстрая сходимость используемого итерационного метода. Аналогично расматриваются задачи с зашумленными данными, когда  итерации прерываются при достижении приемлемого уровня погрешности. 
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Рис. 2.  Обратная задача: ошибки  (слева) и  (справа)

[image: C:\Users\ааааааа\Desktop\Отчет_Грант_2018\invKaz Вабищевич\5.png][image: C:\Users\ааааааа\Desktop\Отчет_Грант_2018\invKaz Вабищевич\6.png]


Рис. 3.  Обратная задача: ошибки  (слева) и  (справа)








3 НЕЛИНЕЙНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ГРАВИМЕТРИИ  О 
ВОССТАНОВЛЕНИИ ПОВЕРХНОСТИ  РАЗДЕЛА СРЕД

3.1. Двумерная задача продолжения гравитационных полей
В геофизических исследованиях важное значение имеют методы грави- и магнитометрии, а также электроразведки. Эти методы основаны на изучении гравитационного поля на поверхности Земли и вблизи нее. Оно связано с аномалией силы тяжести, обусловленное неоднородными по плотности массами. На основе решения задачи продолжения в сторону возмущающих масс идентифицируются в той или иной степени положение аномалий гравитационных и электромагнитных полей. Математическая модель задачи сводится к решению интегрального уравнения первого рода, решение которого неустойчиво. Для его численного решения применяются различные методы регуляризации некорректно поставленных задач [3,4]. 
Численные методы решения обратной задачи грави- и магнитометрии, основанные на понятии регуляризациии некорректных задач, которое ввел А.Н.Тихонов, разрабатывались В.И.Страховым [41], Б.В. Гласко [38]  и др. В работе [8] рассмотрен итерационный метод решения двумерной задачи продолжения с выбором итерационного параметра методом простой итерации и методом скорейшего спуска. Как указано в этой работе, в задачах с очень малыми погрешностями в правых частях целесообразно  использовать метод сопряженных градиентов, когда скорость сходимости этих методов бывает недостаточно. 
В этом пункте мы рассмотрим применение итерационного метода сопряженных градиентов для численного решения двумерной задачи продолжения гравитационных полей. 
 Постановка задачи и метод решения






Пусть  гравитационный потенциал аномалии, расположенный в толще Земли. Обозначим через  горизонтальную координату, а  ось  направим вертикально вверх, причем на земной поверхности . Рассмотрим задачу продолжения гравитационного потенциала при вплоть до аномалий, глубина залеганий которых есть  (см. рис.4 ). 
[image: ]
Рис. 4. Иллюстрация к задаче продолжения

В области вне аномалии потенциал  удовлетворяет уравнению Лапласа

                                                                                              (52)
На земной поверхности по данным натурных измерений ставится условия (наблюдается вертикальная первая призводная потенциала)

                                                                                                         (53)
Из физических соображений, еще одно краевое условие имеет вид

                                                                                                                (54)


При этом на функцию  накладываются естественные ограничения на поведения при , обеспечивающие ограниченность решения.


Задача (52)-(54), рассматриваемая при  есть обычная краевая задача (задача Неймана) для уравнения Лапласа. Мы будем рассматривать задачу продолжения решения этой корректной задачи в прилегающую область, в которой  



Задача продолжения (52)-(54) не совсем удобно для исследования при  Из за неудобства граничного условия (53) при  переформулируем для  

                                                                                               (55)

                                                                                                             (56)   

                                                                                                                 (57)
В случае (55)-(57)  имеем  задачу Дирихле для  уравнения Лапласа.


Для приближенного решения задачи продолжения (55)-(57) используются различные численные алгоримтмы. Как в [8], мы будем применять метод интегральных уравнений. Гравитационный потенциал от аномалий будем приближать потенциалом простого слоя с носителем, расположенным на отрезке  и глубине  Тогда, с точностью до множителя, имеем

                                                     (58)
Для условия (53) получим

                                                          (59)

Тогда, с учетом (56) и (59) получим интгеральное уравнение первого рода для определения неизвестной плотности  

                                          ,                                                  (60)


где ядро  является симметричным ядром и имеет вид .
Запишем уравнение (60) в виде операторного уравнения первого рода

                                                            ,                                                                    (61)
здесь  

.


Хорошо известно, что интегральный оператор   где , является самосопряженным и ограниченным оператором, но не является положительно определенным операторам, вследствие чего прямое применение итерационного метода неправомерно.  Поэтому необходимо предварительная симметризация уравнения (61):

                                                    ,                                                            (62)


затем используется итерационный метод. Здесь сопряженный оператор к оператору . 

Численный алгоритм решения задачи



Для численного решения интегрального уравнения (61) будем использовать равномерную сетку . Приближенное  решение  обозначим  через  Применяя квадратурную формулу прямоугольников интеральному оператору  поставим в соответствие следующий сеточный оператор

                                       .                                                  (63)
Тогда сеточным аналогом уравнения (62) является

                                                                                       (64)
Для численного решения (64) будем применять метод сопряженных градиентов.  Приведем алгоритм метода сопряженных градиентов применительно к уравнению (64). 
На «нулевой» итерации выполняются подготовительные действия:
1. 
Полагаем .
2. 


По заданному начальному приближению   (обычно) вычисляем невязку .
3. 

В качестве направления движения выбирается  . На первой и следующих итерациях () выполняются следующие  действия:
4. 
Вычисляем номер текущей итерации  
5. Вычисляем коэффициент



. ( скалярное произведение в )
6. Находим новое приближение решения

.
7. Вычисляем новую невязку


8. Проверяем условие окончания итерационного процесса, например,



.   ( норма,  точность решения)
Если условие выполняется, то алгоритм завершается.
9. Вычисляем коэффициент


10.  Определяем новое направление движения


11.  Переходим на шаг 4.
12.  Конец алгоритма.

Результаты вычислительных расчетов


В проведенных расчетах использована модельная задача с двумя аномалиями  кругового сечения с  центрами .  Точное решение задачи (55)-(57) при этих данных имеет вид

 .

Примем  т.е. можно считать, что более глубокая аномалия имеет в четыре раза большую мощность. 



Приведем результаты вычислительных расчетов решения задачи продолжения в случае, когда . В вычислительных расчетах предусмотрено использование различных сеток. Нами приведены результаты для случая . Наиболее важной представляется зависимость точности восстановления гравитационного аномального поля в зависимости от погрешности во входных данных . Погрешности во входных данных  моделировались тем, что точное решение в узлах сетки возмущались по закону:




где нормально распределенная от 0 до 1 случайная величина. Параметр  определяет уровень погрешности в задании правой части уравнения (10), причем

. 

На рисунке 5  показано график точного решение задачи и графики точного решения на различных глубинах .  
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Рис. 5. График точного решения (слева) и графики  решения на различных глубинах (справа)






  На рисунке  6  представлены    данные,  полученные при  решении  задачи  методом сопряженных градиентов с погрешностьями  и   во входных данных (поля на земной поверхности ). Приведены точные и найденные поля на глубине . На рисунке 7 представлены   аналогичные данные,  полученные при  решении  задачи  методом простой итераций (с  и ). 
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Рис. 6. Решение задачи продолжения   методом сопряженных


градиентов  при(слева) и при (справа)
        [image: ]        [image: ]
 Рис. 7.  Решение задачи продолжения   методом простой итерации


при(слева) и при (справа)

Прри численном исследовании итерационных алгоритмов важным представляется получение зависимости относительной нормы невязки от номера итерации. На рисунке 8 приведены графики зависимости относительной нормы невязки от номера итерации для метода сопряженных градиентов и метода простой итераций ( для ). 
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Рис.  8. Зависимость относительной нормы невязки от номера итерации
для метода сопряженных градиентов и метода простой итерации
Как видно их графика,  сходимость метода сопряженных градиентов в 4-5 раза быстрее метода простой итерации. Этим обосновывается необходимость применения метода сопряженных градиентов, когда погрешности измерений правых частей уравнений  очень малы. 







3.2 Численное решение обратной задачи о восстановлении границы раздела 
модифицированным методом сопряженных градиентов 

Постановка задачи






Рассматривается обратная задача гравиметрии о восстановлении поверхности раздела между средами по  известному скачу плотностей и гравитационному полю, измеренному на некоторой площади земной поверхности.  Предположим, что нижнее полупространство состоит их двух слоев с постояннными  плотностями   и , разделенных искомой поверхностью  и гравитационная аномалия создана отклонением искомой поверхности  от горизонтальной плоскости Функция  опысывающая искомую поверхность раздела  удовлетворяет нелинейному двумерному интегральному уравнению Фредгольма  первого рода







Здесь  гравитационная постоянная,   скачок плотности на границе раздела сред,  - аномальное гравитационное поле,     - асимтотическая плоскость границы раздела, т.е 

Численный алгорим решения обратной задачи о восстановлении границы раздела
Запишем рассматриваемое интегральное уравнение в операторной форме

                                                                                                                                                                    (65)
Предварительная обработка гравитационных данных, связаная с выделением аномального поля из общих гравитационных данных, проводится по методике, предложенной в работе [42]. 

Обратная задача гравиметрии является существенно некорректной задачей, и поэтому при ее решении используются методы итеративной регуляризации. Проведя дискретизацию уравнения  на сетке  и аппроксимации интегрального оператора по квадратурным формулам  получим систему нелинейных уравнений

                                                                                                                                         (66)



где  и  - векторы размерности . 
Для численного решения уравнения (66) применяются различные итерационные методы нелинейной оптимизации разного порядков, такие как: метод прямого поиска (метод Хука-Дживса), метод параллельных касательных (метод Пауэлла), метод наискорейшего спуска, метод сопряженных градиентов, метод Ньютона и др. Наибольшее применение на практике приобрел метод сопряженных градиентов, скорость сходимости которого на порядок выше в случае решение задач с  данными с очень малыми погрешностями.   Численный алорим решения рассматриваемой нами обратной задачи основан на модификации метода сопряженных гардиентов. Модификация этого алгоритма состоит в следующем. Из теории итерационных методов нелинейной оптимизации известно, что если оператор   А дифференцируем по Фреше и решение уравнения (65) существует, то задача эквивалента к следующей задаче мнимизации невязки


Для градиента квадратичной невязки получим




где  матрица производных, операция транспонирования.  Стандартный итерационый процесс имеет вид

,



здесь  шаг, направление спуска,  .  Направления определяют по формулам 

,


где  начальное приближение к решению. Для параметра  будем использовать следущую формулу [  ]:

,

здесь  . 

В методах оптимизации шаг  обычно определяется из условия

                                          .                                               (67)   

Как видно из этой формулы, на каждой итерации необходимо решить одномерную задачу минимизации. Для преодоления этой трудоемкомкой вычислительной процедуры  воспользуемся способом линеаризации нелинейного оператора. В этом случае удается явно найти экстремал невязки. Линеаризуя оператор А по формуле разложнения  и подставляя его (67) и из необходимого условия минимуа (равенство нулю производной) несложно получить явную формулу для шага

.
Тогда модифицированный итерационный метод сопряженных градиентов примет вид

                      (68)   









где риближенное решение на ой итерации,  матрица Якоби оператора  ,  множитель, параметр регуляризации. Условием остановки итерационного процесса является  выполнение следующего условия     при малом положительном   Множитель называемый управляющим параметром предложен в работе [56] для расширение области сходимости итерационного процесса.

Численные расчеты
Рассмотрена модельная задача гравиметрии о восстановления одной поверхности раздела между двумя слоями для области 40x45 km2 . На рисунке 9 показано модельное гравитационное поле. 
[image: icnaam_field]
Рис. 9.  Модельное гравитационное поле







[bookmark: OLE_LINK1]Это поле было получено путем решения прямой задачи с использованием исходной поверхности График поверхности приведен на рисунке 10 (слева).  В поле был внесен шум с погрешностью 10% и нулевым средним значением.  Контраст (разница) плотности  асимптотическая плоскость  km,  размеры сетки  Для правила останова  было выбрано . На рисунке 10 (справа) показана восстановленная поверхность. Результат относительной ошибки составил где . 


[image: icnaam_surfaces]Рис. 10. Исходная поверхность (a)  и восстановленная поверхность  (b)

3.3 Решения обратной задачи гравиметри регуляризованным градиентным методом

Рассмотрим задачу численного решения уравнения (65) с применением изложенного в предудущем пункте модифицированным линеаризованным методом сопряженных градиентов. Оптимизация  вычислительного алгоритма основана на идее работы [54], и состоит в блочно-ленточном представлении матрицы Якобы что   значительно снижает требования к памяти и время вычислений. 



[bookmark: OLE_LINK10][bookmark: OLE_LINK11][bookmark: OLE_LINK12]Так как элементы матрицы  Якоби зависят от и становятся все меньше с увеличением расстояния от главной диагонали, то мы можем отбросить элементы с малыми значениями и аппроксимировать матрицу  с матрицей ленточной структуры




[bookmark: OLE_LINK13][bookmark: OLE_LINK14]здесь  параметр ширины полосы. Структура матрицы  приведена на рисунке 11.




Таким образом, чем дальше элемент матрицы от главной диагонали блока, тем меньше его значение. Для каждого блока мы получаем параметр ширины полосы  c помощью процедуры регулирования. Сначала найдем максимальный элемент   блока. Чтобы найти этот максимальный элемент, нужно просмотреть на главную диагональ блока. Затем устанавливаем параметр  таким образом, чтобы результирующие элементы блочной матрицы были больше некоторого порогового значения, т.е  для порогового параметра.  
[image: ]
Рис.11.  Схема структуры матрицы
Алгоритм метода имеет следующий вид
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здесь  приближенное решение на й итерации, управляющий параметр,  весовой множитель.
Численные расчеты







Были проведены численные расчеты с использованием модельных данных на большой площади 600x600 km  с  512 × 512 узлами сетки,  асимптотической плоскостью km, плотностью  и с пороговым параметром ,  который дает параметр ширины полосы . Параметр сглаживания было взято , критерии останова . Относительная ошибка восстановления  составила менее 1%. Для достижения точности понадобилось 90 итераций.  Исходная и восстановленная поверхности раздела показаны на рисунке 12.
[image: ]

Рис. 12.  Исходная поверхность S (слева) и восстановленная поверхность  (слева)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Математическое моделирование многих прикладных проблем науки и техники приводят к численному решения обратных задач. Обратные задачи часто относятся к классу некорректных задач и является бурно развивающимся направлением вычислительой математики. Это обьясняется  прежде всего постоянно расширяющимся кругом приложений в самых различных областях науки и техники, разработкой новых численных методов и вычислительных алгоритмов, в том числе параллельных алгоритмов, а также значительно возросшими возможностями вычислительной техники. По сути, в обратных задач по следствию требуется определить причину явления или процесса. Особого внимания заслуживают обратные задачи для уравнений с частными производными, так многие прикладные процессы описываются именно  этими уравнения. При теоретическом исследовании рассматриваются принципиальные вопросы единственности решения, устойчивости и сходимости. Многие обратные задачи формулируются как неклассические задачи для уравнений с частными производными. При построении вычислительных алгоритмов их приближенного решения основное внимание уделяется разработке устойчивых вычислительных алгоритмов, максимальному учету особенностей обратных задач.
В последние 15-20 лет в вычислительной математике зародилось новое направление и в настоящее время идет строгое математическое обоснование, разработка вычислительных алгоритмов для новых перспективных нелокальных математических моделей, которые связаны с уравнениями с дробными степенями, которые описывают многие процессы аномальной природы в нелинейных динамических системах (аномальная диффузия, процессы переноса с длинной памятью и др.). Это область исследований в настоящее время на стадии развития и становления. 
В связи с возросшими огромными возможностями вычислительных систем, программного обеспечения и развитием самой теории и численных методов решения  решения прямых и обратных задач (некорректных задач) стало возможным более точно описывать моделируемые обьекты. Это относится к  обратным нелинейным задачам гравиметрии. В настоящее время  в этом направлении основное внимание уделяется  на вопросы разработки эффективных параллельных вычислительных алгоритмов. 
В проекте рассмотрены задачи идентификации правой части эволюционного уравнения с дробной степенью эллиптичекого оператора второго порядка. Отметим, что обратные задачи для математических моделей с дробными по времени или по пространству операторами исследованы в основном  для  более простых  и частных случаях нелокальных моделей для эволюционных уравнений с дробной степенью эллиптического оператора. 
В проекте рассмотрены новые постановки обратных задач по определению правой части с различным переопределением. Решение обратной задачи основано на сведении нелокальной задачи к локальной задаче Коши для псевдо параболического уравнения. Для численного решение ретроспективной обратной задачи применяется итерационный метод с уточнением начального условия. Решение прямой задачи базируется на спектральное представление эллиптического оператора с дробной степенью.

Рассмотрена нелинейная  обратная задача гравиметрии по восстановлению поверхности раздела между слоями однородной-слоистой среды. Обратные задачи гравиметрии описываются нелинейными интегральными уравнениями первого рода и являются некорректными задачами и при их решении необходимо использовать методы регуляризации некорректных  обратных задач. На основе линеаризации нелинейного оператора задачи построена модификация метода сопряженных градиентов. Осуществлена оптимизация  вычислительного алгоритма на основе блочно-ленточного представлении матрицы Якобы  что   значительно снижает требования к памяти и время вычислений. 
Численно решена двумерная задача продолжения гравитационного поля в сторону возмущающих масс методом сопряженных градиентов..
В отчете предложены и разработаны новые подходы и методы численного решения  уравнений для неклассических математических моделей с дробной степенью оператора, нелинейных обратных задач гравиметрии по восстановлению поверхности раздела между средами  по известному  скачку плотности и гравитационному полю, измеренному на земной поверхности.  Для проверки работоспособности разработанных вычислительных алгоритмов проведены вычислительные эксперименты на модельных данных.  
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just need to look over the main diagonal of the block. Then, we set the parame- -
ter ; in such way that the resulting band matrix elements would be larger then
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Fig. 2. Scheme of matrix structure

5 Parallel implementation for GPU

For solving the inverse problem, the parallel algorithm was developed for graphics
processor utilizing the CUDA technology.
Most expensive part is calculation of the Jacobian matrix A’ and vector A(z¥)
at each iteration. The matrix and vector are divided into a number of fragments,
and each fragment is processed by its own thread. The elements of the Jacobian 9
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1. YYPEXKIEHHE «MEXIYHAPOJHBIH KA3AXCKO-TYPELIKHH YHHBEPCHTET
HMEHH XOJI)KH AXMEJTA ACABH»

1.1 Tlo npuoputery: 3. Hugopmayuonnvie, meneKOMMyHUKAYUOHHbIE U KOCMUHECKue
MeXHON02UU, HaY4Hble ucenedosanun 6 obracmu ecmecmeenHbIX HayKk

1.2 Tlo noanpuoputety: 3.6 Hayunvie ucciedo6anus 6 06aacmu ecmecmeeHnblX HayK.

1.3 Tlo teme npoexta: Ne AP05133873  «Hucrennvie — memoOsl u napanienbHvie
arzopummbl pewienus Henunelinblx 06pammubix 3a0ay O MameMamuyeckux mooenet ¢ OpobHbiMu
CMenensIMu IUNMUYECKUX onepamopoeé ¢ NPUNOHCEHUAMU 6 2pasumMempuu) .

1.4 O6uwas cymma npoekta 2/ 000 000 (06adyamb 00un MULIUOHOE) meHze, B TOM HHCIE
¢ pa3BUBKO 110 ToiaM, U1 BRIIO/IHEHUS PaboT COMIacHO IYHKTY 3:

- Ha 2018 rox - B cymme 7 000 000 ( cemb Munmuonos) menze;
- Ha 2019 roy - B cymme 7 000 000 ( cemb mumnuonos) menze;
- Ha 2020 rog - B cymme 7 000 000 ( cemb muriuonos) menze.

2. XapakmepucmuKa HayuHOo-mexnudecKoii npoOyKRUU no K6aNuGUKARUOHHbLY
npusHaKam u IKOHOMUYECKUe noKasamenu

2.1 Hanpasneusfe paGotel:  PaspaGomka 6bI4UCIUMENbHBIX — ANZOPUMMOE  peldenun
Henuneiinbix  0Gpamublx  30a¥  OAA  Mamemamuyeckux Modeaell ¢ OpoOHbIMU  CmeneHsmMu
IMUNMUYECKUX ONEPAMOPOB U 2PABUMEMPUL.

22 O6nacts npuMeHeHus: OBpamuble HeKoppekmHble 3a0auu  ONA  HENOKATbHbIX
Mamemamuueckux mooeneii ¢ OpoGHbIMU NPOUIBOOHBIMU, 2e0(PUIUNECKUE UCCIEO08AHUA.

2.3 KoHeYHbIH pe3ynbTar:

- 32 2018 ro: Beruuciumensusie areopumml u npukidoHoe npozpammroe obecneyenue
YUCTEHHO20 Pellentie MHOZOMEPHbIX 00PAMHbIX 30aY UOeHMUpUKAYUY NPABO YaACMU YPAEHENUS
¢ OpobHOI cmenenvlo IATUNMUYECKo20 onepamopa. BeiuuciumenvHvie anzopummyl pewenus
Henuneiinot 0B6pamHol 3a0avyu 2paAsUMEMPUY O B0CCMAHOBNEHUU OOHOU NOBEPXHOCMYU pasdena
Ha OcHOBe MOOUPUYUPOBARHOZO MeMOOA CONPANCEHHbIX ZPAOUEHMOs U cmabumsupyowezo
peayrapusoeaniozo epaduenmnozo memoda. Bydym onybauxosanvi | cmambs @ peyensupyemom
HAYYHOM DHCYPHANE C UMNAKM (haKMOPOM UHOEKCUpyeMoM 6 6azax Web of Science uw Scopus, 1
CMAmes 6 PeYeH3UPYeMblx OMEYECMBEHHbIX HAYUHbIX USOGHUAX C HEHYTEBbLM uMnakm-gaxmopom,
6ydym coeranst 2 00k1ada Ha MEXCOYHAPOOHbIX HAYUHBIX KOHDEPEHYUAX,

- 3a 2019 rom: Belyuciumenvhble — AiOpUMMbL U NPUKNAOHOE  NPO2PAMMHOE
06('!_"18‘16){148 YUCAEHHOZO0  pewenus MHO2OMEPHbBIX oépamnbxx 3aday udeHmut[)uxauuu
neua«ecmuau“ 3agucumMocmu. om 6pemMeHu npaeoti wacmu I80NIOYUOHHO20 YPABHEHUA nepeozo
nopadka ¢ OpoGHOU cmenenvio DIUNMUYECKO20  onepamopa. Ilapannensivie  anzopummst
YUCIEHH020 PpeldeHUs HENUHEeUHOW 06pamHol 3a0auu 2paguUMempuy 0 60CCMAHOBIENUU 00HoU
nosepxHOCMU pazdera 1A OCHOBE MOOUPUYUPOSAHHOZO MEMOOA CONPAICEHHbIX 2paduenmos u
cmabuiusupylowezo  pezynspusoeaniozo zpaduenmnozo memoda. byoym onybauxoeanvt |
CMambs 6 PEYERIUPYEMOM HAYIHOM HCYPHATE C UMNAKM (aKMOPOM UHOEKCUDYeMOM 8 bazax Web
of Science . Scopus, 1 cmamvs 6 peyensupyemuix 3apyGedCHbIX USOHUAX C HEHynesbiM
wmnaxm-gpaxmopom, Gydym coenansi 2 00KNA0A HA MEHCOYHAPOOHBIX HAYYHbIX KOHgepenyuax;

- 33 2020 rox: Bbluucrumensiubie anzopummsl u npUKIAOHOE npozpammHoe obecneyenue
YUCTEHH020  peienue  MHOOMEPHBIX — 0Dpamublx  3a0ay  uoewmuuxayuu HeuszgecmHol
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3agucumocmu om npocmpancmsennblx nepemeHHblx npasoﬁ yacmu 380NI0YUOHHO2O0 ypaeuenwl
nepeozo nopadka ¢ OpofHoil  Cmenenblo JMIUNMUYECKo20 onepamopd. Yucnennole memoost
u napannenbHble QNZOpUMMbl  peuienus nenuneunoli obpamuoti  3a0avu  zpasumempuu 0
80CCMAHOBNCHUU Heckonbkux noéepxrnocmei pasoena Ha ocHoGe cmabuausupyloujezo
pezynapu306arHozo 2paduenmrnozo memooa. Byoym ony6nuxosanbl 1 cmamvi 6 peyensupyemom
HayuHOM DICypHANe ¢ umnaxm (pakmopom undexcupyemom 6 bazax Web of Science uw Scopus,
Gydym coenansl 2 doknada Ha MeHCOYHAPOOHBIX HAYYHbIX kongepenyuax. Bydem nonyuexo
Aemopckoe c8udemenbemea Ha npozpamm.

2.4 TTaTeHTOCIIOCOBHOCTE: A6MOPCKOe CEUOEmeAbCmeo — 8

2.5 Hay4HO-TEXHMYECKHH YpOBEHb (noBu3na): Bydem nocmaeienvi nogvie obpamnble
3adauu no onpedeneHulo npasod Yacmu ypasHenuil ¢ pasausHbim nepeonpedenenuem ¢ OpobHou
CmenensIo 3MUNMUYECKo20 onepamopa u paspabomanbl HOBbIE BbIYUCIUMETbHbIE aneopummel U
cogpemenHoe npuKIaoHoe npozpammHoe obecnevenus Ona ux pewenus, Gyoem maxice co30aHbl
wucrennbie MemoObl U NApaIenbible Q20pumMbl peuwenui Henuneiinbix obpamubix 3a0ay
2pagumempuu  no  60CMAHOGAEHUIO nosepxnocmeii  pasoena cpedbl € npumeHenuem
CMABUALBUPYIOUUXCR MEMOO08 2PAOUCHMHO20 muna.

2.6 Mcrionp3oBatiie HaydHO-TEXHHUECKOH NPOXYKUHH OCYLIECTRIIACTCA: Hcnonnumenem.

2.7 Bun MCTIONb30BAHMA  pe3ylbTaTa Hay4HOH H (WnH) HAyHHO-TEXHUYECKOH

JIeATENBHOCTH:
Yucnennvie Memodbl U GbINUCTUMETbHbIE QI20PUMMbl PEUENUT HOBbIX nocmano6ox obpammuelx
3a0ay onpedenenus npasoil 4acmu I60MOYUOHN02O ypaenenus nepgozo nopaoka ¢ Opobrou
Ccmenexblo 3JLIUNMUYECKo20 onepamopa u 06pﬂmelX 300“‘( zpaswuempuu no 60CCMAHOBIEHUIO
HeuseecmHOl NOSEPXHOCMU paA30eaa, Komopbie 6Gydym nocmpoenbi 6 x00€ uccredoeanut, Oyoym
eocmpe&oeanbl Kak 8 meopemuuecxux, maxk u 6 YUCTEeHHBIX ucc;zedasauuﬂ.x no pemcumo
oépamnbzx H?KOpp(’KmNle 3q0ay €cmecmeo3Hanui, d makoice eyveﬁMbe ﬂOCOﬁuRX, cmamsax u
MOH()Zpﬂd)u}lX no Gbl‘lqulumEﬂbHOﬁ duazHocmuke.

3. Haumenosanue paGom, cpoKu ux peanu3ayuu u pesynpmanbt

ngp | Haumenosanue paGot mo Jlorosopy | Cpok BbIMOTHEHUSA OxujaeMeii pesysibTaT
3a/1aHHA, H OCHOBHbIE STarlbl €ro
JTana BRINOTHEHHA Hauajo | OKOH:
4aHHe

1 Pa3paboTKa BHIMHCIHTEIBHBIX Suapy | Anpeib | Byayt pa3paboTanbl BBIYUCITHTENLHEIC
AITOPHTMOB W NIPHKIATHOTO 2018 . | 2018 1. |anropuT™bl H NPHKIAAHOE NPOTPAMMHOC
NpOrpaMMHOTro ofecreyenns 1A obecredenns JUIA YHCIIEHHOTO PEeHHs
YHCIEHHOTO PELIeHHS MHOTOMEPHBIX 00paTHBIX 3a/a4
MHOTOMEPHBIX 0OPaTHBIX 3a1a4 HAeHTH(HKALHHA NPABOH YaCTH
HACHTHOUKALMH IPABO YaCTH ypaBHeHHs ¢ APOGHOH CTENeHbI0
ypaBHeHHA ¢ APOBHOH CTEMEHBIO 3/UTHITHYECKOTO ONEPATopa, MPOBEIEHE!
3JUIKNTHYECKOTO ONEepaTopa, TECTHPOBAHHA pa3paboTaHHBIX
NpoBeCHHE TECTHPOBAHHE aTOPHUTMOB Ha MOJEJIBHEIX 3aJlauax.
pa3pabOTaHHbBIX AITOPUTMOB Hit =
MOJIE/IbHBIX 3a/a4aX.

i Co3/1aHHe BLIYHCIHTEIBHOTO Anpens | Hions | Byzer cosnan BBIYHCIHTENBHbBIH
AITOPHTMA PELLICHHA nenuueinoit | 20181, | 2018 1. |anropuT™ pelIeHUA HeJIMHEHHOH
0BpaTHOI 371341 IPABHMETPHH O 0GpaTHofi 3ajla4i rPaBHMETPHH O
BOCCTAHOBJICHHH OJHOH BOCCTAHOBJIEHHH OJIHOH MOBEPXHOCTH
MOBEPXHOCTH pa3fielld Ha OCHOBE paszicnia Ha OCHOBE MOAH(HUMPOBAHHIO
MOIH(PUUHPOBAHHOTO METOIA MeTOJ1a COMPAKEHHBIX IPAIHEHTOB.
CONPAKCHHBIX IPAIHCHTOB.
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il PaspaboTka 4MCITEHHOrO Asryct Jlo Byayr paspaboTaHbl H CO3/1aHBI
anropuTMa pemieHus Hemuuednow | 2018 1. 1 HoA6ps | YHCIICHHBIE U BBIYHCIIHTENLHBIE
o6paTHON 3aayM TPaBHMETPHH O 2018 r. |anropHTMBI pelICHUS HETUHEHHOR
BOCCTaHOBJIEHHH OJIHOH 06paTHO# 33241 rPaBHMETPHH O
TIOBEPXHOCTH pa3fieNa Ha OCHOBE BOCCTAHOBJIEHHH OJHOH IMOBEPXHOCTH
CTaGHITH3HPYIOWErO pasfienia Ha OCHOBE CTaGHIM3MDYIOWIErO
PEryNAPH3OBAHHOTO FPAHEHTHOrO perynspH30BaHHOrO rPajHEeHTHOrO
MeTofa. METONa.

BymyT ony6uKoBaHb | cTaThs B KypHATE
13 Web of Science win Scopus ¢ HMNakT- (|
bakTopoM, | cTaThs B PEUCHIHPYEMBIX
OTEUECTBEHHBIX HAYYHBIX H3MAHWIX C A
HCHYJEBBIM HMNakT-(pakTopom , 6yayT
CllenaR®I 2 AOKIA/a Ha MEKTYHapoIHbX
Hay4HBIX KOHQEPCHLHAX.

I\ Pa3paboTKa BLIYHCITHTETBHEIX Slupaph | Mapr | ByayT pazpaboTaHsl BEIYHCTHTENBHEIC
ITOPHTMOB M NIPHKIATHOTO 2019 . | 2019 1. |anropHTMsl W NPHKIAIHOE NPOrpaMMHOE
nporpamMMHOTo obecrnedeHus i ofecreuenus AIS YHCIICHHOTO PEUICHHA
HHUCIIEHHOTO pemeHHs MHOrOMEpHBIX 00paTHBIX 33134
MHOrOMepHbIX 00paTHBIX 33184 HACHTHQHUKAIUHH HCHIBECTHOM
HICHTHOHKAUHH HEH3BECTHOM 3aBHCHMOCTH OT BPEMEHH NPaBoii 4acTH
3aBHCHMOCTH OT BPEMEHH NpaBoi 3BOJTIOLMOHHOTO YPaBHEHHS 1EPBOTO
YaCTH 3BOJIIOLIHOHHOTO YPaBHEHHA nopska ¢ ApoGHO#H CTENEHbIO
repBoro nopsjka ¢ Apo6Hoi 3JTHITHYECKOrO ONepaTopa.

CTEMeHbIO JUTHNTHYCCKOTO
oneparopa.

v Cosaanue napauienbHbIX Anpens | Mions | ByayT cosaaHsl napauiebbic
AIFOPHTMOB ISl PeLICHHA 2019r. | 2019r. |anropuT™Mbl UL PELICHHA HeTIHHeHHOH
HeMMHeHHOH 06paTHOM 3anaun 06paTHO 3a71a9H FPaBHMETPHH O
rpaBHMETPHH O BOCCTAHOBICHHH BOCCTAHOBJIEHHH OJIHOH MOBEPXHOCTH
OJIHOH MOBEPXHOCTH pasjiena Ha pa3zena Ha OCHOBE MOJIMQHIHPOBAHHOTO
OCHOBE MOIH(HIHPOBAHHOTO METOAA CONPSKEHHBIX MPAIHCHTOB.
METO/Ia COTIPSKEHHBIX FPA/IHCHTOB.

VI Pa3pa6oTKa napasmie/IbHbIX ajlro- ABrycr Jo BynyT pa3paGoTanbi mapajienbible
PHTMOB JUIA PELIEHHA HEJIHHEHHOH 2019r. | | HOAGPS | aNrOPHTMBI JUIA PEIICHHA HEJTHHCHHOH
00paTHO# 3ana4H TPaBHMETPHH O 2019 r. |o6paTHOH 3a1a4H rPaBUMETPHH O
BOCCTAHOBJICHHH OJIHOH MOBEpX- BOCCTaHOBJICHHH OJIHOH MOBEPXHOCTH
HOCTH pa3fena Ha OCHOBE CTabu- pasfena Ha OCHOBE CTaGHIH3HPYIOIIEro
JH3UPYIONIETO PETYIAPH30BAHHOIO PEryIApH30BAHHOTO IPAIHEHTHOrO
TPAHEHTHOr 0 METON1a. Merosia. ByxyT omyGimkoBaHs! | cTaTes B

xypuane n3 Web of Science unu Scopus ©
nMnakT pakropom, | cTaThd B
PelleH3UPYEMBIX 3apYGEKHBIX HaydHBIX
W3M@HUAX C HEHY/IEBBIM HMTIAKT-(aKTopoM
, GyayT cenannl 2 10K1ana Ha
MEX/yHAPO/IHBIX HAYYHBIX
KOH(epeHUHAX.
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VII | Pa3paboTka BEIYHCIHTENLHBIX fnsaps | Mapt | ByayT paspaGoTaHb! BRIUHCIHTENEHEI
AJINOPUTMOB H NPUKIAIHOTO 2020r. | 2020 r. |anropuTMbl K NPHKIAIHOE NPOrpaMMHOE
nporpaMMHoOro ofecriedeHus Ui obecrieueHHs UL YHCIEHHOTO PEIeHHS
YHCIIEHHOTO PElIEHHS MHOTOMEpHBIX 0GPAaTHEIX 33184
MHOrOMepHbIX 06paTHbIX 33134 WICHTHOHKALMH HEH3BECTHOR
HIeHTHOHKALHH HEUIBECTHOH 3aBHCHMOCTH OT MPOCTPAHCTBEHHBIX
3aBHCHMOCTH OT I1epeMCHHBIX NPaBOH YacTH
IPOCTPAHCTBEHHBIX EPEMEHHBIX 9BONIOUKOHHOTO YPaBHEHHSA 1EPBOTO
npaBo# YACTH IBOJTIOLUHOHHOTO nopsaka ¢ ApoGHOH CTENeHbI0
ypaBHEHUA TIEPBOTO MOPAAKA C HITHITHYECKOTO Ol1epaTopa.

ApoGHOM CTEneHbIo
3IIUITHYECKOro OrepaTopa.

VIII | Pa3paGoTka BEIYHCIHTEIBHBIX Anpens | Mions | Byayt pa3paboTaHbl BHYHCIHTE/IbHBIC
AJITOPHTMOB JUIA PEIICHHS 2020, | 2020T. |anropHTMBI JUIS peliCHHs HeMHeRHOK
HeJIMHeHHOM 06paTHOH 3amadu 06paTHO¥i 3a/(a4H IPABHMCTPHH O
IPAaBHMETPHH O BOCCTAHOBICHHH BOCCTAHOBJIEHHH HECKOJIBKHX
HECKOJILKHX TTOBEPXHOCTEH pasjiena MOBEPXHOCTEH pa3jiena Ha OCHOBE
Ha OCHOBe CTabHIH3KPYIOIIEro cTaGHITH3MPYIOIIETO PEry/IAPH30BAHHOIO
pery1spH30BaHHOTO IPa/HEHTHOro IPajMeHTHOTO METO/A.

MeTona.

TX |Pa3paboTka mapainenbHLIX Asryct Jo Bynyt paspaboTatbl napajie/bHbe
ANrOPHTMOB JUISt PEIIEHHS 2020 . | | HOR6PS | AITOPHTMBI JUIA PEIICHHA HeTHHEHHOH
HenHHeRHOI 00paTHO#H 3a1a4H 2020 r. | oGpaTHO#H 33/1a4K rPaBHMETPHH O
TPaBUMETPHH O BOCCTAHOBICHHH BOCCTaHOBJICHHH HECKOJIBKHX
HECKO/bKHX OBCPXHOCTEH pasaena MOBEPXHOCTE pas3fienia Ha OCHOBE
Ha OCHOBE CTabHIH3HpYIOLLEero ¢TaGHIH3MPYIOUIETO PEryISPH3OBAHHOIO
peryspH30BAHHOTO IPA/MCHTHOrO rpaaueHTHOro MeTona. Byayt
Meroza. ony61MKoBaHBI | CTATBA B XKypHAIE H3

Web of Science unu Scopus ¢ HMNaKT
(bakTOpoM, 2 I0KIaLa HA

M LyHapOJIHBIX HaydHBIX
kondepenumax. Byser nonyueso
aBTOPCKOE CBUETENLCTBO HA MPOTPAMM.

Or 3aka3unka: Ot Ucnonrurens:
Tlpencenarens PekTop  Y4PEeXACHHA «MexayHapoaueiii  Kasaxcko-
T'Y «KomuTeT Hayk# MHHHCTCPCTBA TypenKms yHHBEPCHTET HMHA Xomku Axmena Slcau»

ofipasarasus 1 Bayxu PK»
—~

Atmibeko Y.C.

<2; (O3HaKOMIICH:
a yuHbIH PYKOBOAHTEIIb POCKTa

_ Cynranos MA.
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