Министерство образования и науки Республики Казахстан  
Комитет науки 
РЕСПУБЛИКАНСКОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ ПРЕДПРИЯТИЕ  
ИНСТИТУТ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  

УДК 517.95, 517.957
МРНТИ 27.31.44; 27.35.59; 27.35.45; 27.35.21
№ госрегистрации 0118РК00382
Инв. №  
                           УТВЕРЖДАЮ
                    Генеральный директор РГП ИМММ
                                 д.ф.-м.н., академик НАН РК     
                                             Т.Ш. Кальменов   
               "        "                                 2018 г.   


ОТЧЕТ
О НАУЧНО-ИССЛЕДОВАТЕЛЬСКОЙ РАБОТЕ
по теме: 
ЗАДАЧИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ  УРАВНЕНИЙ И ПОРОЖДЕННЫЕ ИМИ НЕРЕГУЛЯРНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ

(промежуточный)
 



Руководитель темы                                                                                                                                        
д.ф.-м.н., профессор                                                                                   Г.И. Бижанова   





Алматы 2018
СПИСОК ИСПОЛНИТЕЛЕЙ 


	Руководитель темы,
д.ф.-м.н., проф.
	
	Г.И. Бижанова   
    (Введение, разделы 1, 3-5
заключение)


	Исполнители темы:

Научный сотрудник

	

	

   Ж.К. Джобулаева
(раздел 2)

	
	

	Научный сотрудник
	
	Е.С. Алимжанов
(раздел 3)

	

Ведущий специалист
	
	

А.А. Алимханова
(раздел 4)

	

Инженер                                                               
	      



	

[bookmark: _GoBack]     Ш.Н. Нурмуканбет 
                      (раздел 5)

	
	
	

	
	
	

	Нормоконтролер,
к.ф.-м.н.
	
	М.А. Сахауева








                                                                                        
             
РЕФЕРАТ

Отчет 47 с., 43 источников, 2 прил. 
КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ, ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ, СУЩЕСТВОВАНИЕ, ЕДИНСТВЕННОСТЬ, ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ, ПРОСТРАНСТВА ГЕЛЬДЕРА
        Объект исследования: Нелинейные неклассические задачи со свободными (неизвестными) границами для уравнений и систем параболического типа. Нерегулярные задачи для параболических уравнений с сингулярными по  коэффициентами при первых производных по пространственным переменным, порожденные задачами со свободной границей. 
Цель работы: Разработка методов решения нелинейных задач со свободными (неизвестными) границами. Доказательство существования, единственности, коэрцитивных оценок решений  неклассических задач со свободными границами для уравнений и систем параболического типа в пространствах Гельдера. Решение нерегулярных задач  для параболических уравнений с сингулярными по  коэффициентами при первых производных по пространственным переменным в весовых пространствах Гельдера. Подготовка специалистов высшей квалификации –  магистров, PhD докторов.
Методы исследования: Задачи со свободной (неизвестной) границей при помощи невырожденных преобразований координат сводятся к эквивалентным задачам в заданных областях, по начальным данным строятся вспомогательные функции из пространств решений, выделяются линеаризованная и нелинейная части задач, при помощи преобразований Лапласа и Фурье строится решение модельной задачи в явном виде, устанавливаются существование, коэрцитивные оценки, единственность решения в пространствах  Гельдера.  Для  задач для параболических уравнений с сингулярными по  коэффициентами  устанавливаются весовые пространства Гельдера, принадлежность решений которым доказывается непосредственными оценками норм.
	Результаты и новизна: Нелинейные задачи в неизвестных областях сведены к эквивалентным нелинейным задачам в заданных областях, построены вспомогательные функции, при помощи которых выделены линейные и нелинейные части задач. Найдены  порядки  особенностей решений задач  для параболических уравнений с сингулярными по  коэффициентами, при помощи которых установлены  весовые пространства Гельдера для решений задач. 
Область применения: Работа носит теоретический характер. Полученные результаты могут быть применены в смежных разделах математики, физике, гидродинамике и т.д. 
РЕФЕРАТ 
                  
Есеп 47 бет, 43 шығу көзі, 2 қосымша.
ШЕТТІК ЕСЕПТЕР, ПАРАБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР, БАР ЖӘНЕ ЖАЛҒЫЗ БОЛУЫ, ШЕШІМНІҢ БАҒАЛАУЛАРЫ, ГЕЛЬДЕР КЕҢІСТІГІ
Зерттеу нысаны: Параболалық типтес теңдеулер және жүйелер үшін еркін (белгісіз) шекаралары бар классикалық емес сызықтық емес есептер. Еркін шекаралы есептермен туындаған кеңістіктік айнылмалылары бойынша алғашқы туындылардағы  коэффициенті бойынша сингулярлы параболалық теңдеулер үшін регулярлы емес есептер. 
Жұмыстың мақсаты: Еркін (белгісіз) шекаралары бар сызықтық есеп есептердің шешу әдістерін жетілдіру. Гельдер кеңістіктерінде параболалық типтес теңдеулер және жүйелер үшін  еркін шекаралары бар классикалық емес есептердің бар және жалғыз болуын,  шешімдерінің бағалауларын дәлелдеу. Зілденген Гельдер кеңістіктерінде кеңістіктік айнылмалылары бойынша алғашқы туындылардағы  коэффициенті бойынша сингулярлы параболалық теңдеулер үшін регулярлы емес есептерді шешу. Жоғары дәрежелі мамандарды –  магистрлерді, PhD докторларды дайындау.
 Зерттеу әдiстерi: Еркін (белгісіз) шекаралары бар сызықтық есеп есептер координаталардың өзгешеленбеген түрлендірулерінің көмегімен берілген аймақтағы  эквивалентті есептерге келтіріледі, шешімдердің кеңістіктерінен бастапқы берілгендері бойынша көмекші функциялар тұрғызылады,  есептердің сызықтандырылған және сызықтық емес бөліктері бөлініп алынады, Лаплас және Фурье түрлендірулерінің көмегімен моделдік есептің шешімі айқын түрде тұрғызылады, Гельдер кеңістіктерінде шешімнің бар болуы, бағалаулары, жалғыз болуы орнатылады.  коэффициенті бойынша сингулярлы параболалық теңдеулер үшін есептердің зілденген Гельдер кеңістіктері орнатылады, шешімдердің оларға жататындығы нормаларды тікелей бағалануларымен дәлелденеді. 
Нәтижесi және жаңалығы: Белгісіз аймақтағы сызықтық емес есептер белгілі аймақтағы эквивалентті сызықтық  емес есептерге келтіріледі, көмекші функциялар тұрғызылды,  олардың көмегімен есептердің сызықтық және сызықтық емес бөліктері бөлініп алынды.  коэффициенті бойынша сингулярлы параболалық теңдеулер үшін  есептердің шешімдерінің ерекшеліктерінің реттері табылды, олардың көмегімен есептері шешу үшін зілденген Гельдер кеңістіктері құрылды.   
Қолдану саласы: Жұмыс теориялық маңызда берiлген. Алынған нәтижелер математиканың iргелес бөлiмдерiнде математикада, физикада, гидродинамикада және т.б. қолданылады.
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ВВЕДЕНИЕ

Работа выполнена по программе: приоритет 3 Информационные, телекоммуникационные и космические технологии, научные исследования в области естественных наук, подприоритет  3.6  Научные исследования в области естественных наук. Фундаментальные и прикладные исследование в области математики, тема проекта: «Задачи со свободной границей для  параболических  уравнений и порожденные ими нерегулярные краевые задачи», ИРН   AP05133898.
         Представленные  в отчете работы  посвящены исследованию линейных и нелинейных краевых задач математической физики – задач для уравнений и систем уравнений параболического типа;  неклассических задач со  свободными (неизвестными) границами для систем параболических уравнений; нерегулярных  задач для параболического уравнения с  сингулярными по коэффициентами при первых производных по пространственным переменным, порожденных задачами со свободной (неизвестной) границей и задачами в нецилиндрических областях.                                               
Задачи со свободными границами для параболических уравнений являются  актуальными и приоритетными во всем мире в виду их большой  теоретической ценности и разнообразных практических приложений.  Ими занимаются многие математики мира, в частности, В.А. Солонников, Н.Н. Уральцева, П.И. Плотников, Е.А. Радкевич, А.М. Мейрманов, В.В. Пухначев (Россия), И.И. Данилюк, Б.В. Базалий, С.П. Дегтярев, М.И. Иванчов (Украина ),  А. Бегматов (Узбекистан),   Г.И. Бижанова, С.Н. Харин (Казахстан), Л. Ниренберг, А. Фридман, Л. Кафарелли,  Д. Киндерлерер, P. Guidotti,   G. Simonett (США), Ж.Л.  Лионс, Дж. Дюво (Франция), А. Фазано, М. Примиччерио, G. Stampacchia,   A. Lunardi  (Италия), N. Kenmochi, E. Hanzava, Y. Shibata (Япония), J.F. Rodrigues, J.M. Urbano (Португалия), Juan  L. Vazquez,    Ж. Диас (Испания), F.Yi, Cui (Китай),  Незгудка, И.Павлов (Польша), J. Eshcer, Ja. Pruess, R. Zacher, Шпрекельс (Германия); J.R. Ockendon, J.M. Elliot (Англия) и др.
Задачи со свободными (неизвестными) границами являются математическими моделями реальных физических процессов, которые наблюдаются в природе, промышленной деятельности людей.  В связи с этим они широко применяются в металлургии [1], сварке, теории электрических контактов [2], при исследовании процессов плавления вещества в верхней мантии Земли [3],  геологии [4], в теории горения [5], в теории фильтрации [6], [7],  мелиорации, при изучении процессов добычи  и транспортировки нефти [8], [9].
         C другой стороны, задачи со свободными границами  являются  естественными нелинейными задачами, очень содержательными в математическом плане, они порождают неклассические линейные задачи новых типов (нерегулярные, условно-корректные, сингулярно возмущенные), которые не вкладываются в общую теорию задач для параболических уравнений.                                                                                                                                             
         В 2018 году согласно плану НИР были изучены следующие задачи:
        1. Нелинейная задача со свободной  границей  для системы параболических уравнений с неизвестными функциями (n–размерность пространства) (запланирована на 2018-2019 г.г.);  2. нелинейная задача для системы параболических уравнений со  свободной границей типа Флорина, описывающая неравновесный фазовый переход (запланирована на 2018-2020 г.г.); 3. неклассическая задача с неявно заданной свободной границей и с усиленной нелинейностью (запланирована на 2018-2020 г.г.); 4. Решение в весовом пространстве Гельдера начальной задачи для параболического уравнения с сингулярными по  коэффициентами при первых производных по пространственным переменным (запланирована на 2018-2019 г.г.); 5.  Решение в весовом пространстве Гельдера первой краевой задачи для параболического уравнения с сингулярными по  коэффициентами при первых производных по пространственным переменным (запланирована на 2018-2019 г.г.).
Получены следующие результаты.
         1. Рассматриваемая задача в неизвестных областях сводится к задаче в заданных областях, строятся вспомогательные функции по начальным данным задачи. После преобразования координат и замены неизвестных функций  выделены линейная и нелинейная части задачи. В основе решения линейной задачи лежит  модельная линейная задача с постоянными коэффициентами. Построено решение модельной задачи в явном виде. Непосредственными оценками норм решения доказываются существование, единственность и оценки решения в пространстве Гельдера.
          2. Нелинейная задача в неизвестных областях при помощи невырожденного  преобразования координат сводится к задаче в известных областях. Построены вспомогательные функции по начальным данным задачи из пространств Гельдера.  Они дают возможность преобразовать задачу после замены неизвестных функций и выделить линейную и нелинейную части задачи.
          3. Нелинейная задача в неизвестных областях  при помощи невырожденного преобразования координат Ханзавы сводится  к задаче в известных областях,  построены вспомогательные функции по начальным данным задачи, которые позволили  выделить линейную и нелинейную части задачи.
         4. Изучена начальная модельная задача Коши для параболического уравнения с постоянными коэффициентами: построено решение в явном виде, определено весовое пространство Гельдера, в котором ищется решение.
         5. Изучена модельная первая краевая задача  с постоянными коэффициентами для параболического уравнения в полупространстве. Найдено весовое пространство Гельдера для решения, доказаны существование, единственность и оценки решения задачи в этом пространстве.
Для решения задач использовался разнообразный математический аппарат: нелинейный анализ, теория уравнений с частными производными,  функциональный анализ, а также математический анализ, теория сингулярно возмущенных задач, алгебра, геометрия. 
Все запланированные задачи являются новыми и ранее не рассматривались.  Полученные результаты строго доказаны. Календарный план на 2018 г. полностью выполнен.
Г.И. Бижанова является членом редакционной коллегии «Математического журнала»,   рецензентом математического реферативного журнала «Zentralblatt Math» (Германия). Является научным руководителем докторанта Института математики и математического моделирования МОН РК Ж.К. Джобулаевой и магистранта Ш.Н. Нурмуканбет.
Ж.К. Джобулаева является PhD докторантом ИМММ МОН РК, является ответственным секретарем «Математического журнала». Прошла научную стажировку в Новосибирском государственном университете, Россия.
	Е.С. Алимжанов заканчивает работу над PhD  диссертацией. 
         Ш.Н. Нурмуканбет является магистрантом ИМММ МОН РК.
         А.А. Алимханова и Ш.Н. Нурмуканбет являются молодыми сотрудниками – исполнителями темы. 
         В 2018 было опубликовано 2 статьи, 7 тезисов докладов. Были сделаны 1 приглашенный доклад на Международной конференции в г. Тайпэй, Тайвань, и 2 научных доклада на семинарах в Институте математики СО РАН и Институте гидродинамики СО РАН. 




1   Нелинейная задача со  свободной границей для системы параболических уравнений
с 2п + 3 неизвестными функциями (п-размерность пространства)

         Изучается нелинейная многомерная двухфазная задача для системы уравнений Навье-Стокса и уравнений параболического типа в областях п-мерного евклидового пространства. Неизвестными в этой задаче являются   скорости  движения жидкости и давление в двух фазах и свободная  (неизвестная) граница, разделяющая эти фазы.  Эта задача  является математической моделью, например,  процесса извлечения жидкой нефти. 
         Термо-гидродинамическую  задачу с другими условиями на фиксированной и свободной границах исследовали  H. Amann [10], Б.В. Базалий, С.П. Дегтярев [11],  В.А. Солонников [12],  Ja. Pruess, G. Simonett, R. Zacher [13],  Ja. Pruess S. Shimizu, М. Wilke  [14].  В работах Г.И. Бижановой  [15]–[17], Г.И. Бижановой  и В.А. Солонникова [18] изучались  задачи типа Флорина и Веригина  со свободной границей  для параболических уравнений. 
         Задачи со свободной границей являются нелинейными, это особенно хорошо видно после применения преобразования координат Ханзавы. 
         Рассматриваемая задача в неизвестных областях сводится к задаче в заданных областях,  строятся вспомогательные функции по начальным данным задачи. После преобразования координат и замены неизвестных функций  выделены линейная и нелинейная части задачи. В основе решения линейной задачи лежит  модельная линейная задача с постоянными коэффициентами. Построено решение задачи в явном виде. Непосредственными оценками норм решениz доказываются существование, единственность и оценки решения в пространстве Гельдера модельной линейной задачи.
         Пусть  – ограниченная область  в , , с границей  
         Пусть замкнутая поверхность    делит   на два подмножества  и ,  , причем ,   . В начальный момент времени
имеем  
         Обозначим    .
         Пусть ,  – нецелое положительное число,  – единичное векторное поле, определенное на , и такое, что

	                                                          (1.1)

где  – нормаль к , направленная в  знак «» означает транспонирование, т.е.  – вектор-столбец,  – скалярное произведение. Тогда при малых поверхностьможет быть задана уравнением [19], [18]

(1.2)

где .

         Пусть   и  – давление в областях и , 
 и  – скорости жидкости или газа в областях и  соответственно. 
         Требуется найти функции ,  , векторы ,  и свободную границу  удовлетворяющие системам уравнений Навье-Стокса и параболическим уравнениям 

                                         (1.3)

                                           (1.4)

                                                   (1.5)

                                                  (1.6)

начальным условиям 

                                (1.7)                          

граничным условиям

                                                         (1.8)

и условиям на свободной границе 

                                   (1.9)

                     (1.10)

где  – положительные постоянные; нормаль к поверхности  направленная в   производная по направлению нормали 
         Задача (1.3)(1.10) изучается в пространстве Гельдера ,  – нецелое положительное число. Норма в этом пространстве определена по формуле (3.9). 
         Для сведения задачи (1.3)(1.10) в неизвестных областях к задаче в заданных областях построим вспомогательные функции 
.
         Далее в задаче произведем преобразование координат Ханзава (3.10), которое переводит неизвестную границу в заданную  неизвестные области  в известные и замену неизвестных функций



,                                           (1.11)

                                            

где  - новые неизвестные функции, удовлетворяющие нулевым начальным условиям в силу замен (1.11). Эти вспомогательные функции и преобразование координат (3.10) дают возможность преобразовать задачу (1.3)(1.10) к удобному виду



                                                                               



                                                                              (1.12)

 =      

 =        


   
 

 

где и ,
  известные и нелинейные функции соответственно, причем ,  векторы; 
         Мы видим, что в правых частях уравнений и условий задачи (1.12) содержатся линейные члены, нелинейными являются векторы  и функции  
         Положим в задаче  тогда мы получим линейную задачу, которая лежит в основе решения нелинейной задачи (1.12).
         Рассмотрим линейную задачу, соответствующую задаче (1.12). При ее решении методом Шаудера и построения регуляризатора [20] возникает модельная линейная задача сопряжения с постоянными коэффициентами.
         Изучим ее, оставив, для удобства, прежние обозначение неизвестных и заданных функций и векторов, как в задаче  (1.3)(1.10).
         Пусть гиперплоскость  , j=1,2, 
         Требуется найти функции , , векторы  , ,  удовлетворяющие нулевым начальным данным, как решение следующей задачи сопряжения:
 ,    в   

 в   

=0    на                                               (1.13)


 

    

где  положительные постоянные,  постоянные векторы,  
          При помощи интегральных преобразований Лапласа по  и Фурье по  найдем решение задачи (1.13) в явном виде. Непосредственными оценками норм (3.9) неизвестных функций доказываем теорему.
Теорема 1.1. Пусть  – нецелое положительное число,  . 
При любых функциях задача (1.13) имеет единственное решение ,   , и для него справедлива оценка









2  Нелинейная задача для системы параболических уравнений со свободной границей типа Флорина, описывающая неравновесный фазовый переход

Изучается нелинейная неклассическая  задача для системы параболических уравнений со  свободной границей типа  Флорина, описывающая неравновесный фазовый переход.   Эта задача является математической моделью процесса фильтрации жидкостей и газов в пористой среде. В этой задаче свободная (неизвестная) граница области задается как неявная функция в отличие от задачи Стефана. Кроме того, в условиях на свободной границе содержатся два малых параметра. 
         Задачи фильтрации жидкостей и газов в пористой среде со свободной границей для уравнений теплопроводности с неявно заданной функцией неизвестной границы изучали В.А. Флорин [7], Г.И. Бижанова [17]. Линейные задачи с малым параметром при производных по времени функции свободной границы изучали J.F.Rodrigues,  V.A. Solonnikov,  F. Yi [21],  Г.И. Бижанова [22]24],  Е.С. Алимжанов [25],  Ж.К. Джобулаева  [26].. (IM& - 1  - 1 -1
         В настоящей работе изучается нелинейная задача со свободной границей для системы параболических уравнений о плавлении бинарных сплавов,  в которой свободная граница задается как неявная функция, в отличие от задач в [21], где свободная граница задана в явном виде. Кроме того, в условиях на свободной границе (2.7), (2.8)  содержатся малые  параметры.
	Рассматриваемая нелинейная задача в неизвестных областях при помощи невырожденного  преобразования координат сводится  к задаче в известных областях.  Построены вспомогательные функции по начальным данным задачи из пространств Гельдера.  Они дают возможность преобразовать задачу после замены неизвестных функций и  выделить линейную и нелинейную части задачи.
Пусть неизвестная свободная граница,  причем  Обозначим  , 
Требуется определить функции  и  удовлетворяющие системе параболических уравнений 

      в            (2.1)

    в              (2.2)

начальным и граничным условиям

                                                 (2.3)

                     (2.4)       

                         (2.5) 

и условиям на свободной границе 

                                          (2.6)                             
     
                                                                         (2.7)  

                                             (2.8)

где 
 κ > 0, ε > 0 – малые параметры.
          По начальным данным задачи (2.1)–(2.8) построим вспомогательные функции   из пространств Гельдера, соответствующих пространствам решения.  
Произведем замену 

                                                                                             (2.9)

где  новая неизвестная функция.
         Пусть  – гладкая срезающая функция, равная единице при  и равная нулю при  и имеющая оценку  Определим невырожденное преобразование координаты по формуле 

                                                                                           (2.10)

где  – новая координата.
         Из формулы (2.10) видно что,  преобразуется в свободную границу   При этом  и . Таким образом, обратное преобразование (2.10) переводит неизвестные области   и  в известные  и  Мы свели задачу в неизвестных областях в  эквивалентную задачу в известных областях. 
         После преобразования координат (2.10) и замен неизвестных функций (2.9) и

                        (2.11)

 =                          (2.12)

мы получим нелинейную задачу с неизвестными функциями  в заданных областях. Требуется найти функции ,  удовлетворяющие системе параболических уравнений



                                      =    в                                                (2.13)



   в                              (2.14)       

начальным и граничным условиям

                  (2.15) 

и условиям сопряжения при 
      
                                                         (2.16)

                                    (2.17)

                        (2.18)

                        (2.19)

          В левых частях в уравнении и всех условий  находятся линейные члены относительно неизвестных функций.  В правых частях в уравнениях и условиях содержатся известные функции и нелинейные функций. Эту задачу можно записать в операторной форме 



гденеизвестный вектор,  
заданный вектор, 
нелинейный вектор,  линейный оператор, который определяется левыми частями полученной задачи. Здесь мы для простоты опустили индексы ,  у неизвестных функций. 


















         3 Неклассическая задача с неявно заданной свободной границей и с усиленной нелинейностью

         Изучается нелинейная многомерная  двухфазная задача для параболических уравнений  со свободной (неизвестной) границей, заданной в неявном виде (как неявная функция), и с усиленной нелинейностью  в условии на свободной границе. Эта задача является математической моделью процесса горения [27].
         Однофазную задачу с в условии на свободной границе исследовали A.Petrosyan [28], M. Poghosyan, R. Teymurazyan [29]. Ими было установлено существование классического решения задачи  в малом по времени. I.C. Kim в работе [30] доказал существование и единственность непрерывного решения задачи 3. T. To в статье [31] показал, что задача с  – лапласианом вместо оператора  в уравнении  имеет единственное гладкое решение. В указанных статьях исследования проведены при условиях выпуклости начальной области. В работе Г.И. Бижановой [32] изучены однофазные задачи с  в условии на свободной границе.
         Заметим также, что задачи со свободной  границей являются нелинейными, что особенно хорошо прослеживается  после преобразования неизвестных областей в заданные.
         Рассматриваемая задача  отличаются от изученных   задач  тем, что вместо производной неизвестной функции  по нормали к свободной границе  в дифференциальном уравнении на свободной границе берется производная по направлению градиента этой функции, то есть . В книге Г. Карслоу, Д. Егеря [33], c. 278, приводится задача, в граничном условии которой содержится производная 
         Задача в неизвестных областях сводится  к задаче в известных областях,  построены вспомогательные функции по начальным данным задачи, которые позволят выделить линейную и нелинейную части задачи
         Сформулируем двухфазную задачу  с неявно заданной свободной границей и с усиленной нелинейностью.
         Пусть  – ограниченная область  в , , с границей  
         Пусть замкнутая поверхность    делит   на два подмножества  и ,  , причем ,   . В начальный момент времени
имеем  
         Обозначим    .
         Пусть ,  – нецелое положительное число,  – единичное векторное поле, определенное на , и такое, что

	                                                          (3.1)

где  – нормаль к , направленная в  знак "" означает транспонирование, т.е.  – вектор-столбец,   – скалярное произведение. Тогда при малых поверхность может быть задана уравнением [19], [18]

(3.2)

где .
         Рассмотрим  задачу, в которых требуется найти функции    и свободную границу 

   	                                             (3.3)

 
	                                                                                       (3.4)

 
		                   (3.5)


                (3.6)

 
		                                                        (3.7)

 
		                                                (3.8)

где ,  ;  , .
          Рассмотрим выражение ,   в условиях (3.8). Пусть  – единичный вектор градиента функции , тогда  производная функции по направлению ее градиента   запишется в виде



Отсюда видно, что  является производной функции по направлению ее градиента, и эта производная есть максимальная из всех производных по направлению, в том числе и по нормали к поверхности.
      Мы будем изучать задачу в пространстве Гельдера ,  – нецелое положительное число, функций  с нормой [20]


                                                                                                                                                  (3.9)
+  

где ,  – неотрицательные целые числа, ,

	









         При решении задачи в пространстве Гельдера требуется выполнение условий согласования начальных и граничных данных задач, которые находятся из граничных условий (3.7), (3.8)  [20].
        Cведем задачу (3.6)–(3.8) в неизвестных областях , к задачам в заданной области , при помощи неособенного преобразования координат [19], [18]


                                                                                                                                                 (3.10)
  

где ,  есть  – окрестность поверхности ,  – достаточно малое число, зависящее от   и такое, что  при ,  – расстояние между точкой  и точкой , находящейся на векторе  или его продолжении (см. [18]),  – гладкая срезающая функция:  при ,  при . Преобразование (3.10)  переводит границу в свободную границу и области  – в неизвестные области ,  .
         Заметим, что точки  (или ) остаются на месте (), кроме того, при  имеем .
         Матрица Якоби   преобразования (3.10)  переменных имеет вид




где ,  – вектор-столбец,  – матрица, – символ Кронекера,  – единичная матрица,  (так как  ).
         В новых координатах   мы получим формулы


	



Для удобства переменные  и будем обозначать снова через  и .
Для сведения задач к более удобному виду построим вспомогательные функции  по начальным данным задачи.
Вспомогательные функции и ,  построим как решения начальных задач

	                                         (3.11)

и

в 	
 
                                                                                                                                        (3.12)
                                                                                                                                                                          
                                                в 

где  знак "" означает гладкое продолжение функции во все пространство  , функция  определена при выводе  условий согласования после дифференцирования по  условий (3.7), она выражается через 
Лемма 1. Пусть  
При любых функциях      каждая из задач (3.11), (3.12) имеет единственное решение , ,  и  выполняются следующие оценки [20]:

            	 (3.13)


	(3.14)

 
         Теперь в задаче  произведем преобразование координат  (3.10), замены


                                                                                                                                                      (3.15)


где  ,   – новые неизвестные функции, удовлетворяющие нулевым начальным данным в силу замены (3.15). 
         Мы выделим линейные относительно неизвестных функций члены, которые запишем в левых частях уравнений и граничных условий, а в правых частях – известные функции и оставшиеся нелинейные и младшие члены, тогда мы получим нелинейную задачу в заданных областях    и в виде



     в   



     в   

 на ,  =0   в   

                                                (3.16)

     на   

    на   

где  функции ,      известны, они зависят от заданных функций задачи (3.3)(3.8),  нелинейные члены.
        Мы видим, что в правой части уравнений и условий задачи (3.16) содержатся линейные относительно неизвестных функций члены. 
        При ,  мы получим линейную задачу, которая лежит в основе решения нелинейной задачи (3.18).















          4 Начальная задача для параболического уравнения с сингулярными по t коэффициентами при первых производных по пространственным переменным

         Работа посвящена исследованию задачи Коши для параболического уравнения с сингулярными по коэффициентами при первых производных по пространственным переменным. К таким задачам сводятся задачи для параболических уравнений в областях с подвижными или свободными (неизвестными) границами, когда требуемая гладкость решений выше гладкости границы области.
         Исследование в классах гладких функций задач в нецилиндрических областях с подвижными границами, гладкость которых меньше гладкости решений, было начато М. Жевре [34]. Л.И. Камыниным были получены результаты о разрешимости одномерных краевых задач  в областях с границей, удовлетворяющей условию Жевре  [35], [36]. В работах Е.А. Бадерко [37][39], М.Ф Череповой  [40], [41] были продолжены исследования одномерных и многомерных краевых задач в областях с границами меньшей гладкости по сравнению с гладкостью решения в пространствах Гельдера. Следует отметить, что все исследования в указанных работах [34][40] проводились методами теории тепловых потенциалов и сведением задач к интегральным уравнениям Вольтерра второго рода.
         Изучена начальная модельная задача с постоянными коэффициентами: построено решение в явном виде, определено весовое пространство Гельдера, в котором ищется решение.
         Пусть 
         Рассмотрим задачу Коши для параболического уравнения с сингулярными по коэффициентами при первых производных по пространственным переменным
        
                                  в                                        (4.1)


 в                                                                   (4.2)


где постоянные коэффициенты, ,n.

       Получим решение задачи (1), (2) в явном виде.
Лемма 1. Пусть 
       Решение задачи (4.1), (4.2) имеет вид 

                                                     (4.3)

(4.4)
 
                                                       (4.5)

     

где  ,n,



 фундаментальное решение уравнения теплопроводности  причем

                                                 в   в                                         (4.6)

                                               в   в                                         (4.7)

Доказательство. К задаче (4.1), (4.2) применим интегральное преобразование Фурье по   по [42]



тогда мы получим задачу Коши для обыкновенного дифференциального уравнения

,  
                                                                                                                                                        (4.8)


         Решение задачи  (4.8)  имеет вид





         После применения формул обратного преобразования Фурье к 





мы получим решение задачи (4.1), (4.2) в виде (4.3) (4.5).
         Подставив функции (4.5), (4.5) в уравнение (4.1) и условие (4.2), мы убедимся, что формула (4.3) дает решение задачи (4.1), (4.2).                                                                         
         Оценивая функции определяемые формулами (4.4), (4.5), мы установим пространства, в которых будем искать решение задачи (4.1), (4.2), а именно   в весовом пространстве Гельдера  , а     в классическом пространстве Гельдера [20] , 0, 
         Нормы  и  в  этих пространствах определяются в виде 




		(4.9)

 
	

и 


 

		(4.10)
 
	


где ,  – положительные числа или ,  , ,  
	



	

Заметим, что функция  принадлежит весовому пространству Гельдера , а функция   – классическому пространству Гельдера ,  т.е функция   имеет особенность по . Это связано с тем, что функция  является решением задачи (4.6), причем , а  – решением задачи (4.7) с .













5 Первая краевая задача для параболического уравнения с сингулярными по  	
коэффициентами при первых производных по пространственным переменным

Изучается первая краевая задача для параболического уравнения с сингулярными по
 коэффициентами при первых производных по пространственным переменным. К таким задачам сводятся задачи для параболических уравнений в областях с подвижными или свободными (неизвестными) границами, когда требуемая гладкость решений выше гладкости границы области.
Рассмотрим, к примеру,  одномерную задачу в области  
<

в  ,  

  в  ,    

         После замены переменной  задача сведется к задаче с неизвестной функцией    в области 
  


    

где 
         Мы видим, что к  задачам для параболических уравнений с сингулярными по коэффициентами при первых производных по пространственным переменным сводятся краевые задачи в нецилиндрических областях. Как было отмечено в разделе 4, исследование в классах гладких функций задач в нецилиндрических областях с подвижными границами, гладкость которых меньше гладкости решений, было начато М. Жевре [34], продолжено Л.И. Камыниным  [35], [36], Е.А. Бадерко [37][39], М.Ф. Череповой [40], [41] и другими.
         В.П. Михайловым [43] было доказано, что если граница области задана уравнением  то решение задачи для параболического уравнения с такой границей не будет единственным. В этом случае после замены переменной уравнение теплопроводности  примет вид 
         Изучена модельная первая краевая задача  с постоянными коэффициентами в полупространстве. Найдено весовое пространство Гельдера для решения, доказаны существование, единственность и оценки решения задачи.
         Пусть гиперплоскость 
        Рассмотрим первую краевую задачу для параболического уравнения. Требуется найти решение  задачи 

                                  в                                        (5.1)


 в                                                                    (5.2)


                                                             (5.3)

где постоянные коэффициенты 
         Запишем условия согласования, которые выводятся из граничного условия (5.3) с учетом начального условия (5.2) и уравнения (5.1).
         Условия согласования нулевого порядка имеет вид

     (5.4)

         Продифференцируем по условие (5.3) и подставим вместо  выражение из уравнения (5.1)

                                                (5.5)

         В равенстве (5.5) мы не можем положить , т.к. имеем особенность в левой части равенства. Это означает, что для задачи (5.1)(5.3) условия согласования первого порядка не может быть выполнено при 
       В силу линейности задачи (5.1)(5.3) ее решение  можно представить в виде



где  решения задач 

   в      в   
                                                                                                                                                        (5.6)      


и 

   в      в   
                                                                                                                                                        (5.7)      


        Для задачи (5.6) выполняется условия согласования нулевого порядка

                                                               (5.8)    

но условия согласования первого порядка 



не может быть выполнено, здесь  .
        В задаче (5.7) выполнены условия согласования нулевого 

                                                             (5.9)   

и первого порядка, которое вытекает из равенства (5.5) при  в силу условий 

                                                        (5.10)   

и



что будет доказано далее.
          Задачи (5.6), (5.7) сводятся к интегральным уравнениям Вольтерра 2 рода. Решая эти уравнения, мы установим пространства решений  и  –  и , нормы в которых выражаются в виде (4.9) и (4.10) с  вместо .
Теорема 5.1. Пусть 
        Решение задачи (5.1)(5.3) может быть представлено в виде



где функции  и  являются решениями задач (5.6), (5.7) соответственно. 
1. При любой функции  удовлетворяющей условию согласования 
(5.8), задача (5.6) имеет единственное решение , удовлетворяющее оценке 

|.

2. При любых функциях , удовлетворяющих 
условиям согласования (5.9), (5.10) задача (5.7) имеет единственное решение  и оно подчиняется оценке 



Здесь также, как и в задаче Коши раздела 4,  а   Эти условия определили пространства решений.


ЗАКЛЮЧЕНИЕ
      
          По теме «Задачи со свободной границей для  параболических  уравнений и порожденные ими нерегулярные краевые задачи» в 2018 г. согласно календарному плану НИР изучены нелинейные неклассические задачи со свободными (неизвестными) границами для уравнений и систем параболического типа; нерегулярные задачи для параболических уравнений с сингулярными по  коэффициентами при первых производных по пространственным переменным, порожденные задачами со свободной границей. 
         Нелинейные задачи в неизвестных областях сведены к эквивалентным нелинейным задачам в заданных областях при помощи невырожденных преобразований координат, построены вспомогательные функциии, при помощи которых выделены лиенйные и нелинейные части задач. Построено решение модельной линейной задачи в явном виде, установлены существование, оценки, единственность решения в пространстве Гельдера. Найдены  порядки  особенностей решений задачи Коши и первой краевой задачи  для параболических уравнений с сингулярными по  коэффициентами при первых производных по пространственным переменным, установлены  весовые пространства Гельдера для решений задач. 
         Все исследованные задачи являются новыми и ранее не рассматривались.  Для их решения использовался разнообразный математический аппарат: нелинейный анализ, теория уравнений с частными производными, интегральные преобразования Фурье и Лапласа,  функциональный анализ, теория сингулярно возмущенных задач, а также математический анализ, алгебра, геометрия.
         Работа носит  теоретический характер, полученные результаты будут применены при решении  нелинейных задач, в смежных разделах математики. Рассматриваемые нелинейные задачи являются математическими моделями реальных физических процессов, в частности, плавления и кристаллизации вещества, фильтрации жидкостей и газов, изменения концентрации примеси в веществе, поэтому они могут быть применены в физике, гидродинамике, механике сплошных сред, металлургии, мерзлотоведении, геотермии, теории фильтрации, при исследовании процессов извлечения и транспортировки нефти, мелиорации и т.д.
	В отчетном году были опубликованы 2  статьи, 7 тезисов докладов,  сделаны 1 приглашенный доклад на Международной конференции в г. Тайпэй, Тайвань, и 2 научных доклада на семинарах в Институте математики СО РАН и Институте гидродинамики СО РАН. 
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