[bookmark: _GoBack][image: C:\Users\a.alimova\Pictures\2018-10-23\011.jpg]
[image: C:\Users\a.alimova\Pictures\2018-10-23\014.jpg]


[image: C:\Users\a.alimova\Pictures\2018-10-23\015.jpg]


РЕФЕРАТ

Есеп беру мазмұны: 100 бет, 13 сурет, 11 кесте, 24 библиографиялық көздер, 2 қосымшалар.
Түйінді сөздер: МАТЕМАТИКАЛЫҚ МОДЕЛЬДЕУ, СТРИТЕР-ФЕЛПС ТЕҢДЕУІНІҢ ЖАБЫҚ ЖҮЙЕСІ, СУ САПАСЫ, КЕРІ ЕСЕП, СӘЙКЕСТЕНДІРУІ, ҚАРАПАЙЫМ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ЖҮЙЕЛЕРІ, ТУБЕРКУЛЕЗ ЖӘНЕ АҚТҚ КО-ИНФЕКЦИЯСЫНЫҢ МАТЕМАТИКАЛЫҚ МОДЕЛІ, ИММУНОЛОГИЯ, ЭПИДЕМИОЛОГИЯ, ФАРМАКОКИНЕТИКА, ОҢТАЙЛАНДЫРУ, РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ, ГЕНЕТИКАЛЫҚ АЛГОРИТМ, ГРАДИЕНТТІ ӘДІС.
Зерттеу немесе жобалаунысаны медициналық биология математикалық моделінің сандық сәйкестендіруі. 
Жұмыстың мақсаты. Биология және медицинадағы кері және қисынсыз есептерге арналған орнықтылық теориясын, сәйкестендіру және регуляризациялық сандық әдістердің дамуынан, соның ішінде оларды шешудің жаңа аралас сандық әдістерін жасау  мен құрастыруды қамтиды.
2018 жылға арналған жұмыс кезеңінің атауы. Биологияда, медицинада туындайтын кері есептерді зерттеу, осы мәселелердің теориясын, яғни жалғыздық, орнықтылық және сәйкестендіру теоремаларын құрастыру. 
Жұмысты жүргізу әдісі немесе әдістемесі.
Сезімталдықты талдау меншікті мәндер әдісімен және ортогоналды әдіспен жүзеге асырылды. Практикалық сәйкестендіру үшін Монте-Карло модельдеу әдісі таңдалды. Кері есеп мақсатты функционалын минимизациалау есебіне әкелінген және глобалды минимумды анықтау үшін біріктірілген сандық әдістер қолданылды. Жылуды имитациялау стохастикалық әдісі глобалды минимум аймағын айқындайды, осы аймақтағы кері есептің шешімін анықтау үшін градиент әдісі пайдаланылды. 
Жұмыстың нәтижесі және оның жаңалығы. Сызықты емес қарапайым дифференциалдық теңдеулермен сиппаталатын медицина және биология кері есептерінің математикалық модельдерінің сандық шешімдерінің алгоритмдері құрастырылды, атап айтқанда:
- кері есептердің теориялық және сандық регуляризациясы жасалды, бұл медицинадағы (фармакокинетика, иммунология жəне эпидемиология) жаңа жаңартылған математикалық модельдерді алуға мүмкіндік береді;
- қосымша ақпаратқа сәйкес фармакокинетика, иммунология және эпидемиология есептері  бойынша жаңартылған математикалық модельдер  есептерінің кепілді шешімін табу үшін регуляризацияланған аралас сандық алгоритмдер жасалды;
- зерттелген математикалық модельдер үшін тура және кері есептердің сандық шешімдерінің кепілді дәлдігі үшін бағалаулар алынады.
Негізгі конструктивті, технологиялық және технико-эксплуатациялық сипаттамалары. Барлық сандық шешімдер жоғары сапалы компьютерлерде жасалған.
Енгізу дәрежесі. Нәтижелерді жүзеге асыру тәжірибелік деректерді апробациялау және нақты статистикалық деректермен салыстырғаннан кейін жоспарланған.
Енгізуге ұсыныстар немесе ғылыми зерттеу жұмыстарының  мәліметтерін енгізудің нәтижелері. Алынған нәтижелерді өндіріске енгізу денсаулық сақтау ұйымдарына аурулардың дамуын болжау және бақылау үшін жаңа технологиялық шешімдерді әзірлеуге мүмкіндік береді, сонымен бірге математикалық модельдерді толығырақ қарастырмай, күтілетін нәтижелер биостатистика және биоинформатика бойынша кейінгі зерттеулерді жүзеге асыруға серпін береді.
Қолдану саласы. Биология, медицина (фармакокинетика, иммунология және эпидемиология).
Экономикалық тиімділік немесе жұмыстың маңыздылығы. Жобаның нәтижелері адами капиталдың дамуы үшін маңызды болып табылатын медициналық диагностика, судың сапасын бақылау мәселелерін зерттеу үшін пайдаланылатын болады.
Зерттеу объектісінің дамуы үшін болашаққа ұсыныстар (ғылыми-зерттеу және дамыту, бизнес-инкубациялау, коммерцияландыру және т.б.). Зерттеу нәтижелері хирургия, фармакокинетика, иммунология және эпидемиологияның жаңа технологияларының дамуына әсер етеді.
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Объектом исследования являются численная идентифицируемость математических моделей медицинской биологии.
Цель работы состоит в разработке теории устойчивости, идентифицируемости и численных методов регуляризации обратных и некорректных задач биологии и медицины, включая разработку и построение новых комбинированных численных методов их решения.
Название этапа работ на 2018 год. Исследование обратных задач, возникающих в биологии, медицине, построение теории этих задач, включая теоремы единственности, устойчивости, идентифицируемости.
Метод или методология проведения работы. Анализ чувствительности осуществлялся методом собственных значений и ортогональным методом. Для практической идентифицируемости был выбран метод моделирования Монте Карло. Обратная задача была сведена к задаче минимизации целевого функционала и для определения глобального минимума применены комбинированные численные методы. Стохастический метод имитации отжига определяет область глобального минимума, для определения в этой области решения обратной задачи был использован градиентный метод.
Результаты работы и их новизна. Разработаны алгоритмы численного решения обратных задач для математических моделей медицины и биологии, описываемые системами нелинейных ОДУ, а именно:
· построены теоретическая и численная регуляризация обратных задач, что позволит получить новые уточненные математические модели медицины (фармакокинетики, иммунологии и эпидемиологии)
- разработаны регуляризирующие комбинированные численные алгоритмы гарантированного решения задач уточнения математических моделей для задач фармакокинетики, иммунологии и эпидемиологии по дополнительной информации;
- получены оценки гарантированной точности численных решений прямых и обратных задач для исследуемых математических моделей.
Основные конструктивные, технологические и технико-эксплуатационные характеристики. Все численные решения выполнены на высокопроизводительных компьютерах.
Степень внедрения. Внедрение результатов планируется после апробации экспериментальных данных и сравнения с реальными статистическими данными.
Рекомендации по внедрению или итоги внедрения результатов НИР. Внедрение результатов в производство даст возможность организациям здравоохранения разработать новые технологические решения по осуществлению прогнозирования и контроля развития заболеваний, не углубляясь в детали математических моделей, предполагаемые результаты дадут толчок к выполнению последующих научно-исследовательских работ по биостатистике и биоинформатике.
Область применения: биология, медицина (фармакокинетика, иммунология и эпидемиология).
Экономическая эффективность или значимость работы. Результаты проекта будут использованы при исследовании проблем медицинской диагностики, мониторинга качества воды, что жизненно важно для развития человеческого капитала.
Прогнозные предложения о развитии объекта исследования (НИОКР, бизнес-инкубирование, коммерциализация и т.д). Результаты исследований повлияют на развитие новых технологий хирургии, фармакокинетики, иммунологии и эпидемиологии. 
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Системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) описывают процессы в биологии и медицине, а именно, иммунологии, эпидемиологии, фармакокинетике, социологии, экономике и др. Уравнения строятся на основе закона баланса масс и работают в замкнутой системе. Коэффициенты систем ОДУ характеризуют важные параметры иммунного ответа, скорости распространения заболевания в районе, скорости всасывания лекарственных препаратов и др., которые не могут быть определены из статистических данных и нуждаются в уточнении. Уточненные индивидуальные параметры позволят составить наиболее эффективный план лечения и план мероприятий по устранению и лечению заболевания. Одним из способов идентификации степени поражения иммунной системы, а именно параметров заболевания, иммунного ответа, а также определение оптимального лечения, является математическое моделирование. 
По найденным характеристикам иммунного ответа уже можно численно проанализировать оптимальные программы контроля лечения заболевания. На примерах математических моделей иммунологии (динамики ВИЧ) и эпидемиологии (ко-инфекции ВИЧ и туберкулеза) показаны исследования на идентифицируемость математических моделей для систем ОДУ, устойчивости обратных задач и методы их численного решения и вычислительной оптимизации, которые необходимы для разработки алгоритма регуляризации решения обратных задач. Также для определения таких важнейших показателей качества воды как биохимическая потребность воды в кислороде и коэффициент скорости биохимического потребления кислорода до настоящего времени использовалось аналитическое решение обратной задачи системы дифференциальных уравнений, описывающих процесс биохимического окисления органического вещества в водном объеме при отсутствии аэрации. Это решение было получено для частного случая, когда периоды двух измерений биохимического потребления кислорода (периоды инкубации) были кратными величинами. В данном исследовании приводится формулировка и численное решение обратной задачи для общего случая, когда периоды инкубации не обязательно являются кратными величинами.
В предложенных математических моделях содержится множество параметров, некоторые из них получены из статистической информации.
Научная новизна полученных результатов состоит:
· в разработке и исследовании уточненных совмещенных математических моделей распространения эпидемиологических процессов по заданной статистической информации за несколько предыдущих лет и иммунологических процессов внутри живого организма;
· в исследовании идентифицируемости и построении новых комбинированных численных алгоритмов решения прямых и обратных задач иммунологии, эпидемиологии и фармакокинетики, основанных на комбинации детерминистских алгоритмов (градиентные методы, метод Нелдера-Мида) и стохастических методов (метод сверхбыстрого отжига, генетический алгоритм, байесовские оценки);
· в получении оценок гарантированной точности численных решений прямых и обратных задач для исследуемых математических моделей; 
· в получении фазовых портретов динамических систем, которые позволяют исследовать на устойчивость указанные системы. 
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Исследована теоретическая и численная идентифицируемость математических моделей медицинской биологии [1]. Изучены методы (собственных значений, ортогональный метод, числа обусловленности и т.д.) анализа матрицы чувствительности обратной задачи для математической модели системы нелинейных ОДУ, записанной в векторном виде:

		(1.1)

где матрица чувствительности имеет вид: 

(1.2)

и зависит от числа разбиений сетки (количества измерений обратной задачи).
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Ортогональный метод был предложен в [2]. Основная идея этого подхода состоит в том, чтобы исследовать линейные зависимости столбцов матрицы чувствительности S, определенной формулой (1.2). Таким образом, одновременно можно оценить, как чувствительность параметров к входным данным, так и зависимость между параметрами.
Метод выполняет итерации по столбцам l матрицы чувствительности S (). Те столбцы l, которые соответствуют идентифицируемым параметрам, собираются в матрице E. Алгоритм начинается с выбора столбца с наибольшей суммой квадратов в первой итерации (в итерации i + 1 выбраны i столбцов). В порядке их выбора эти столбцы образуют матрицу E. Следующим шагом является выбор столбца l, который проявляет наибольшую независимость от векторного пространстваV, натянутого на столбцы E. Точнее, ортогональная проекция l на V вычисляется и интерпретируется как кратчайшее расстояние между V и l. Если длина близка к нулю, то l почти линейно зависит от столбцов матрицы E. И наоборот, большое значение указывает, что параметр  линейно независим от столбцов E. Ортогональный метод находит тот столбец из S, который является настолько независимым, насколько это возможно. Этот параметр  выбирается в качестве следующего идентифицируемого параметра.
В [2] останавливают процесс выбора идентифицируемых параметров, как только максимальная величина будет ниже значения отсечки , выбор которого довольно произволен. Например, [3] уставил . В настоящей работе мы не применяем этот критерий остановки, а оцениваем все параметры от наиболее идентифицируемых до наименее идентифицируемых параметров и анализируем значение  в целом.
Таким образом, ортогональный метод строит последовательность идентифицируемых параметров, основываясь на взаимодействии столбцов матрицы чувствительности (1.2).
Алгоритм:
1) Задаем критерий остановки , массив идентифицируемых параметров  и массив неидентифицируемых параметров . Строим матрицу чувствительности S вида (1.2).
2) Выбираем столбец l с наибольшей суммой квадратов элементов, добавляем его в матрицу E как первый столбец, удаляем его из S. Элемент l добавляем в массив I, и удаляем из U.
3) Если U пусто, то останавливаем алгоритм: для данной модели все параметры идентифицируемы. Иначе переходим на шаг 4.
4) Для , где n - количество оставшихся столбцов из S, вычисляем перпендикуляры:



5) Выбираем столбец l с наибольшей суммой квадратов элементов. Если , то останавливаем алгоритм. Все параметры из I идентифицируемы, иначе переходим на шаг 6.
6) Добавляем элемент l в I, удаляем его из U, соответствующий столбец удаляем из S и добавляем в E, переходим на шаг 3.
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На основе свойств собственных значений гессиана матрицы чувствительности определяем последовательность неидентифицируемых параметров методом собственных значений.
Метод собственных значений был впервые предложен в [4]. Этот подход основан на свойствах собственных значений и собственных векторов матрицы
				(1.3)

где S - матрица чувствительности, определенная формулой (1.2), - заданный вектор параметров. Таким образом, H - симметричная положительно определенная матрица, поэтому ее собственные значения вещественны, обозначим их через (), а соответствующие собственные векторы через  (). Номер l самого неидентифицируемого параметра равен номеру l максимального элемента в собственном векторе, который соответствует минимальному собственному значению  матрицы H. Этот параметр  выбирается в качестве следующего неидентифицируемого параметра.
Можно останавливать процесс выбора неидентифицируемых параметров, как только максимальная величина будет ниже значения отсечки , выбор которого довольно произволен. Однако, как и для предыдущего метода, мы оцениваем все параметры от наиболее идентифицируемых до наименее идентифицируемых параметров. 
Таким образом, метод собственных значений строит последовательность от самых идентифицируемых параметров до менее идентифицируемых, основываясь на исследовании собственных чисел и собственных векторов матрицы H вида (1.3).
Алгоритм:
1) Задаем критерий остановки , массив идентифицируемых параметров  и массив неидентифицируемых параметров . Строим матрицу чувствительности S (1.2).
2) Если I пусто, то останавливаем алгоритм. Для данной модели все параметры неидентифицируемы. Иначе переходим на шаг 3.
3) Вычисляем матрицу H (1.3). Для нее находим собственные значения () и собственные векторы .
4) Если, то останавливаем алгоритм. Параметры, находящиеся в I идентифицируемы. Иначе переходим на шаг 5.
5) Выбираем l: (максимальный элемент в собственном векторе, который соответствует минимальному собственному значению). Добавляем l в множество неидентифицируемых параметров U, удаляем из I, удаляем соответствующий столбец из матрицы S и переходим на шаг 2.
В случаях матриц больших размерностей или неравномерно заполненных матриц метод собственных значений является неустойчивым [5]. В таких случаях рекомендуется использовать метод, основанный на сингулярных числах [6], так как известно [7], что число обусловленности матрицы S определяет условность (некорректность) системы (1.1). Чем больше число обусловленности, тем выше некорректность обратной задачи (для обращения матрицы S требуется применение методов регуляризации).
Прежде, чем применять методы анализа чувствительности на конкретных моделях, необходимо, чтобы эти модели были структурно идентифицируемы [8]. Приведенная ниже математическая модель эпидемиологии была проверена с помощью открытого программного пакета COMBOS (identifiable combinations of parameters), который показал, что модель является структурно идентифицируемой. Следовательно, далее рассмотрим чувствительность параметров методом собственных значений и ортогональным методом.
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Рассматривается математическая модель эпидемиологии ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ:

	(1.4)




Здесь S(t) - количество не зараженных индивидов, L(t) - количество индивидов латентно зараженных ТБ (без ВИЧ), I(t) - количество индивидов с активной формой ТБ (без ВИЧ), T(t) - количество индивидов вылеченных от ТБ (без ВИЧ), J1(t) - количество индивидов зараженных ВИЧ (без ТБ), J2(t) - количество индивидов зараженных ВИЧ и латентно зараженных ТБ, J3(t) - количество индивидов зараженных ВИЧ и активной формой ТБ, A(t) - количество индивидов со СПИД.- общее количество населения,  - активная популяция,  - лица, зараженные ВИЧ.


Данная модель содержит множество параметров, 6 из которых индивидуальны в каждом конкретном случае и нуждаются в уточнении . Значения параметров  приведены в таблице 1.1.


Таблица 1.1 – Определения параметров, используемых в модели (1.4)

	Параметр
	Описание
	Единицы
	Значение

	

	скорость развития активной формы ТБ (без ВИЧ)
	год
	0,05

	

	скорость развития активной формы ТБ (с ВИЧ)
	год
	0,25

	

	скорость лечения от ТБ (без ВИЧ)
	чел/год
	1

	

	скорость перехода ВИЧ к СПИД для группыJ1(t)
	год
	0,1

	

	скорость перехода ВИЧ к СПИД для группыJ2(t)
	год
	0,2

	

	скорость перехода ВИЧ к СПИД для группыJ3(t)
	год
	0,5



Пусть о системе (1.4) известна дополнительная информация в точках 𝑡𝑘только о трех группах индивидуумов:



Модель ко-инфекции ТБ и ВИЧ состоит из 8 уравнений, а информация𝑦(𝑡𝑘) известна только о трех из них один раз в год в течении K=5 лет. Значения параметров, зависящих от популяции и начальные данные взяты из статистической информации:
𝑆(0) = 430, 𝐿(0) = 3854.5, 𝐼(0) = 16.875, 𝑇(0) = 3.412, 𝐽1(0) = 3.2757, 𝐽2(0) =27.7, 𝐽3(0) = 1.4,𝐴(0) = 0.357, Λ = 43, 𝑁 = 4315.76, 𝜇 = 0.0143 в тысячах человек, 𝜆*𝜎 = 0.529, 𝑑* = 0.222, 𝑓 = 0.997, 𝛽 *𝑐 = 0.99927, 𝑑 = 0.06685.Таким образом, 𝑦 = 𝑦𝑖(𝑡𝑘), где 𝑖 = 1,2,3, 𝑘 = 1,…,5. Данная модель содержит множество параметров, некоторые из них получены из статической информации.
Результаты применения алгоритмов идентифицируемости приведены в таблице 1.2.

Таблица 1.2 – Последовательность идентифицируемых параметров

	Величина δ
	Идентифицируемые параметры метода собственных значений
	Величина δ
	Идентифицируемые параметры ортогонального метода

	>35320
	

	>35320
	


	>11
	

	>10
	


	>2.3
	

	>2.1
	


	<2.3
	

	<2.1
	





Заметим, что последовательности каждым из методов от самого идентифицируемого параметра до самого неидентифицируемого совпадают , и самым неидентифицируемым параметром является 𝑘*.
Рассмотрим критерий 𝛿 выбора, следующего идентифицируемого / неидентифицируемого параметра. Для ортогонального метода 𝛿 это значение нормы перпендикуляра, а для метода собственных значений – минимальное собственное значение матрицы 𝐻. На рисунке 1.1 представлены упорядоченные, а) минимальные собственные значения для всех параметров модели (1.4), б) значения норм перпендикуляра. Параметры с наибольшим значением являются более идентифицируемыми.
Видно, что в случае метода собственных значений наименее идентифицируемым параметром является параметр 𝑘* (при этом 𝛿 = 0.36), а в случае ортогонального метода самые неидентифицируемые 𝑘* и 𝛼2 имеют одинаковые значения 𝛿 = 2. Следовательно, проанализировав одновременно модель обоими методами, можно сделать вывод, что параметр 𝑘*может повлиять на зашумленное решение обратной задачи модели (1.4) с дополнительной информацией, заданной о трех функциях.
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	а) Минимальные собственные значения
	б) Значения норм перпендикуляра

	Рисунок 1.1 – Упорядоченный критерий 𝛿 выбора, идентифицируемого/ неидентифицируемого параметра
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Анализ практической идентифицируемости позволяет оценить параметры модели с приемлемой точностью из зашумленных экспериментальных данных. Методы практической идентифицируемости требуют наличия заранее заданных параметров, и для методов важно качество и количество экспериментальных данных. Предположим, что измерения𝑦(𝑡) даны с ошибкой 𝜀(𝑡) с нулевым средним и дисперсией 𝜎2(𝑡):

	y(𝑡) = ℎ(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑞) + 𝜀(𝑡),	

В [9] предложен подход для практического анализа идентифицируемости моделей ОДУ путем изучения корреляций между параметрами модели. Чтобы вычислить коэффициенты корреляционной матрицы, необходимо вычислить ковариационную матрицу через матрицу Фишера. Ограничением подхода корреляционной матрицы является то, что он требует надежной оценки не только параметров, но и их корреляционной матрицы. Это может быть проблемой для модели с большим количеством параметров, которые будут влиять на вычисления и выводы по корреляционной матрице. Кроме того, метод корреляционной матрицы позволяет проверить, не различима ли какая-либо пара параметров и не дает оценки более чем для двух параметров. Следует заметить также, что метод выявляет неразличимую пару и не указывает на тот параметр, который более неидентифицируемый.
Метод Монте-Карл [10] является методом выборки с использованием случайных чисел и распределений вероятностей. Метод моделирования Монте-Карло сначала определяет возможные входы (например, уровень шума измерения), а затем случайным образом генерирует входы в соответствии с определенными распределениями вероятностей (например, нормальное распределение с нулевым средним), а затем использует входы для выполнения определенных расчетов (например, добавлять случайные ошибки к данным и подгонять модель к имитируемым шумным данным) и, наконец, агрегировать результаты отдельных вычислений (например, среднюю ошибку в оценках параметров).
Таким образом, для каждого параметра модели исследуется значение средней относительной ошибки


							(1.5)



где  - l-ый параметр точного значения вектора q,  - l-ый параметр вычисленного решения обратной задачи вектора q, N–количество сгенерированных измерений (обратных задач). Если значение ARE для некоторого параметра недопустимо высокий, можно утверждать, что этот параметр не является практически или статистически идентифицируемым.
Алгоритм:

1) Задаем точные значения параметров , которые могут быть известны из статистической информации или из литературных источников.

2) Решаем прямую задачу и получаем измерения  в фиксированные моменты времени.

3) Генерируем N наборов (например, 100) данных измерений  с заданным уровнем шума.

4) Решить обратную задачу для каждого из N смоделированного набора данных для получения параметров .
5) Вычисляем среднюю относительную ошибку оценки (ARE) для каждого элемента вектора q по формуле (1.5).
Таким образом, значение ARE используется для оценки параметров. Для очень небольшой погрешности измерения параметры должны быть близки к истинным значениям и ARE должно быть близко к 0. Когда ошибка измерения увеличивается, значение ARE также будет возрастать. Следовательно, можно проследить как каждый параметр ведет себя при разных входных данных [8]. Если значение ARE для некоторого параметра недопустимо высокий, можно утверждать, что этот параметр не является практически или статистически идентифицируемым. Кроме того, нет четкого правила насколько высоко должно быть значение ARE, прежде чем заявить о не идентифицируемости параметра для конкретной задачи.
Хоть метод является понятным и простым в реализации, но минусом данного подхода является высокие вычислительные и временные затраты, так как приходится 𝑁 раз решать обратную задачу.
Проведено исследование идентифицируемости и построены новые комбинированные численные алгоритмы решения прямых и обратных задач иммунологии, эпидемиологии и фармакокинетики, основанные на комбинации детерминистских алгоритмов (градиентные методы, метод Нелдера-Мида) и стохастических методов (метод сверхбыстрого отжига, генетический алгоритм, байесовские оценки).На примере математической модели динамики ВИЧ-инфекции с лечением [11] исследована обратная задача определения параметров модели (1.6)-(1.7). 


		(1.6)

с начальными условиями


.

Обратная задача (1.6)–(1.7) сводится к задаче минимизации целевого функционала, характеризующего степень отклонения данных моделирования от экспериментальных данных.


(1.7)

Исследуем на идентифицируемость вектор из трех параметров 𝑞 = (𝑘1,𝑘2,𝜆1). Здесь  - неинфицированные и инфицированные Т-лимфоциты,  - неинфицированные и инфицированные макрофаги,  – свободный вирус,  – иммунные эффекторы. Лечение в модели (1.6) характеризуется параметрами  и , которые могут принимать значения от 0 до 1. Чем ближе параметры к 1, тем эффективней лечение. Математическая модель (1.6) содержит 19 параметров, которые характеризуют особенности иммунитета и заболевания пациента: , , , , , , , , , , , , , , , , , , . Большинство из этих параметров определены достаточно точно из медицинских данных [12]. А три из них , , нуждаются в уточнении: ,  – скорости инфицирования Т-лимфоцитов и макрофагов соответственно, – скорость производства Т-лимфоцитов. Пусть .
Задача идентификации параметров (обратная задача) для математической модели (1.6) с начальными условиями заключается в определении вектора параметров  по дополнительной информации о концентрациях Т-лимфоцитов в организме  , свободного вируса  и иммунных эффекторов  в фиксированные моменты времени , которые указаны в (1.7). 
Предположим, что имеются зашумленные данные только о трех функциях (1.7) в течение 3 месяцев:

𝑦(𝑡) = ℎ(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑞) + 𝜀,

где ошибка распределена по Гауссовскому закону 𝜀∈𝒩(𝜇,𝜎2) с нулевым средним 𝜇 = 0 и дисперсией 𝜎2(𝑡) = 1/5. Исследуем модель с разным количеством измерений: 𝐾 = 4 соответствует измерениям примерно раз в три недели, 𝐾 = 8 – раз в две недели и 𝐾 = 15 – примерно раз в неделю.
В этом случае матрицы корреляций 𝑅 для разного количества измерений, полученные методом корреляционной матрицы, имеют следующий вид:




 при К=4,  при К=8,  при К=15.

Отметим, что чем больше измерений, тем лучше будет результат определения параметров и, следовательно, корреляция между параметрами уменьшается.
Рассмотрим результаты метода моделирования Монте-Карло с теми же данными и условиями. В таблице 1.3 приведены значения ARE для разного количества измерений и уровня шума. Для решения обратной задачи для математической модели динамики ВИЧ инфекции был использован генетический алгоритм. Из матриц 𝑅1,2,3 видно, что параметры 𝑘1 и 𝑘2 коррелируют между собой, а метод моделирования Монте-Карло показал, что в этой паре наиболее неидентифицируемым является 𝑘2, так его относительная ошибка ARE достаточно высокая.

Таблица 1.3 –Значение ARE, полученное методом моделирования Монте-Карло для обратной задачи (1.6)-(1.7)

	Количество измерений
	Уровень шума
	Относительная ошибка ARE

	
	
	
	
	

	К=4
	10%
20%
30%
	1.52
2.64
5.25
	1.97
4.04
8.72
	43.65
47.21
45.28

	К=8
	10%
20%
30%
	1.12
1.81
3.48
	0.95
1.79
3.56
	48.43
49.10
48.01

	К=15
	10%
20%
30%
	0.69
1.05
1.70
	0.71
2.40
1.85
	41.18
44.93
48.92
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Анализ идентифицируемости является важным шагом в исследовании математической модели, он необходим для корректного решения обратной задачи, так как показывает единственность, существование и/или устойчивость решения. Были теоретически исследованы математические модели распространения ко-инфекции ТБ и ВИЧ и динамики ВИЧ инфекции. Анализ чувствительности осуществлялся методом собственных значений и ортогональным методом. Для практической идентифицируемости был выбран метод моделирования Монте Карло. 
Для математической модели распространения ко-инфекции ТБ и ВИЧ были исследованы на идентифицируемость 6 параметров: скорость развития активной формы ТБ без и с ВИЧ, скорость лечения ТБ без ВИЧ и скорости переходов ВИЧ в СПИД для групп, зараженных ВИЧ и активной формой ТБ, зараженных ВИЧ и латентно ТБ и зараженных ВИЧ без ТБ. Методами чувствительности показано, что шесть параметров (из 15 доступных) однозначно идентифицируются по данным измерений количества инфекционных туберкулезом (без ВИЧ), инфицированных ТБ и ВИЧ и больных СПИДом в течение 5 лет. На практике, если матрица чувствительности имеет полный ранг, но собственные значения разного порядка, параметры, соответствующие наименьшим собственным значениям, теоретически идентифицируемы, но могут быть практически неидентифицируемы. При таких обстоятельствах подходы, основанные на чувствительности, по-прежнему полезны в смысле определения теоретически неидентифицируемых параметров и управления некорректностью линеаризованной обратной задачи. Методы практической идентифицируемости показали, что 2 параметра могут повлиять на решение обратной задачи.
Для математической модели динамики ВИЧ инфекции были исследованы на идентифицируемость 4 параметра: клетки-мишени типов 1 и 2 и уровни инфицирования популяций 1 и 2 по данным измерений концентраций свободных вирусов, клеток иммунного эффектора и сумме концентраций, инфицированных и нет Т-лимфоцитов в течение 90 дней. Методами анализа чувствительности показано неравномерное вхождение параметров в систему (производные по одному из параметров равны нулю). Методы практической идентифицируемости применялись для исследования 3 параметров и показали, что еще один параметр может повлиять на решение обратной задачи.
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Рассматривается математическая модель эпидемиологии ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ (1.4):



Пусть известна дополнительная информация о трех функциях в фиксированные моменты времени :





Математическая модель ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ состоит из 8 уравнений, но данные измерений известны только о трех из них раз в год в течение 5 лет. То есть имеем Данная модель содержит множество параметров, 6 из которых индивидуальны в каждом конкретном случае и нуждаются в уточнении. Исходя из анализа идентифицируемости (пункт 1.3) будем определять лишь 4 идентифицируемых параметра . 
Разработаны и проанализированы численные методы решения прямых задач для систем нелинейных ОДУ, описывающих процессы в фармакокинетике (математическая модель С-пептида), эпидемиологии (математическая модель ко-инфекции ВИЧ и туберкулеза, математическая модель туберкулеза с лечением) и иммунологии (математическая модель динамики ВИЧ с лечением, математическая модель динамики новообразований), основанные на модификациях схем Рунге-Кутта, Эйлера.
Проведена разработка и анализ численных алгоритмов решения задач определения коэффициентов систем нелинейных ОДУ по дополнительной статистической информации.
Значения параметров, зависящих от популяции и начальные данные взяты из статистической информации:
(0) = 430, 𝐿(0) = 3854.5, 𝐼(0) = 16.875, 𝑇(0) = 3.412, 𝐽1(0) = 3.2757, 𝐽2(0) =27.7, 𝐽3(0) = 1.4,𝐴(0) = 0.357, Λ = 43, 𝑁 = 4315.76, 𝜇 = 0.0143 в тысячах человек, 𝜆*𝜎 = 0.529, 𝑑*= 0.222, 𝑓 = 0.997, 𝛽 *𝑐 = 0.99927, 𝑑 = 0.06685.
В векторном виде обратная задача записывается следующим образом:






Здесь вектор-функция , данные .
Обратная задача была сведена к задаче минимизации целевого функционала в виде:


.

Ввиду того, что задача минимизации целевого функционала является многопараметрической, то для определения глобального минимума необходимо применение комбинированных численных методов. Стохастический метод имитации отжига определяет область глобального минимума, а для определения в этой области решения обратной задачи был использован градиентный метод, состоящий в итерационной последовательности определения решения обратной задачи:






Здесь параметр спуска  характеризует метод наискорейшего спуска, градиент целевого функционала  имеет следующий вид [13]:


.


Здесь вектор-функция  является решение сопряженной задачи:




Матрицы Якоби имеют следующий вид:


.

Результат решения обратной задачи для математической модели ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ совмещенным методом имитации отжига с градиентным методом представлен в таблице 2.1 [14].

Таблица 2.1 – Решение обратной задачи для математической модели ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ

	Параметр
	Относительная ошибка решения q

	

	


	

	


	

	


	

	





Отметим, что для каждого параметра относительная ошибка меньше 0,001%, а параметры восстановлены лучше остальных, как показал анализ идентифицируемости. Результат решения прямой задачи (1.4) при найденных параметрах приведен на рисунке 2.1 для трех измеряемых функций. Красные точки описывают статистические данные, не участвовавшие при решении обратной задачи, а приведены для сравнения прогноза методами решения обратных задач. Показано, что полученное решение (сплошная линия) хорошо согласуется с реальными данными и служит достоверным прогнозом.
Таким образом, созданы эффективные численные алгоритмы решения обратных задач для систем ОДУ (для задач эпидемиологии, фармакокинетики и иммунологии), основанные на комбинировании стохастических и градиентных методов.
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Черные точки означают данные обратной задачи, красные точки – статистические данные, учтенные для предсказания. Сверху слева –количество индивидов с активной формой ТБ (без ВИЧ), сверху справа - количество индивидов зараженных ВИЧ и активной формой ТБ, снизу - количество индивидов со СПИД. Все значения указаны в тыс.чел.

Рисунок 2.1 – Численное решение задачи распространения ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ с уточненными параметрами (сплошная линия) 
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Для решения обратной задачи внутриклеточной динамики ВИЧ (1.6)-(1.7):

		

.



на основе эвристического метода (генетического алгоритма) получен вектор  индивидуальных параметров конкретного пациента (постановку задачи и описание параметров и функций см. в пункте 1.4) [15]. На рисунке 2.2 представлены графики решения прямой задачи (1.6) (сплошные линии) для полученных параметров, и измерения концентраций (1.7) в фиксированные моменты времени (треугольники). Таким образом, по графикам видно, что полученная величина относительной ошибки определения параметров модели достаточно мала, чтобы получить модель, хорошо согласующуюся с измерениями.
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Треугольники на графиках – измерения концентраций в фиксированные моменты времени.

Рисунок 2.2 – Графики концентраций иммунных эффекторов (слева), свободного вируса  (в центре) и Т-лимфоцитов  (справа)

Когда индивидуальные параметры иммунитета и заболевания пациента идентифицированы, необходимо определить оптимальное лечение, подходящее конкретному пациенту. Полагая параметры модели (1.6) известными, вводим лечение  в математическую модель (1.6). Следовательно, задача определения оптимального лечения состоит в нахождении функциипо известным параметрам  и начальным данным . Данная задача сводится к задаче минимизации функционала, в котором мы минимизируем вирусную нагрузку в организме и затраты на лечение. На основе принципа максимума Понтрягина получен оптимальный контроль лечения. На рисунке 2.3 представлены графики развития болезни для полученной функции контроля лечения (красная линия) и динамика развития заболевания для полного лечения,  (синяя линия). Графики показывают, что при полученном оптимальном лечении количество вируса и инфицированных Т-лимфоцитов и макрофагов в организме в конечный момент времени меньше, чем при полном лечении.
Получены оценки погрешности численного решения обратных задач, основанные на аппроксимации, погрешности применяемых алгоритмов и оптимизации вычислений. Доверительный интервал для параметра  [11]:

,

здесь  – оценка параметра , полученная с помощью генетического алгоритма,  – стандартная ошибка. Величина  вычисляется из распределения Стьюдента, для  (т.е. рассматривается 95-ти процентный доверительный  интервал). Результаты анализа приведены в таблице 2.2.

Таблица 2.2 – Погрешность восстановления параметров математической модели динамики ВИЧ

	Название параметра
	Точное значение параметра, 
	Полученные параметры, 
	Доверительный интервал

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	



Для оптимизации численных расчетов к разработанным алгоритмам применены техники параллельного программирования.
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Рисунок 2.3 – Графики развития болезни для оптимального контроля лечения (красная линия) и динамика развития заболевания для полного лечения,  (синяя линия)

Для задачи внутриклеточной динамики ВИЧ с лечением (иммунология) и для задачи распространения ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ (эпидемиология)применены стохастические методы (методы имитации отжига, генетический алгоритм), что позволило с высокой вероятностью определить область глобального минимума целевого функционала в задачах оптимизации. После этого оптимально использование детерминистских методов градиентного типа для гарантированного решения обратной задачи (опираясь на теоремы сходимости полученного решения к точному).
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Рассматривается замкнутая система Стритера – Фелпса [16], которая описывается следующими уравнениями:


					(3.1)


где  – время, функция L – это концентрация растворенного органического вещества, выраженная в кислородных единицах, а функция C– концентрация растворенного кислорода, CS – концентрация кислородного насыщения, k0 и k2 – константы, характеризующие скорость биохимического потребления кислорода и скорость реаэрации. 

Отметим, что система (3.1) получается из классической системы Стритера – Фелпса, предложенной в работе [17], путем добавления третьего уравнения, которое отражает гипотезу о том, что  – не константа, а величина, пропорциональная безразмерной концентрации растворенного в воде кислорода.
Система (3.1) при условиях 


				(3.2)

описывает процесс распада органического вещества, происходящий в пробе воды, помещенной в колбу при определении величины биохимического потребления кислорода, а также в покрытых льдом речных руслах и водоемах. 


Условие  означает отсутствие аэрации (колба герметична), а условие  показывает, что начальная концентрация растворенного органического вещества, выраженная в кислородных единицах, равна биохимической потребности в кислороде.
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В системе (3.1), (3.2) неизвестными считаются параметры  и . Для их определения путем гидрохимического измерения находятся два значения функции  в моменты времени , что можно записать в виде следующего условия


					(3.3)


Тогда обратная задача формулируется следующим образом: определить значения  так, чтобы соответствующее решение задачи (3.1), (3.2) удовлетворяло условию (3.3).

Аналитическое решение обратной задачи системы (3.1) – (3.3) для частного случая, когда , было получено в работе [18]. 
Сформулируем в общем виде обратную задачу системы (3.1) – (3.3) как оптимизационную, связанную с минимизацией функционала вида


					 (3.4)


Требуется определить значения неизвестных параметров  из условия минимума целевого функционала (3.4).
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Для решения поставленной задачи используется градиентный метод [7]. Покажем, что градиент функционала (3.4)  – это вектор, компоненты которого определяются соотношениями


					 (3.5)

							(3.6)


где функции  – решение следующей сопряженной системы


		(3.7)

с условиями


					(3.8)

Найдем приращение функционала


.

Используя свойства дельта-функции Дирака можно переписать полученную разность в виде


.



Здесь – некоторые числа,  – любая функция, удовлетворяющая условию 


,


а через  обозначены вариации




Очевидно, что 





Найдем производную функции :


,

где слагаемое


.




Можно показать, что имеет более высокий порядок малости чем. Аналогично вычисляется производная 




Умножим эти соотношения на произвольные функции . Сложим получившие выражения и проинтегрируем результат от  до . Применим формулу интегрирования по частям к левой и правой части получившегося выражения, после чего также имеем более высокий порядок малости чем .


Считая, что , где – решение сопряженной задачи (3.7), (3.8), можно переписать приращение функционала в виде


.




Разделив на и переходя к пределу при , получим




Откуда по определению следуют формулы (3.5), (3.6).
Используя градиент функционала, можно составить алгоритм численного решения поставленной задачи, который состоит из следующих этапов:

1. Выбираем начальные приближения искомых параметров  .

2. Считая, что  известны, решаем прямую задачу (3.1), (3.2).
3. Вычисляем значение функционала (3.4).


4. Если выполнено условие остановки то прерываем алгоритм и текущие значения  берем в качестве искомых. В противном случае решаем сопряженную задачу (3.7), (3.8).
5. По формулам (3.5), (3.6) вычисляем градиент функционала .
6. Находим следующее приближение 





где – параметр градиентного метода. 

7. Присваеваем  и переходим к пункту 2. 
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Для нахождения минимума функционала (3.4) воспользуемся методом Нелдера – Мида [19], суть которого применительно к нашей задаче состоит в следующем. 





Рассмотрим -ю итерацию алгоритма. Пусть  является i-й вершиной симплекса на -м этапе поиска, , и пусть значение целевого функционала в этой вершине . Отметим вершины с минимальным и максимальным значениями и обозначим их следующим образом: 







Обозначим через  – центр тяжести вершин  без точки с максимальным значением функционала.  Центр тяжести вычисляется по формуле




Начальный многогранник выбираем в виде регулярного симплекса с вершиной в начале координат. Процедура отыскания вершин, в которых целевой функционал имеет лучшее значение, состоит из следующих операций. 





1. Отражение. Проектируем точки через центр тяжести в соответствии со следующим соотношением: ,где  – коэффициент отражения (в данном случае взято).


Вычисляем значение функционала в найденной точке . Если значение функционала в данной точке , то переходим к четвертому пункту алгоритма – операции редукции. 




Если  и , то выполняем операцию растяжения. В противном случае, если  и ,  то выполняется операция сжатия. 
2. Растяжение. Проверяются два неравенства:
· 





если  (меньше минимального значения на -м этапе), то вектор растягивается в соответствии с соотношением:, где  – коэффициент растяжения (здесь ); 
· 





если  то заменяется на и процедура продолжается с операции отражения при В противном случае заменяется на и также переходим к операции отражения. 










3. Сжатие. Еслидля , то вектор сжимается в соответствии с формулой:  где  – коэффициент сжатия, которое взято . После этого, точка заменяется на , и переходим к операции отражения сЗаново ищется .







4. Редукция. Если, то все векторы уменьшаются с отсчетом от точки по формуле: , где  –  коэффициент редукции (в данном случае) и осуществляется переход к операции отражения(на начало алгоритма с ). 
Для остановки алгоритма используется следующее соотношение: 


,


при выполнении которого текущие значения  берем в качестве искомого решения. 
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Как было отмечено, в случае, когда , рассматриваемая обратная задача допускает аналитическое решение, которое определяется соотношениями 


		(3.9)


где .
Аналитическое решение (3.9) использовалось (см. рисунки 3.1 – 3.3) для проверки эффективности описанных алгоритмов.
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Приводимые ниже результаты обратной задачи получены для двух модельных значений, а именно – , выбранных в качестве искомых величин.

В качестве начального приближения выбраны значения: . 






В таблице 3.1 приведены результаты вычислений с точными значениями , где  (суток). Здесь  –  восстановленные значения искомых параметров,  – абсолютные погрешности вычислений,  –  относительные погрешности,  – соответствующее значение функционала. 


Таблица 3.1 – Результаты вычислений с точными значениями  (при нулевом шуме)

	Метод
	

	

	

	

	

	

	


	Нелдера – Мида
	0,2296
	20,027
	0.0004
	0,0272
	0,0018
	0,0014
	10-7

	Градиентный
	0,22999
	20,0001
	2×10-7
	0,00011
	8×10-6
	6×10-6
	10-12

	Аналитическое решение
	0,2101
	20,046
	0,0199
	0,045
	0,0865
	0,0023
	0,045



Из таблицы 3.1 видно, что оба численных метода (Нелдера – Мида и градиентный) дают схожие с аналитическим методом результаты.  При этом неизвестные параметры восстанавливаются достаточно точно.

 В таблице 3.2 приведены результаты расчетов, выполненные для случая, когда величины  увеличивались на 10% от своего начального значения (так называемый «шум» 10%). 




Из таблицы 3.2 следует, что при значениях , заданных с шумом в 10%, искомые параметры восстанавливаются хуже по сравнению решением для нулевого шума. Так например, расчетная величина L0 варьируется в диапазоне , а  в диапазоне . 

Таблица 3.2 – Результаты вычислений при шуме в 10%

	Метод
	

	

	

	

	

	

	


	Нелдера – Мида
	0,1662
	24,428
	0,0638
	4,4277
	0,2776
	0,2214
	10-14

	Градиентный
	0,1661
	24,428
	0,0639
	4,428
	0,2776
	0,2214
	10-11

	Аналитическое
решение 
	0,13002 
	24,461 
	0,09998 
	4,4613 
	0,4347 
	0,2231 
	0,4683






На рисунках 3.1 – 3.3 приведены сравнения функций  – решений задачи (3.1) – (3.2), соответствующих восстановленным параметрам, полученных при помощи аналитического (сплошная линия) и численного решения обратной задачи. Здесь штриховой линией показаны функции, соответствующие восстановленным параметрам в случае точных значений  , а пунктирными – восстановленным параметрам с 10% шумом. Причем верхняя пунктирная линия соответствует случаю, когда  увеличивались, а нижний – уменьшались на 10%.
Из рисунков 3.1 – 3.3 видно, что графики функций, соответствующие численному решению обратной задачи, достаточно близки аналитическому решению.
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Рисунок 3.1 – Зависимости концентрации растворенного ОВ от времени, полученные при аналитическом и численном решениях обратной задачи

[image: 2]

Рисунок 3.2 – Зависимости концентрации РК от времени, полученные при аналитическом и численном решениях обратной задачи
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Рисунок 3.3 – Зависимости функции  (где ) от времени, полученные при аналитическом и численном решениях обратной задачи
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[bookmark: _Toc527988260]4.1 Обратная задача фармакокинетики

Рассматривается задача фармакокинетики развернутой двухкамерной кинетической модели С-пептида (4.1), содержащей 8 неизвестных параметров [20]:

	(4.1)

Три из них относятся к кинетике С-пептида (показателя, отражающего уровень секреции инсулина): ; остальные пять относятся к секреции поджелудочной железы: α, β, m, G и h. Параметр G отвечает за концентрацию глюкозы. Для данной модели по умолчанию G=100, =1500. Где  - концентрация С-пептида в камере 1, - концентрация С-пептида в камере 2. Камера 1 представляет плазму крови, а камера 2 – ткани, x-количество неустойчивого (labile) инсулина в бета-клетках, y -доля запаса инсулина, которая распределяется в бета-клетках, способных его высвободить. Параметры   и  обозначают скорость передачи между двумя камерами, - убыток из камеры 1. 
Прямая задача решалась (Рисунок 4.1) методом Рунге-Кутта для определения правильности реализации модели при данных известных значениях параметров и начальных условиях.
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Рисунок 4.1 – Динамика концентрации С-пептида в камере 1, С-пептида в камере 2, количества неустойчивого инсулина и доли запаса инсулина 

Прямая задача данной модели решалась при условиях, показанных в таблице (4.1).

Таблица 4.1 – Начальные условия прямой задачи

	Временные параметры модели

	T
	Время моделирования, дни
	10

	Ht
	Шаг разбиения сетки по времени
	0,1

	Начальный данные модели

	
	Концентрация С-пептида в камере 1
	0

	
	Концентрация С-пептида в камере 2
	0

	
	Количество неустойчивого (labile) инсулина в бета-клетках 
	1500

	
	Доля запаса инсулина, которая распределяется в бета-клетках, способных его высвободить 
	0

	Параметры уравнений модели

	
	Параметр кинетика С-пептида 
	0,064

	
	Параметр кинетика С-пептида 
	0,05

	
	Параметр кинетика С-пептида 
	0,056

	
	Параметр секреции поджелудочной железы 
	0,57

	
	Параметр секреции поджелудочной железы 
	0,065

	
	Параметр секреции поджелудочной железы 
	11,32

	
	Концентрация глюкозы
	100

	
	Параметр секреции поджелудочной железы 
	4,94
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В системе (4.1) неизвестными считаются вектор параметров                   . В общем виде обратная задача системы (4.1) формулируется как оптимизационная, связанная с минимизацией следующего функционала:


(4.2)

где  это точное решение,                      – дополнительная статистическая информация с добавлением шума. Требуется определить значения неизвестных параметров вектора  из условия минимума целевого функционала (4.2).
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Наблюдаемые переменные по-разному зависят от разных параметров, и это можно использовать для ранжирования параметров в порядке их относительного влияния на прогнозы модели. Такое влияние может быть количественно оценено с помощью параметрической чувствительности.
Локальная параметрическая чувствительность для данного эксперимента e, наблюдаемого переменного o и время ts определяется следующим образом:

				(4.3)

Соответствующие относительные чувствительности, , могут использоваться для оценки влияния или важности отдельного локального параметра, то есть для установления ранжирования параметров. 
Альтернативным методом, который может дать более точные оценки, является выборка с применением метода «латинского гиперкуба» (LHS). Этот метод выбирает nlhs различных значений для каждого из параметров, которым он оперирует, деля диапазон каждого параметра на nlhs неперекрывающихся интервалов на основе равной вероятности. Данный метод позволяет исследовать общее пространство параметров, не требуя чрезмерно большого количества выборок. Важные факторы представлены ниже:



				(4.4)



где δmsqr и δmabs определяют, насколько чувствительна модель к данному параметру, учитывая взаимодействие δmabs между параметрами. δmax и δmin указывают на наличие выбросов в наблюдениях и предоставляют информацию о знаке. δmean дает информацию о значении усредненного эффекта изменения, которое имеет параметр на выходе модели.
Упорядочение параметров в соответствии с этими критериями, предпочтительно в порядке убывания, приводит к рангу оценки важности параметра. Эта информация может быть полезна для принятия решения о перестройке модели или определения менее важных параметров для улучшения структурной или практической идентифицируемости.
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Рисунок 4.2 – Относительное локальное ранжирование в порядке убывания

Исходя из ранжирования параметров и чувствительности модели, было установлено, что ранжирование параметров сортируется в порядке убывания от самого идентифицируемого к самому неидентифицируемому, как представлено далее: , , , ,, , , 
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Изначально генерируется некоторое множество векторов (n≥4), называемых поколением t, представляющих собой возможные решения задачи оптимизации. Под векторами понимаются точки d-мерного пространства, в котором определена целевая функция f(x), которую требуется минимизировать. И тогда вектора на каждом поколении записываются как

					 (4.5)

в котором есть d-компонентов в d-мерном пространстве.
Затем на каждой итерации алгоритм генерирует новое поколение векторов, случайным образом комбинируя векторы из предыдущего поколения. Для каждого нового поколения (t+1) вектора из каждого вектора  из старого поколения (t) мы случайным образом выбираем три вектора  и , за исключением самого вектора, и генерируем так называемый мутантный вектор по следующей формуле:

				(4.6)

где это постоянная называемая дифференциальным весом. 
	Над мутантным вектором выполняется операция скрещивания, в ходе которой координаты мутантного вектора замещаются соответствующими координатами из базового вектора. Каждая координата замещается с некоторой вероятностью () и используется коэффициент скрещивания , который также является частью настройки метода дифференциальной эволюции, контролирующим скорость или вероятность скрещивания. Все это представлено как

		(4.7) 

Так, случайным образом можно определить, следует ли производить замену каждого компонента с донорным вектором или нет.
Полученный после скрещивания вектор называется пробным вектором. Если он оказывается лучше базового вектора (т.е. значение целевой функции улучшилось), то в новом поколении базовый вектор заменяется на пробный, в противном случае базовый вектор сохраняется в новом поколении.

					(4.8)
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Решалась обратная задача с помощью алгоритма дифференциальной эволюции по дополнительной статистической информации, полученной при решении прямой задачи, но с добавлением 10% шумов с нормальным распределением и нулевым средним, так как реальные данные не могут быть идеально точными.
Как видно на рисунке 4.3 восстановление значений параметров было весьма успешно, так как при решении прямой задачи с восстановленными параметрами, траектории концентраций повторяют динамику концентраций с истинными значениями параметров, где-то даже абсолютно сливаясь с решением прямой задачи (рисунок 4.1).
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Рисунок 4.3 – Сплошные линии – решение обратной задачи; крестики, ромбы, звездочки – точное решение прямой задачи с истинными значениями искомых параметров

Численное решение поставленной обратной задачи дало следующие результаты задачи фармакокинетики (Таблица 4.2).

Таблица 4.2 – Результаты обратной задачи

	Истинные значения параметров

	
	
	
	
	
	
	
	

	0.064
	0.05
	0.056
	0.57
	0.065
	11.32
	100
	4.94

	Осредненное значение восстановленных параметров

	0.0567
	0.0522
	0.0734
	0.563
	0.0436
	11.249
	115.67
	6.34

	Относительная ошибка

	0.114
	0.044
	0.311
	0.012
	0.328
	0.006
	0.156
	0.283



Так как численное решение было получено стохастическим методом, в котором используется генератор случайных чисел, то целесообразным было нахождение средних значений восстановленных параметров, а также вычисление относительной ошибки от истинных значений. Нахождение относительной ошибки дало возможность сравнения ранжирования параметров (Таблица 4.3).
Сравнение ранжирования параметров, как в программном пакете Amigo, так и через вычисление относительной ошибки, показало, что первая четверка параметров, как показано в таблице 4.3, является наиболее идентифицируемой, в то время как вторая четверка дает явно неудовлетворительные результаты восстановления параметров относительно истинных значений.


Таблица 4.3 – Ранжирование параметров по относительной ошибке слева на право, от наиболее идентифицируемого к неидентифицируемому параметру

	Параметры

	
	
	
	
	
	
	
	

	Относительная ошибка

	0.0062
	0.012
	0.044
	0.114
	0.156
	0.283
	0.311
	0.328
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Фазовые портреты динамических систем позволяют исследовать на устойчивость указанные системы, не прибегая к их численному решению. В отчете на примере математической модели развития новообразования приведено исследование на устойчивость с помощью фазовых портретов.
Рассмотрим математическую модель Степановой для динамики иммунной реакции при развитии злокачественной опухоли [21], где экспоненциальный рост опухоли заменили моделью роста Gompertz [22-23]:

			(5.1)



Описание параметров модели приведено в таблице 5.1. Уравнения (5.1) обобщают основные особенности реакции иммунной системы на злокачественные новообразования. В первом уравнении первый член отвечает за пролиферацию лимфоцитов. Второй член этого уравнениямоделирует положительный эффект иммунной реакции на объем новообразования. Элемент описывает зависящее от состояния воздействие раковых клеток на стимуляцию иммунной системы. Эта система уравнений рассматривается в положительной области по x и y.

Таблица 5.1 – Переменные и параметры модели Степановой

	Параметр/ переменная
	Описание

	

	Объем опухоли

	

	Плотность иммунокомпетентных клеток

	

	Коэффициент роста опухоли

	

	Фиксированная конечная пропускная способность (объем новообразования)

	

	скорость уничтожения клеток новообразования при активации Т-клеток

	

	коэффициент стимуляции новообразованием скорости распространения

	

	обратная величина коэффициента подавления иммунитет опухолью

	

	скорость естественной смерти Т-клеток

	

	скорость притока T-клеток



Теперь к модели (5.1) добавим член отвечающий за лечение [24], а точнее два независимых агента, химиотерапию u∈[0,1] и коэффициент роста иммунитета v∈[0,1]. Здесь u представляет собой цитотоксическое или поражающее средство, например, Паклитаксел, v соответствует элементарной иммунотерапии в виде иммунного усиления, представленного применением препарата на основе семейства интерлейкина. Значения u ≡ 1, v ≡ 1 моделируют полную дозу лечения в рассматриваемой области. При указанных дополнениях модель принимает вид:


					(5.2)

Здесь  и  - положительные коэффициенты, означающие отношениемаксимальной мощности дозы терапевтических средств к их действию. Полная доза химиотерапии моделируется при u ≡ 1, v ≡ 0, а полной дозе иммунного усиления соответствуют значения u ≡ 0, v ≡ 1.
Сначала мы проверим устойчивость в окрестности стационарных решений модели без лечения (5.1). Для этого построим фазовый портрет системы для значений безразмерных параметров α= 0.1181, β = 0.00264, γ =1, δ = 0.37451,  = 0.5618,  = 0.00484,  = 780 (а), взятых из статьи [24].Для указанных значений параметров найдём особые (стационарные)точки: (73.155, 1.33), (355.136, 0.442) и (737.537, 0.031). Обозначим их за, и, соответственно. Для определения типа точек сначала переносим началокоординат в исследуемую точку,  = 1, 2, 3, далее раскладываем правые части уравнений в окрестности этой точки в ряд Тейлора, ограничиваясь членами первого порядка, а потом находим корни полученного характеристического уравнения. От их вида и зависит тип особой точки.
Тогда для точки = (73.155, 1.33) получаем собственные значения= −0.481+0.368, = −0.481−0.368, которые характеризуют устойчивый фокус; для  = (355.136, 0.442) –= −1.147, = 0.488, характеризующие седло; для  = (737.537, 0.031) –= −0.435, = −3.852,и особая точка будет устойчивым узлом (Рисунок 5.1 слева). Область притяжения фокуса соответствует доброкачественной ситуации, узла– злокачественной ситуации, а устойчивое многообразие седловой точки является сепаратрисой между доброкачественными и злокачественными областями.
Теперь исследуем фазовый портрет при наличии погрешности в параметрах. При (б) мы так же получаем особые точки типа асимптотически устойчивыйфокус, седло и асимптотически устойчивый узел равные (65.206,1.354), (213.291,0.707) и (758.072,0.016) соответственно (Рисунок 5.1 справа).



Рисунок 5.1 – Фазовый портрет модели (5.1) при значениях параметров (а) – слева, (б) - справа

То есть при варьировании параметров вблизи положения (а) фазовый портрет качественно не меняется. Однако при значениях (в) получается всегоодна особая точка типа асимптотически устойчивый фокус (78.052,1.151) (Рисунок 5.2). С биологической точки зрения эта ситуация представляет собой хроническое, но доброкачественное состояние опухоли.
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Рисунок 5.2 – Фазовый портрет модели (5.1) при значениях параметров (в)

Теперь установим влияние члена, отвечающего за лечение, на устойчивость системы (5.2). При полной дозе химиотерапии () система (5.2) имеет единственную особую точку () = (43.044, 0.622),которая является устойчивым узлом. Стационарные решения для ситуации соответствующей полной дозе иммунного усиления () будут () = (554.284, 0.191), () = (715.844, 0.048), то есть седло и устойчивый узел соответственно. Если одновременно применять полные дозыиммунного усиления и химиотерапии , то точки равновесия не принадлежат нашей области.
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Рисунок 5.3 – Фазовый портрет модели (5.2)

Из рисунка 5.3 б видно, если применять только иммунное усиление без химиотерапии, то точка равновесия, соответствующая злокачественной ситуации, присутствует, то есть при некоторых начальных данных одного усиления иммунитета недостаточно для уничтожения новообразования. В случае химиотерапии (Рисунок 5.3в), мы имеем дело с доброкачественным небольшим новообразованием, не имеющим перспективы роста. При полных дозах и того, и другого (Рисунок. 5.3г) наблюдается устойчивый фазовый портрет, характеризующий среднестатистическую ситуацию здорового организма.
Анализ численного решения прямой задачи (исследование фазовых портретов) позволит выявить особенности математической модели, построить алгоритм ее гарантированного численного решения, а также применить его для решения обратной задачи.

[bookmark: _Toc527988268]ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено исследование и анализ задач, возникающих в биологии, медицине, построены теоретические аспекты этих задач, включая анализ идентифицируемости, который является важным шагом в исследовании математической модели, и необходим для корректного решения обратной задачи, так как показывает единственность, существование и/или устойчивость решения. Показана необходимость проведения анализа чувствительности, который осуществлялся методом собственных значений и ортогональным методом, и практической идентифицируемости методом моделирования Монте Карло, для построения алгоритма регуляризации численного решения обратных задач. Получены условия корректности обратных задач на основе метода сингулярного разложения. Исследованы фазовые портреты систем математической биологии на примере математической модели развития новообразования.
Построены новые комбинированные численные алгоритмы решения прямых и обратных задач иммунологии, эпидемиологии и фармакокинетики. Созданы эффективные численные алгоритмы решения обратных задач для систем ОДУ (для задач эпидемиологии, фармакокинетики и иммунологии), основанные на комбинировании статистических и градиентных методов.
Разработаны и проанализированы численные алгоритмы решения задач определения коэффициентов систем нелинейных ОДУ по дополнительной статистической информации.
Применены стохастические методы (метод имитации отжига, Монте-Карло, генетический алгоритм), позволяющие с высокой вероятностью определить область глобального минимума целевого функционала в задачах оптимизации.
Создан алгоритм численного решения обратной задачи замкнутой системы Стритера-Фелпса для двух периодов инкубации. Алгоритмы реализованы на языке программирования С++ и в программном пакете Matlab. Проведены контрольные расчеты, которые показали эффективность предложенных методов.
Получены и проанализированы численные решения обратных задач иммунологии, эпидемиологии и фармакокинетики стохастическим методом (алгоритм дифференциальной эволюции), в котором используется генератор случайных чисел. Проведена численная реализация моделирования процессов в иммунологии и эпидемиологии на основе реальных данных. Показано хорошее согласование с данными моделирования.
Таким образом, проведенная научная работа открывает новые направления развития исследований в науке и технике, а именно уточнение математических моделей позволит улучшить прогноз течения заболевания или развития эпидемии, что повлечет за собой необходимость составления плана мероприятий по лечению больных и ликвидации последствий заболевания/эпидемии.
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Tpunoxenus 1.1-1.8
k Jlorosopy Ne__ o1 2018r.
Ha TPaHTOBOE (PMHAHCHPOBAHWE

TEXHUYECKASI CHEIU®UKALAA U
KAJIEHJAPHBIM ILJIAH PABOT

Ilo norosopy Ne oT 2018 rona

1. Mouepnee rocygapcTBeHHOe NpEJNPHATHE HA NpPaBe XO3AHCTBEHHOIO BeXeHHS
«Hayql-lo-nccnenonareﬂbcxnﬁ HHCTUTYT MATEeMATHKH H MeEXaHHKH»
Pecmy6amiancioro rocyapcTBeHHOro NpeANPHATHS HA NPaBe XO3SICTBEHHOIO
Befennst  «Kasaxckmil HAUMOHANBLHBIN  yHHBepcHTET HMeHH anb-Papatm»
Munmucrepersa o6pasoBanus u Hayku Pecy6muxn Kasaxcran

1.1 Tlo mpuoputery: 3. UHpOpMALHOHHBIE, TeTEKOMMYHUKAIMOHHEIE H KOCMHUECKHE
TEXHOJIOTHH, HAyYHbIE HCCIIEIOBAHMS B 00/1aCTH €CTECTBEHHBIX HAyK.
1.2 Tlo mommpuoputety: 3.6 HayuHble MccienoBaHus B 0GIAacTH eCTECTBEHHBIX HAYK:
DyHAaMeHTaNbHEIE U IIPUKIAIHBIE HCCIENOBAHHS B 06IACTH MATEMATHKH
1.3 Tlo Teme mpoexra: Ne AP05134121 «UHCICHHEIE METO/IBI HACHTHHIEPYEMOCTH
0OpaTHBIX ¥ HEKOPPEKTHBIX 3a1a4 €CTECTBO3HAHMUS,
1.4 Obmas cymma mpoekta 36 000 Thic. (TPHALATH IIECTh MUJLTHOHOB) TEHTE, B TOM
4KCIe ¢ pasOUBKOH IO ToAaM, IS BEIOMHEHHS PaboT COIIACHO MyHKTY 3:
- Ha 2018 rox - B cymme 12 000 ThIC. (IBEeHAIUATS MUJLTHOHOB) TEHTE;
- Ha 2019 rox - B cymme 12 000 Thic. (IBeHaANATE MUJLTHOHOB) TEHTE;
- Ha 2020 rox - B cymme 12 000 THIC. (BeHANUATS MUUTHOHOB) TEHTE.

2. Xapaxmepucmura Hay4HHO-MEXHUYECKOT nPOOYKUU O KEANUPUKAUUOHHBIM
NPUHAKAM U IKOHOMUHUECKUE NOKA3amenu

2.1 Hanpasnenue paGOTH: HCCENOBAHME 0GPATHBIX 33/1a4, BO3HUKAIOWHMX B reodusuke,
Guomoruy, MeMIKMHE U APYTUX 06IACTIX €CTECTBO3HAHMS.
2.2 Obnactk puMeHEHNAS: TeohU3MKa, GHOTOTHS, MEIHIEHA, SKOHOMHKA H JIp.
2.3 KoHeuHEIH# pesynbTar:
— 3a 2018 rom IlpoBeneHme aHAMM3 HACHTHOUUMPYEMOCTH OOpPATHEIX 3a1ad,
BO3HHKAIOIHX B GHOJIOTHE, MEINUIIUHE;
- 3a 2019 rom: Mccnenosanue u pa3paGoTKa YHCICHHBIX METOXOB DELIEHHS NPSIMEIX H
KO3 GUIMEeHTHBIX 00pPATHBIX 33129,
— 3a 2020 rox: Pa3paGorka 9HCIEHHBIX METOIOB uaeHTHHKAIMYE MoZeel B
Me/IUIEEE, JKOHOMUKE # GUHAHCOBOI MaTeMaTrKe
2.4 TTaTeHTOCIOCOGHOCTB: HET
2.5 Hay4so-TexHH4eCKHH yPOBEHb (HOBU3HA): IS IOMYHEHHs NPUHIHITHATEHO HOBOTO
PpesyIbTata B 061acTH 06paTHEIX 3aKad OyIyT paspaGoTaHEl arOpUTME! THCIEHHOTO PelleH s
ofpaTHBIX 33729 I MATEMATHYCCKUX MOZENeH MENWITMHEI M 3KOHOMEKH, OIHCHIBAEMBIE
cucremamu  HenuHeHHRIX OJIY, a HMEHHO, IIOCTPOSHHE TEOPETHHYECKOM M WHHCIEHHOM
perynsipusanuy oGpaTHEIX 3a/1ad, YTO IO3BOIHT MOIYYATH HOBEIE YTOUHEHHbIE MATEMATHIECKHE
MOJC/IM MEIHITHHBI (I/IMZMyHOJ'IOI'HH u SHHHEMP[OHOH/IH) U S3KOHOMHKH.
2.6 Vicrionp30BaHme HAyIHO-TEXHHYECKOM [POLYKLUH OCYIIECTBIAETCS: VconHuTEneM.
2.7 Bui HCHONE30BaHHMS pe3ylbTara HaydHoH U (WIM) HAY4HO-TEXHHYECKOM
HEATEBHOCTH: Pe3yIbTaThl KCCIENOBAHMH MOryT OBITH HCHONB30BAHEI UL PEIICHIS
MPaKTAYECKAX 3344 €CTECTBO3HAHMS.
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3. Haumenosanue pabom, CpoKu ux peanu3ayuu u pe3yiomanst

HIndp | Haumenosanue pabot | Cpok BHIMOIHEHHS OxunaeMblif pe3yisTar

e 10 JoroBopy u  hovang | oxorranme

9Tala | OCHOBHBIE ITAIIBI €r0
BBITTOJIHEHHUS

1. Hccnenosanue SlHBaph Jo Byzer IpoBeneHO HCCIEeHOBaHHe
00paTHBIX 3a/1au, 2018 1 HOsOpst | OOpaTHEIX 3ajay, BO3HHKAOUX B
BO3HHKAIOIIUX B roga 2018 roma |GuoNOrMM, MENUIMHE, IOCTPOEHBI
GHOJIOTHH, MEJULKHE, TEOpPHH 3THX 3ajad, BKJIO4Yas
TIOCTPOSHHE TEOPHH TEOPEMBI €IMHCTBEHHOCTH,
3THX 3a1a4, BKIF0Yas YCTOHYMBOCTH,

TEOpeMBI MICHTUGHIHPYEMOCTH.

€IMHCTBEeHHOCTH, Byayr nmomydens!  ycnoBms

YCTOHYHBOCTH, KOPPEKTHOCTH OOpaTHBIX 3amad

HACHTHOHIUPYEMOCTH TepMo- i (hOTO aKyCTHKH Ha OCHOBE
METOJa CHHTYJISIPHOTO Pa3lIoiKCHHS
u nogxoxga C.K. T'omyHoBa. Bymyt
HCCIIeoBaHb!  (ha30BbIe IIOPTPETHI
cHcTeM MaTeMaTHIeCKOH
Guonoruu.

11 Hccnenoanue SnBaps | Mapr Byner nposeneso uccnenosanue
unentudumupyemocts | 2018 (2018 roma |maeHTHOUIEpPYEMOCTH K
¥ IOCTPOEHHUE HOBBIX [IOCTPOEHBI HOBbIE
KOMOHHHPOBAHHBIX KOMOMHMPOBAHHEIE THCIICHHbIS
YHCIIEHHBIX aJTOPUTMEI PELICHHUS IPSMBIX K
AITOPUTMOB PEeLICHHS o6paTHBIX 3329 IMMYHOJIOTHH,
IIPSIMBIX B OGPATHEIX SMHUAEMHOIOTHH K
3a/1a9 HIMMYHOJIOTUH, (hapMaKOKHHETUKH.
3MUAEMHOIOTHA U Bynyt cosnans a¢ hexruBHBIE
(bapMaKOKHHETHKH. YHCIIEHHBIE AITOPUTMBI PELICHHS

o6paTHbIX 3agad Aus cucteM O1Y
(W1 3ama9 SMHIEMUOIOTHH,
(hapMaKOKUHETHKH U
MMMYHOJIOTHH), OCHOBaHHEIE Ha
KOMOMHHPOBAHUH CTATHCTHYECKAX
¥ IPaJIUCHTHBIX METOJOB.

1.2 PaspaGoTka u ananu3 | Anpens Mionp Byner npoBezena paspaborka i
YHCIIEHHBIX 2018 2018 roja |aHaNH3 YMCIEHHBIX AITOPATMOB
aJTOPUTMOB PEIIeHUs rona PeLIeH s 33184 OLpeIeIIeHHS
337124 OTIpeICTIeH s K03 HIHEHTOB crCTEM
k03bdunIeHTOB HenuHenHsX OJY mo
CHCTEM HEMHEHHBIX JIOTIOJIHUTENIBHON CTATUCTHIECKOM
Oy mo rHGOpMANUH.

JIOTIOJIHUTENBHOR Bynyr mpumenens:

CTAaTHCTUYECKON CTOXAaCTHYECKHE METOBI (METOIBL

nHbOpMarmw. MMHATanuK oTxura, Monre-Kapio,
TEHETHIECKHIT aITOPUTM), UTO
TIO3BOJIUT C BBICOKO#
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BEPOATHOCTHIO ONPENEIUT
0671aCTh II06aNbHOT0 MUHEMYMA
LIeIeBOT0 QYHKIHOHANA B 3aa9ax
ONTHMH3ALUH.

13 HccenenoBanue Hrons Asryct Byner npoezeno uccrenopanue
oIpeneeHne 2018 | 2018 roma |u onpenenensr K03 durHenTEI,
K03 PHIIEHTOB, roga BXOZSIIHE B MOAUDHIMPOBAHHEIE
BXOJISIIIHX B moznenn Crputepa — @enmca.
MOIU(HULIPOBAHHEIE Byner cosnan anroput™
mozemn Ctpurepa — YHCIIEHHOTO PEMeHHUst 00paTHOM
Penrca. 3aJ1a4H OIPEIENeHNUs 3THX

k03 durmenToB. Byner
HCCIIE[0BaHA YCTOMYIHUBOCTD.

14 YucnernHoe pemenne Cenrs16 Ho Bynmer monydeno wmcmenmoe
o6parHbIX 33129 ps 2018 | 1 HOsOps | pernenne 06paTHEIX 3amay
MMMYHOJIOTHH, roga | 2018 rona | ummMyHOMIOTHH, SMUIEMUOJIOTHH,
SIHIEMHOJIOTHH, (bapmMakokuHETHKY.
dapmakokuHeTHKH. Byner mnposenena uucnennas

peanu3arys MOJIETTUPOBaHHS
IPOLIECCOB B  HMMYHOJOTHH U
SNMHUIEMHUOJIOTHH, BKJIIOYAIOIAA B
cebsl POMEXKYTOUHBIE Pe3yTbTATHI
W BBIBOABI IO  HCIOJB3YEMBIM
MOJIETISIM.

- HccenepoBanve u SHBaps Jlo Byner nposeneno
paszpaboTka 2019 1 Hosi6ps | mccnenoBanue u paspaGoTka
YUCIIEHHEIX METOI0B roga | 2019 roza |4HCICHHEIX METOMOB pEMICHHS
PEIIEHHS IPSAMBIX U TPAMBIX B KO3 UIHEHTHBIX
KO3 PHIHEHTHEBIX o6paTHEIX 3a1a4.
06paTHBIX 3a1ay. BynyT paspa6otansi ycroiiuussie

AITOPHTMBI BOCCTAHOBJICHHS
CEHCMUYECKHX IapaMeTpOB U
HEU3BECTHEIX K03 (HUIUEHTOB
IMHAMAYECKHX 0OPaTHBIX 3a71ad.

2.1 Pazpabotka u SluBaps | Amnpens Byner npoBenena paspa6otka u
000CHOBaHHE IPSAMBIX 2019 | 2019 rona | 060CHOBaHME IPAMBIX METOZIOB
METOROB roga BOCCTaHOBJIECHHS CeUCMUYECKAX
BOCCTaHOBJICHHS TIapaMeTPOB CPeJibl 110 IUIOMAHEIM
ceficMryecKknx cucTeMaM HabJIoIeH s,
TIapaMeTPOB CPEAEI T10 Bymer  paspaGotam  mpsmoit
TUIOIAHBIM CHCTEMaM AITOPUTM BOCCTAHOBJICHUS
HaboeHYsI. CKODOCTHOH MOIETH Cpemsl Ha

OCHOBE MeToaa lenbdanga-
Jleurana-Kpeitua u MeTona
TPAHWYHOTO YIIPaBIIEHHS.

2.2 Wccnenosanme 3anaqu | Mait Hiomns Byner MIPOBEIEHO
BOCCTaHOBIICHUSI 2019 | 2019 rona |wuccnenoBanue 3a1a4u
ko3 dunrenToB, roja BOCCTaHOBJIEHH  KO3(UIHEHTOB,
3aBHCSIIEX OT 3aBHCAINMX  OT  BpPEMEHH B

L BPEMEHH B IUHAMAYECKHX OOPaTHEIX 3a1a4aX.
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TMHAMAYECKUX
06paTHBIX 3a1a4ax.

Byner paspaboran anropurM
YHCICHHBIX  METONOB  peLIeHHS
KO3((GHUITMEHTHBIX  HHAMHYECKHX
OOpaTHBIX 3ajay B XMMHYECKOM
KHHETHKE M MEIHUIAHE,

2.3 Toctpoenue u Asryct Jo Bynyr TIOCTPOEHEL Hu
anpobanus ynciernsx | 2019 1 HOAODS | aPOGHPOBAHE! UHCIICHHEIE METOILI
METOJIOB PELICHHS roga | 2019 roga |pemenns TIPAMBIX H
IIPSIMBIX ¥ KO3 QHIHEHTHBIX 06PaTHEIX 3a/1ad.
KO3 OHIHEHTHBIX Bynet nposenen cpapuuTensHbI
o0paTHBIX 3a7a4. aHAIIM3 C HTEPAIHOHHBIMU

METONAMH PEIIeHHS.

Bynyr omyGnuxosamsl He MeHee
2 (mByX) my6ImKanmit B
PELICH3UPYEMBIX  3apyGeXHBIX U
OTEYECTBEHHBIX HAyYHBIX M3JaHUSX
C HEHYJIEBEIM UMIIaKT-(haKkTopoM,
B CHOMpCKOM KypHae
BBIYUCITHTEIFHOM MaTeMATHKH,

3: Paspa6orka SHBaps o Byner nposenena paspa6oTka
YHCJIEHHBIX METOIOB 2020 1 HOSOPST | YMCTEHHEBIX METOIOB
HACHTHGUKAIMA romga | 2020 roxa |uneHTH(UKAIMK MOZENeEi B
MOJENeH B MEIHUIMHE, MEJUIHHE, IKOHOMHAKE 1
SKOHOMHKE H (buHaHCOBO! MaTeMaTHKe.
¢uHancoBoit Bynmyt paspaboTaHbl HOBEIE U
MaTeMaTHKe YCOBEPILICHCTBOBAHEI

CYIIECTBYIOIHE METOZBI
ONTHMAIBHOTO  YNpPaBIeHHS B
3a1a4ax MAeHTHUKAIMY,

e B! PazpaGotka SIuBapp Mapt Byner mnposenena paspa6otka
YHCJIEHHBIX METOJ0B 2020 | 2020 rona |49mciEHHEIX METOZIOB
uneHTHdEKaIK roxa UIEHTH(QUKAINE HEOKJIACCHYECKUX
HEOKJIACCHIECKHX MoJenelt 3KOHOMHYECKOr0 pocTa Ha
Mozenei ocnose GLS noaxona.
9KOHOMHUYECKOTO
pocta

32 Paspabotka Armpens Wions Bymer mnpoBemena paspaGoTka
YHCIICHHBIX METOIOB 2020 2020 roma |4HCIEHHBIX METOJIOB
HeHTUDHKALMA roxa VASHTHHKAIAK MogereH
Mozene#t punancoBoi (unancoBOI MaTeMaTHKH,
MaTeMaTHKH OITMCBIBAIOLIYIE HPOIECCHI,
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This paper is devoted to a numerical study of defining of parameters of dynamic
in financial and economic problems. The importance of parameters that are difficult to measure is
great, so defining them will help to make forecasts and a work plan for the future at the govern-
mental level. An eflective way 1o restore parameters is to solve the inverse problem. The method
of coefficient recovery using the algorithm of differential evolution, which was proposed by Rainer
Storn and Kenneth Price, is presented in this paper. On the example of solving the direct prob-
lem of the mathematical model of neoclassical economic growth of Robert Solow and the results
obtained, the inverse problem was solved and unknown parameters were determined. The Solow
model is based on the Cobb-Douglas production function, taking into account labor, capital and
exogenous neutral technical progress. Also, for further calculations, the economic model proposed
by Mankiw-Romer-Weil based on the Solow model was considered, but with the addition of hu-
man capital, where the number of variables and coefficients that need to be restored has already
increasing. A direct problem was also solved, results were obtained that were applied in the algo-
rithm of differential evolution for parameters recovery.

Key words: economical model, inverse problems, optimization, differential evolution, Solow mod-
el.

AjlaM KamuTaJnii Kocy apKpuinl Costoy Mofenin mernry yimn auddepennuaiibik 3BOJTIoNmst
ANTOPUTMIH KOJJTaHY bl
Kabauuxun CJ., PFA CB ccenrey MATEMATHKACH KOHC MATEMATHKABIK 'CO(DN3NKA MHCTUTYTh,
Hosocubupek k., Peceil @eacpauuscer, +7(383) 3308353, E-mail: kabanikhin@ssce.ru
Bekremeco M.A., AGail aThIHIAFE Ka3aK YJITTHIK HeJATOTHKANBIK, YHUBEPCHTET],
AmMaToI K., I\a_sammn Pecny6mkacer, +7(777) 2629301, E-mail: maktagali@mail.ru
Iumtenns M. A, PFA CB ecenrey MaTeMaTHKACH YKOHE MATEMATHKAIBIK, TeO(DH3NKA HHCTHTY THL,
Hosocutupexk k., Peceit @enepanuacet, +7(383) 3308460, E-mail: mshishlenin@ngs.ru
STar C-TTL, Mujiceke Yanusepeureri,
Jlonon ., Bipikken Koposubuiri, +44 (0)20 8411 , E-mail: x.yang@mdx.ac.uk
Bexremecoe 2ICM., on-@apabu areiHnars! Kazak YATTeIK yHHBepcureTi, Anmars k., Kasaxcran
Pecnybmkacet, +7(702)9062830, E-mail: jolaman252@gmail.com

Beetnak KasHY. Copus MaTeMaTuka, Mexanuka, audopyataxa, N.2(98), 2018




image221.jpeg
101

MA3MYHBI - COAEP2KAHUE

1-6eaimMm Paznen 1

MatremaTunka MaremaTuka

loannis P. Stavroulakis
Qualitative Behavior of the Solutions to Delay and Difference Fuations .................................. 3

Anduberos T.M., Andascapoea M. M.
(,) JHHEHHBIX YPABHCHHUAX ¢ YACTHBIMU HPOU3BOAHBIMH HIIEPBOIO HOPAJKA ... ..o 12

Matinomos M.H.
Bagata JIupuxme s MIOTOMEPHLIX THIEPOOIO-TIApabOIMHUecKiX yPABHenuil ¢ BLIDOXKIeNHeM THIa I

016 07 110, VIR 23
2-6etiM Paznen 2
Mexanuka Mexanuka

Kydyrbekuly A.B., Rahmetolla A.Sh., Ibraev G.E., Rakhimzhanova A.Zh

About the separation of finely divided particles during centrifugation in liquid media................... 33

Utenov M. U., Zhilkibayeva S.K., Baygunchekov Zh.Zh., Myrzaliye
Determination of displacements in cross-sections of four-bar mechanism links from distributed dynamic

Toads and their animation using MAPLI ... ... . ... 15
3-6eJiMm Paznen 3
KomgaublimMasab IMpuknamuas
MATEMATHKA MaTEMATUKA

Kabanikhin S.I., Bekleme.
Application of differential

ov M.A., Shishlenin I Yany Xin-She., Beklemessov Zh. M.
volution algorithm for solving the Solow model with the addition of human

CAPILAL csrrsrmorns snmss Surs S ST ST S T S SO S GO S O (R S S S LS 57
4-6eaim Paznen 4
Nudopmaruka NudopmaTuka

Bissaliyev M.S., Nyussupov A.T., Mussiraliyeva Sh.Zh.
Enterprise Security Assessment Framework for Cryptocurrency Mining Based on Monero .............. 67

Camuzyauna I"A., Macumranosa 2.A.
IocTpoeHue ONTHMAIBHOIL HMMYHHOCETEBOH MOZEIN Ha OCHOBE MOIH(DHIMPOBAHHOTO AJTOPUTMA PO

T 1 14

Turar O.N., Akhmed-Zaki D.Zh.
Design of adaptive unstructured grids using differential methods .......... ... .. ... ... 88

K CBEMERWio ABTODOB 5. jiee. s 55 405 S5 aiihintie, vk ais 5008 A0 S5 ans 5 (0 5500 S0 S Uuoutn 400 00 Sibn Sttt 98

Beetnuk. Cepua MaTeMaTuka, Mexanuka, nuchopyarara N.2(98), 2018




image222.jpeg
ISSN 1728-7901

ABAH ATbIHIRFLI KASAK ¥ATTbIK
NENATOTHKANBIK YHHBEPCHTETI

KASANCKHA HAUMOHANbHbIH NERATOTHYECKHi
YHMBEPCHTET WMEHH ABAS

XABAPIIBI

BECTHHK
BULLETIN

«®Pusunka-matemMaTuka fbifibiMaapbi» cepusichl

cepus «Du3nKo-maTemaTuyeckme Hayku»





image223.jpeg
(0ro
(OH~
AU
(HH:
oro
117178
au

TBI
bIX

<4 AGai arsiaarsl Kasak y1TThIK
NeAarornKabiKk YHUBEpCHTETi

XABAPUIBI
«DUIHKA-MATEMATHKA FBUIBIMAAPbH
cepusichl Ned(64), 2018 .

Bac peaaxrop:
¢.-m.2.0. M.A. Bektemecos

Penakuma ankacpi:

Bac peg.opeiéacapbr:

m.2.0., KP ¥FA axademuzi I.Yanues,
n.z.0., E.bL. BuaaiiGexos,
¢.-m.2.0., KP ¥#'4 xopp-myueci B.H. Kocos,
@.-m.z.x. MIK. BexnaTmaes

FKayanTel XaTwsLiap:
n.z2.x. LHL.T. 1llexepGexoBa,
n.a.x I.A. AGayakapumoBa

PeRakUMAILIK a1Ka Myluenepi:
Dr.Sci. K.Alimhan (Japan),
Phd.d. A.Cabada (Spain),
Phd.d E.Kovatcheva (Bulgaria),
Phd.d. M.Ruzhansky (England),
n.2.0., KP ¥FA xopp-myweci
A.E. AOb11KacBIMOBA,
m.2.0. E.Amupraiues,
¢.-m.2.0. A.C. Bepabiues,
m.z.0. C.I'. Tpuropees (Poccus),
n.2.0. B.B. Fpunuicyn (Poceus),
¢.-m.2.0. MLT. [Gkenanues,
¢.-m.2.0. C.A. Kabaunxun (Poccus),
¢.-m.2.0., KP ¥FA kopp-myweci
M.H. Kaanmoaaaes,
@.-m.2.0. B.A. Koxamiynos,
¢.-m.2.0. ©.@. Komapos
(Pecmy6nuxa Benapyce),
m.2.0. M.K. Kynber,

n.2.0. MLIL Jlanunk (Poccus),
@.-m.2.0. BM. JIucuunn (Pocens),
n.2.0. 3.M. MamGeraxyHos
(Kuprusckas Pecry6nuka),
n.2.0. H.M. Nak (Pocens),
@.-m.2.0. CK, Caxues,
n.z.0. E.A. Cenosa (Poccns),
n.2.0. B.JI. Ceibikos,
¢.-m.2.0. K.B. Tnebaes,
m.z.0., KP ¥F'A xopp-myweci A K. Tynemos,
m.2.0. 3.I. Yanues,

m.e.x. ILLU. Xampaes

© AGaii arsinarel Kasak YITTEIK
TIeAaroTHKaEIK yHHBEpCHTeTi, 2018

Kasakcran PecryGankachisbin AKnapatr
MHHHCTpAITIHAE TipKeareH
Ne 4824 — X - 15.03.2004
(Kypuan 6ip kwiiaa 4 peT meirant)
2000 >xer11an GacTan WEFAb

Bacyra 29.09. 2018 K. KOJ KOUBLLIBI
Mintivi 60x84 '/g. Kenemi 24.75 ¢.6.1.
Tapansimel 300 aaua. Tanceipsic 400.

050010, Anmarss Kanacel,
JlocTsix AaHFBLISL, 13
AGait aremnars Kas¥I1Y-in“¥aarar” Gacnacs!

M83M¥Hlbl
Conepxanue

MATEMATHKA. MATEMATHKAHbI OKBITY
S/IICTEMECT

MATEMATHUKA. METOJIMKA MIPEITOJIABAHKS
MATEMATUKU

AiinocoB A., 3aypbexos H.C., 3aypGexona I'.H. Marematnyeckoe
MOJICTHPOBAHHE TMHAMMKM BEPTHKAIBHEIX ABWKEHMH B 00mauHON
aTMochepes I x| Ml e O
Babuu B.B.

ONTAMHM3aLMOHHBIE  MOJIENH B
MaKpO3KOHOMHIECKHX BOIPOCOB..
Bexnatmaes M.JK.,, Torubekxbisbi P
TeHueyiepAiH OH Gomirin aubiKTay eceGi...
Bnaaiidexos E.bl., Kamanopa I.B. O Hexomerx TIOCTAHOBKAaX
OOpaTHBIX 3aflad MAarHMTOTENTYPUHECKOrO 30HANMPOBAHMA A
HeoHOPO/IHBIX HAKIOHHO Na/alolIMX MI0CKHX BOMH
Bonrupexosa P.A., Maykees B.W., Tamae C., Toxnberon JK.A.
O6 ool 3amaye A CUCTEMBI ypaaueﬂui’v CBA3AHHBIH €
uHTerpanoM BepHymiy.
Ewkees A.P., Vpren I.A. P]oncor-unam Teopmnapuuﬂ
YKCACTBUTBIK YFBIMHBIH KeiiGip. Kacuerrepi.
Kondakova E.A., Krivorotko O.L, Kahamkhm S.l.,
Bektemessov Zh.M. The optimal control method for stochastic
differential equations in finance economy..
Konyrkulzhayeva M.N. About a problem to the elgenvalues of
stelov problem in multi-structures... L L

Kopuunor B.C. dopm HpoBal THe y c‘rynem-os
MEKAUCLMIVIMHAPHBIX HayJHBIX 3HAHUH TIpK 06y qenuu OGPaTHL[M
3anauaM s AuepeHIHaTbHBIX YPaBHEHUMA.
Kpusoporsxo O.W., Kabanuxun C.HU., Bek’remecns M A
KoMGUHMPOBAHHBIH UMCICHHBIA METOA peleHus OOpaTHbIX
3ajad Ans TapafoIMueckoro YpaBHEHHA, BO3HMKAIOWIEro B
GUOJIOrHNH, 3KOHOMHKE H COLMATBHBIX CCTAX.. e
Kbtasipaneua JLM. JKorapsl oKy OpH'bIHblB. axnaparn,m -Gitim
Gepy opracslHBIH KuGepkayircisgirin e3apa KapXKblnaHIbIpy
GoliblHLA WemiMaepAai Konuay
Moriya S. One case study of modelling in mathematics
education. the sundial in teaching materials.
Meneyos E.Y., A6uwer H.K. KenMymem;mH ry6|pnepm
geogebra oprachltizia aRUMALHAIBIK-rpadKTiK oMticTien Taby....
Mpipsawmesa A.H., Carbinranuxbiset T, Onwenren rpad)rap)lam
KbICKA WOJBI 137y IiH AeiixcTpa (2) aropHTMi.
Cappibexos  M.A.  Crpykrypa cChekTpa — OOBIKHOBEHHBIX
b bepeHUHaIbHBIX OTIEPATOPOB HA OTPEKE. covvvvirusiraseasrssnsssnsens
Tykenosa JLM. O yny4wiaemocTd OLCHKH CKOPOCTH
CXOIMMOCTH MeToHa (QHKTHBHbIX 0Gnactell M HenuHeHHoM
KpAeBOM 3324 H UTHTITHIECKOTO THIIA. .evvvvreseresissienissniasrsssenananeeas

Hapaﬁona.nu K

GUUKA. ®PUSUKAHBI OKbITY DAICTEMECI
OUSUKA. METOAUKA NPENOJABAHUS ®U3UKH

Yamues T., YVanmes 3.I., Kyangerk A.B. JuHamudeckui
AHANU3 MEXAHU3MOB HE3ABUCHMOTO ABIKEHMM. c.ovvvvcverienrirrsanases

Axurait  B.E., JKapkein K., Kypwmvbaii 3. Qusnkansr
OKBITY1aFEl TAPAXU MATEPUATTAPABIH POMi..cvccrevs 3
Kocaepa A.B. [anakTika IHHAMUKAChI HBIH EPEKWIETIKTED! ’
KynGexytsi M.K., Xampaes L., EpxenGex 5. Kypneni
TackiMannay yaepicrepin kepi ecemmey TocinimeH 3eprremnm
yarinepais Kby GU3NKATBIK KACHETTEPIH aHbIKTAY.

w

13

20

28

32

37

41

46

50

54
58
62
67

72

74

82

87
91

99




image224.jpeg
Abait amuindazer Kaz¥ITY-niy XABAPIIBICHI, « Dusuxa-mamemamuxa euiiolMOapsl) cepuscel, No4(64), 2018 orc.

ceManTHKaNBIK Gonamer. Jloneseyi Tpusraas sxone Cofinem 1-ne albIHFaH Herisri TYCIHIKTEPATH HOHCOHBIK
colikecTiKTepiH KonaHa oThipbiTt Cofem 1 — aeH anbiHa/bI.

Haiidananvinzan adeduemmep misimi

1 Keiicnep, X. Jc. Ocnosvr meopuu modenu / Keiicaep X. Jfoic. - Mocksa: Hayxa, 1982. - 108 c.

2 Mycmagun T.I, Hypmazambemos T.A. Beedenue ¢ npuriaduyio meopuio modenetl. — Kapazanoa: Hszo.
KapI'V, 1987. - 94 c.

3 Fuwees AP, Kacomemosa MT. Houconosciue meopuu u ux xuaccel mooeneii: MOHOpaQuA. —
Kapazanoa: KapI'V, 2016. - 370 c.

4 Poizat B. A Course in Model Theory. Springer-Verlag New York, Inc. in 2000. — P. 445.

5 Bupxeog I',Bapmu T. Cospemennan npuxnaduas aneebpa. Hsoamemcmeo «Mupy. Mockea, d976:5.C.
400.

6 Euxees AP, Ymbpuxm O.H. JSp-xocemanwmuunocmy u JSB ceoiicmeo abenesvix epynn. Siberian
Electronic Mathematical Reports, http://semr.math.nsc.ry, - Vol. 13(2016). - P.861-874.

7 Yeshkeyev A.R. On Jonsson stability and some of its generalizations// Journal of Mathematical Sciences,
2010. - Vol. 166. — No 5. — P. 646-654.

8 Yeshkeyev A. R. The structure of lattices of positive existential formulae of ( As PJ)-theories //Scienceasia,
Vol. 39, 2013. - P. 19-24.

9 Yeshkeyev A.R. The properties of central types with respect to enrichment by Jonsson set, 2017,.1 (85),36-
41.

10 Mustafin T.G. On similarities of complete theories / T.G.Mustafin // Logic Colloquium "90. Proceedings of
the Annual European Summer Meeting of the Association for Symbolic Logic. — Helsinki, 1990. — P. 259-265.

11 Yeshkeyev A.R. Jonsson’s Theories. Textbook, Karaganda State University, Karaganda, 2009.

12 Yeshkeyev AR The Properties of Positive Jonsson's Theories and Their Models International Jowrnal of
Mathematics and Computation. —2014. —Vol. 22.1. — P. 161-171.

[PHTH2823.37
VIIK 519.6

E.A. Kondakovd', O.1 Krivorotko®, S.I. Kabanikhin®, ZHM. Bektemessov’
123Novosibirsk state university; Institute of computational mathematics and mathematical
geophysics of SB RAS, Novosibirsk, Russia,
al-Farabi Kazakh national university, Almaty, Kazakhstan

THE OPTIMAL CONTROL METHOD FOR STOCHASTIC DIFFERENTIAL
EQUATIONS IN FINANCE ECONOMY

Anoamna
CoHFBI ORKBUIBIKTA JKamaif kahanmaHy HeTIKeCiHe Nakaa GomFan SKOHOMHKAIBIK TaycKeNaepi HaKThl
Garanayra »oHe WHBECTHLIUTAYTBIH OHTAIUIbI CTPATErMANapsiH 3ACCTipyre ACTeH KAKETTIMIK naifia Gonml.
OcbiFaH GailTaHBICTE! Kasip CTOXACTHRAMBIK Auddepermanbik Teraeyaep (CAY) Gencenai namyna. AKympicra
MepTOHHBIH MaTeMaTHKaIBIK Mofieni Kapacteipeutanel (CU[Y cranmaprter Busep nporgecimen). backapy
(yHxupsceH TaGyAbIH Kepi MiHzeri seprrenye. On yuliH IuHaMUKaIbK Garaapravanay TIPHHUMIT HKOHE
amunbToH-SAko6K-BeruMan TeHaeyiHiH meIiMi KoslIaHbLTa b
Tyilin co3nep: CTOXACTHKATHIK AU(PQPEpEHIMAIILIK TeHaeyep, OHTaimbl Gackapy, Mepron MiHIETi,
>KOHOMFKA, IMHAMHKATBIK Garaapnamanay, [amunsTon-Slko6u-Berman Terpeyi.





image225.jpeg
ISSN 1728-7901

AGAM ATBIRIAFbI KASAK YATTBIK
MERATOTHKANGIK YHHBEPCHTETI

KASAKCKMil HAUMOHAMBHBIA TENATOTHYECKM
YHHBEPCHTET HMEHH ABAR

XABAPIIIbI

BECTHHK
BULLETIN

«DusunkKa-maTtemMaTmka fbifibiMgapbi» cepusichbl

cepwus «Dun3nKo-maTemaTu4yeckme Haykm»





image226.jpeg
BECTHHK KasHITY um. Abas, cepus « QusuKo-mamemamuieckue Haykuy, Ne4(64), 2018 e.

Crucox ucnonb308aiHOU IUMepamypul.

1 Anuxonos FO.E., Iecmos JIH. Dopmynvl 6 nuneiinbix u HeMuHeiiHbiX 3a0aax momozpaguu; Monozpagus.
Hosocubupex: HI'Y, 1990. 64 c.

2 Byxeeiin AJI. Vpasnenun Bonvimeppa u obpamubvle 3a0axu. monozpagpus. Hosocubupex: Hayka, Cubuperoe
omoenenue, 1983. 207 c.

3 Bamymesn A.0., Benax O.A., Cyxos J]10., Aspysn O.B. Obpamnbie u nexoppexmmuoie 3a0auu: ywebroe nocobue.
Pocmos wa Jony: Hz0-60 FOoicriozo gpedepanbrozo ynusepcumema, 2011. 232 c.

4 Jlenucos AM. Beedenue & meopulo oCpamuelx sadau: yuebroe nocobue. M.: Hs0-60 Mockoscko2o
yuusepcumema, 1994. 207 c.

5 Kabamwun C.H. Obpamnvie u Hexoppexmuble 3a0a4u: y4eGNUK OIA CMYOEHNOs 6Y306. Hosocubupck:
Cubupckoe HayyHoe us0amenbemso, 2009. 458 c.

6 Kopuwios B.C. Hexomopeie ofpammbie 3a0au udenmuduxayuy napamempos. Mamemamueckio: modeneii:
yuebroe nocobue. M.: MITIV, 2005, 359 c.

7 Koprunos B.C. Peamusayun HQyuno-o00pasosamesHozo nomenyuan 0ByueHus CIMyOenmog 6y308 0EpamHelM
sadavam ons dudpepenyuansrvix ypasrenui // Kasancikuti nedazozueckui ayprai. 2016. Ne 6. C. 55-59.

8 Kopuuros B.C. Basosvie nOWsimus uHhopMamuxu & cooepoicanuy obyyenis obpamnem 3a0avam 078
Oughrepenyuansiors  ypasuenuti // Becmnux  Poccuiickozo  yiusepcumema Ipyoicor  napodos.  Cepus
«Hngpopmamuzayus obpasosanuay. 2016. Ne 1. C. 70-84.

9 Kopuuwios B.C. Teopus u memoduxa ofyuenus oGpamibin 3a0auam Ons ouddhepenyuarshon YpasHeruil:
monozpagus. M.: Hz0-60 «Onmollpunmy, 2017. 500 c.

10 Koprunos B.C. dunocogcias cocmasisiowas HaYUNO-06PA30BAMENbHO20 NOMEHYUANA OGYHeH U obpammbim
sadawav mamemamuseckoit gusuku // Becmuux Mockosexozo 20podckozo nedazozuseckozo yrusepcumema. Cepus
«Hngpopmamura u unpopmamuzayus oopasosanuny. 2018. Ne 1 (43). C. 5! 9-65.

11 Pomanos BI. Obpamuvie 3a0auu 01 Ouepenypansoix ypastenull: cREYKype Ot CIyoeHmos HI'Y.
Hosocubupck: HI'Y, 1973. 252 c.

12 Pomanos B.I". O6pamisie 360auu Mamemamuieckos gusuxu: Monozpagpusi. M:. Hayxa, 1984. 264 c.

13 Cavapexuii. AA., Babuwesus I1H. Yuciennvie memodot pewenus o6pammublx 30044 MamemMamuyecko
pusuxu: yuebnoe nocobue. M.: YPCC, 2004. 478 c.

14 Tumogpeee IO.M., Ionsxos A.B. Mamemamuueckue acnexmvl Peuenus ofpamupix sa0a ammocgeprot
onmuxe: yuebroe nocobue. C116.: Hz0-60 Canxm-TTemepoypeckozo ynusepcumenma, 2001. 188c.

15 FOpro B.A. Bsedenue 8 meopuio 00pamibIx CReKmpaibibix 30004 yuebroe nocobue.M.: Dusmamaum, 2007.
384c.

TPHTH 28.17.31
VIK 519.6

OH. Kpueopombxo’, C.H. Kabamon’, M.A. Bexmemecos’
; 'ZI/[Hcmumym guITiCIUMEbHOL Mamemamuicu u mamemamuveckoti ceogpusuxu CO PAH;
HosocuGupckuit 2ocydapemeennblil yiucepcumen, nosocubupex, Poccus
Kazacxuti HayuoHaibHblii REOG202UMECK U YHUGEPCUMEm um. Abas, 3 dvame, Kasaxcman

KOMBHMHUPOBAHHBIN YNCJIEHHBII METOJ] PEINEHNSI OBPATHBIX 3AAY LIS
TAPABOJUYECKOI'O YPABHEHHA, BO3HHKAIOIETO B BHOJIOTUH,
SKOHOMUKE U COITUAJIBHBIX CETAX

Annomayua

B paGoTe npeuioskeH KOMOMHHPOBAHHBII UHCTICHHBIH ATrOPUTM Pellerts oGpaTHBIX 3124 /1A riapaGomiHe-
CKOrO YpaBHEHHA, KOTOPBIE COCTONT B ONpe/ie/leHH QYHKIMK HCTOUHWKA ¥ koaduHetTOB HeTuHeHHON YacT
YPABHEHNS TI0 AOTIOJTHHTE/ILHBIM H3MEPEHUAM B TOHKAX MPOCTPAHCTEA M BPEMEHH (yYHKLVH COCTOSAHHUSA, KOTOpast
B 3aJ1a4ax I/IMMyHOJIOFVlH ONMUCBHIBAET KOHLIEHTPALMIO HCCACAYCMbIX KNETOK, B 3aayax 3rMaem HOJIOrMH — KOIU-
YecTBO JOREH B IPYTIIAX CO CXOXKMMI TIPH3HAKAMH, B 3a/1a4aX SKOHOMHUKH — OGBEM LEHHbIX Gymar, a B 3a/1a4ax
COLUAIBHBIX ceTeil — KOJTMUECTBO “H\‘bOpMﬂul/IH, CyTb AJITOPUTMa COCTOMT U3 NOCIeAOBATE/IbHOrO NIPUMEHEHUA
METO/1a OTIOPHBIX BEKTOPOB OTIPE/ENienvisi (hYHKIIMHM HCTOUHNKA U IPAIMEHTHORO METO/a HANCKOpe#itiero criycka
onpeienes KOIDOHIAEHTOB MATEMATHYECKOH MO [IpOaHaTH3UpOBAHb! PE3YILTATbI HHCIICHHAIX PACeTOB.

Kiouesbie c10Ba: 0BpaTHas 3a1aua, 3a7a9a 00 HCTOUHKKE, 1APAOOTHHECKOC YPABHEHNE, METO/L OMOPHBIX
BEKTOPOB, TPaIHEeHTHBIN METO/I, OMTHMH3AUHA.





image227.jpeg
Institute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics
Siberian Branch of Russian Academy of Sciences

Novosibirsk State University
Institute of Cytology and Genetics Siberian Branch of Russian Academy of Sciences
Sobolev Institute of Mathematics Siberian Branch of Russian Academy of Sciences

Russian Foundation for Basic Research

MATHEMATICAL MODELING
AND HIGH-PERFORMANCE COMPUTING
IN BIOINFORMATICS, BIOMEDICINE

AND BIOTECHNOLOGY (MM-HPC-BBB-2018)

The 3rd International Symposium

Abstracts

21-24 August, 2018
Novosibirsk, Russia

Novosibirsk
ICG SB RAS
2018




image228.jpeg
Contents

Single-molecular fluorescence spectroscopy in protein folding:
a theoretical modeling of multi-color experiments. V.A. Andryushchenko,
A.Yu. Palyanov, S.I. Chekmarev

Pseudo one-compartment models. Methods for assessing the peripheral
compartment for them. N. Asmanova, A1 Ilin

Finding epistasis in high-throughput experimental data. L. Avifio Esteban,
N.S. Bogatyreva, F.A. Kondrashov, D.N. Ivankov

Identifiability analysis of nonlinear dynamical system. Zh. Bektemessov

Application of monte carlo simulations in nuclear medicine imaging.
J. Cal-Gonzalez

On the construction of the cerebral hemodynamics model based on clinical data.

A.A. Cherevko, M A. Shishilenin, A.K. Khe, . I. Bord, V.V, Berestov,
K.Y, Orlov, VA. Panarin

Siberian supercomputer center as a service for bioinformatics research.
I Chernykh, B. Glinskiy, N. Kuchin, S. Lomalkin

Fighting celiac discase: improvement of pH-stability of Cathepsin L
by computational design. A. Chugunov, D. Nolde, V.F. Tereshchenkova,
E.A. Dvoryakova, LYu. Filippova, E.N. Elpidina, R. Efremov

Inverse problems in tomography: an evolutionary approach. V. Dedok

Methods of mathematical modeling in modern diagnostic nuclear medicine.
N. Denisova

Principal Component Analysis for Any Type Sequences (PCA-Seq).
V. Efimov, K. Efimov, V. Kovaleva

Estimates from evolutionary algorithms theory applied to gene design.
A. Eremeev, A. Spirov

HEDGE: Highly accurate GPU-powered protein-protein docking pipeline.
1. Ermak, A. Shehovtsov, P. Yakovlev

Revealing the research institutes and their interactions: a case study
of miRNA rescarch. 4. Firsov, 1. Titov

Method of reconstruction of a sequence of non-ribosomal peptides
from mass spectra with noise. k. Fomin

The performance improvement of the permutation test algorithm for GSEA.
M. Grishchenko, A. Yakimenko, M. Khairetdinov, A. Lazareva

An inverse problem in modelling of a symmetric gene network regulated
by negative feedbacks. V. Golubyatnikov, V. Gradov

On cycles in models of asymmetric circular gene networks. V. Golubyatnikov,
N. Kirillova

On existence of a pieccewise smooth cycle in one asymmetric gene network
model with piecewise linear equations. V. Golubyatnikov, L. Minushkina

Investigation of stopping criterion for OSEM algorithm with application
to nuclear medicine. L. Jiyu, N.V. Denisova, O. Krivorotko

6 MM-HPC-BBB-2018

10

11

12
13

14

16

17

18

19

20

21

22

26

27

28

29




oleObject20.bin

image229.jpeg
DOI 10.18699/MM-HPC-BBB-2018-00

Identifiability analysis of nonlinear dynamical system

Zh. Bektemessov
al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan
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Motivation and Aim: As it is known mathematical modeling plays a huge role in the
research of various scientific arcas of our life, so ordinary differential equations are
a powerful tool for modeling the dynamic processes of biomedicine, especially in
modeling the processes of pharmacokinetics, epidemiology and immunology. In practice,
it is necessary to determine unknown parameters in the ODE models on the basis of
experimental data. Identifiability analysis is the first step in determining them.
Methods and Algorithms: There was considered different approaches of identifiability
analysis like drawing contours of the cost functions of least squares (J;5,) or (log-)
likelihood functions (J;;) by pairs of parameters. This will help to determine strong
correlation between parameters, non-identifiability for some parameters if the contours
extend to infinity. Another approach is the Crammer-Rao inequality based on the
relationship between so called Fisher Information Matrix and the covariance matrix. The
robust identifiability gives the Monte Carlo based sampling method, which simulates
the possibility of performing hundreds of replicates of the same experimental scheme
for a given experimental error. Also to solve the inverse problem and restore unknown
parameters by the additional information such as experimental data, the algorithm of
differential evolution was used.
Results: For the complex two-chamber kinetic model of the C-peptide model with four
observables and 8 unknown parameters the mentioned above methods were applied and
the next results like lack of identifiability for some of parameters, presence of optimal
solutions and good restoration of parameters were obtained.
Conclusion: The results obtained in the model suggest that only two parameters showed
practical identifiability, while other parameters were structural and two others illustrated
strong correlation and weak identifiability.
Acknowledgements: Supported by the grant of the Ministry of Education and Science of
the Republic of Kazakhstan (project # AP05134121 “Numerical methods of identifiability
of inverse and ill-posed problems of natural science™)
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Currently, the monitoring of the hemodynamics of the brain is being implemented by
neurosurgeons of the National Medical Rescarch Center of Academician E. Meshalkin in
collaboration with colleagues from the Lavrentyev Institute of Hydrodynamics.

This material, which is unique in the world practice, made it possible to approach the
construction of a mathematical model of hemodynamics.

As the model, the nonlinear oscillator equation was chosen. In this equation, the velocity
is a “governance” function (the right-hand side of the equation), and the second-order
differential operator acting on the pressure. The “blood flow — vessel — brain substance™
system is nonlinear and has both clastic and damping properties, for this reason the
model of generalized Van der Pol-Duffing equation was suggested to identify the
characteristic behavior of hemodynamic parameters in the surroundings of vascular
pathologies. Equation coefficients characterize individual living system of the patient,
the measurement location, the presence of anomalies. The coefficients of this equation
are individual for each patient.

We solve coefficient inverse problem to determine the coefficients of this model by
known clinical intraoperational data. This model adequately describes the behaviour of
hemodynamic parameters.

We investigate and construct numerical method for solving the coefficient inverse
problem for essentially nonlinear ODE by clinical data of neurosurgical operation.
We recover the coefficients by clinical data obtained during neurosurgical operation in
vicinity of arterial aneurysm, that a pathological enlargement (dilation) of the artery.
The proposed model and the method for solving the inverse problem together allowed
us to restore the behavior of pressure in the vicinity of intracranial vascular pathology,
having data on the blood flow velocity in the “real” time. Investigation of the dependence
of pressure on velocity in blood vessels is of great practical importance, since there
are currently non-invasive methods for measuring speed (tomography, ultrasound), but
no non-invasive methods of measuring pressure. At the same time, information about
pressure is important.

We study the relationship between the properties of this equation and the state of the
vascular bed.

Acknowledgements: Supported by RFBR (projects # 17-08-01736) and MSC RK grant
APO05134121.
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Motivation and Aim: Lately ordinary differential equations (ODEs) became the
predominant tool in the field of biology (immunology, epidemiology), medicine
(pharmacokinetics, tomography). sociology. economics, efc. Mathematical models are
based on systems of ODEs (regular, nonlinear) and their coefficients characterize, for
example, individual characteristics of patient and population in epidemiology field and
should be identify for construction of individual treatment plan and the best forecasting
of epidemic.
Methods and Algorithms: Before determining unknown parameters of models (inverse
problem [1]), we should understand: whetheristhere a solution? how many parameters can
we determine from the available data? how many measurements (additional information
about solution of ODEs in fixed times) need to be taken to determine the required set
of parameters? These questions are answered by analysis of the identifiability [2]. The
identifiability is the ability to uniquely determine the values of parameters with sufficient
data volume. Analysis of the identifiability represents a study for a deep understanding
of the model.
In this work we analyze several methods of identifiability analysis. For practical
identifiability we use methods of correlation matrix and Monte Carlo simulation, for
sensitivity-based analysis we use orthogonal and eigenvalues methods.
Results: Methods of identifiability was applied to different mathematical models of
biology (model of dynamic HIV-infection [3], model of spread of co-infection HIV
and tuberculosis [4]). Sequences of identified parameters were obtained for each
mathematical model.
Acknowledgements: The authors were supported by the grant # AP05134121 of the
Ministry of Education and Science of Republic of Kazakhstan, Ministry of Education
and Science of Russian Federation and by the Scholarship of the President of RF # MK-
1214.2017.1. and the grant # 18-71-10044 of Russian Scientific Found (RScF).
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The 2D coefficient inverse problem of the ultrasound waves
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Motivation and Aim: Ultrasound imaging is intensively developing the past two decades.
Various methods have been developed, including magnetic resonance, positron emission,
optical tomography, etc. x-ray tomography has become the most popular among these
methods both in medicine and in industrial diagnostics. However, the disadvantage
of medical x-ray tomography devices is a high dose of radiation that prevents their
application in the regular examination. The limitation of exposure of ionizing radiation
has become a current trend in medicine, which makes the development of methods
of ultrasonic tomography of paramount importance. One of the major problems of
ultrasound tomography is the development of methods for solving inverse problems
which are nonlinear.

Methods and Algorithms: We consider the direct and inverse problem for the hyperbolic
system of equations, that describes the two dimensional acoustic wave propagation.
The hyperbolic first-order system allows us to propose more realistic model from the
physical point of view. On the other hand, we can apply optimization approach for
recovering coefficients of such system, like the density of the medium, the speed of the
wave propagation or the attenuation coefficient. We consider the numerical algorithm
for solving direct problems, based on the S.K. Godunov scheme. In order to solve the
inverse problem, we use optimization approach and propose gradient-based method to
minimize the cost functional.

Results: We present the result of direct problem solution. We obtain the gradient of the
functional for recovering the density and the acoustic wave’s velocity in the medium.
We use it to obtain the solution of inverse problem and study the behavior of the cost
functional.

Acknowledgements: Supported by the RFBR 16-29-15120 and by MSC RK grant
# AP05134121.
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Digital heart: personalized medicine and inverse problems

A. Prikhodko®*, M. Shishlenin®>?3

1 Sobolev Institute of Mathematics SB RAS, Novosibirsk, Russia

2 Institute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics SB RAS, Novosibirsk, Russia
3 Novosibirsk State University, Novosibirsk, Russia

* e-mail: Prikhodkol997@gmail.com, mshishlenin@ngs.ru

Key words: pumping function of the heart, inverse problem

Motivation and Aim: Cardiovascular disecase (CVD) is the leading cause of death of
the worldwide: no other cause kills as many people each year as CVD. The purpose of
the study is to obtain personalized information (blood viscosity, pressure in ventricles,
pulmonary artery, pulmonary vein, aorta, full vein, right atrium) about the patient by
solving the inverse problem, that will help in the diagnosis of the cardiovascular system.
Methods and Algorithms: We formulate the mathematical model of the heart in the form
of the four-chamber pump [1]. In this pump unit, the Atria perform the function of low-
pressure pumps, and the ventricles function as high-pressure pumps. The model is the
system of the ordinary differential equations (ODE) and consists of the first and the
second ODE.
Let us suppose that we can measure the blood flow and the pressure as the functions of
time. The inverse problem consists in finding heart mass, for each patient. We reduce
inverse problem to the functional minimization. Due to the extremely nonlinearity of the
problem we apply the gradient method of the minimization of the cost functional.
Results: Numerical methods for solving the inverse problems are constructed.
Conclusion: The solution of inverse problem allows us to find the heart parameters for
each patient (personalized medicine).
Acknowledgements: the work was supported by the MSC RK grant # AP05134121.
References
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In this paper the problem of choosing the optimal treatment control for the mathematical model of HIV
dynamics is investigated. The problem of optimal treatment control is reduced to the problem of minimizing
misfit function that characterizes combination of viral load and treatment costs. To find the continuous optimal
treatment control the Pontryagin’s Maximum Principle is used. According to this principle the problem was
converted in the problem of minimizingof the Hamiltonian. It is shown that at the final point in time, the amount
of the virus and the infected cellsfor the optimal treatment control is less than in the case of the full applying
treatment.

Keywords:mathematical model of HIV dynamics, ordinary differential equations, optimal treatment control,
Pontryagin’s Maximum Principle.

Heriari >kymbicta AUTB uHbeKums AMHAMHKACBIHBIH MATEMATHKANBIK MOACTIYINIH OHTAWIBI eMACY
Gaxpliays! Tapzay ccebi seprrenineai. OHraiinbl Gackapy MOCEICC MakCaTThl (HYHKIHMOHATIE! a3aiTy MIHACTIHC
QIBII KENEl, 071 aF3aaFbl BUPYCTBIK JKYKTCMCHIH 5KOHE €MACY KYHBIHBIH OPEKeTTeCYiH cunarraiiasl. EMaeyvain
y3aikci3 GakpLiaybiH Tady YLIiH *KyMbICTa [TOHTPSITMHHIH MAKCHMAIABI PUHLMII KOJAAHBIIABI.

Ochbl karugara CoMkec, OyN ecenraMiIbTOHHAHbl GapeiHia asaiity MiHgeTiseansm kexeai. CoHzaii-ax,
COHFBI KE3CHAC BHPYCTICH BUPYC JKYKTBIPFAH KICTKATAPIBIH KOISMI TOMBIK eMAI KOTAAHYFA KapaFaHa, OHTAMIEL
Gakplay bl KOIJAHY KE3iHIC a3 CKCHAINH KOPCETTI.

Kinmmix ~ co30ep:AUTB  uHQexkums — JMHAMMKACHIHBIH — MATEMaTHKATBIK — MOJEM,  Kapamaibiv
mudbepeHIMANABIK TCHACY, OHTAIIBI eMzey, [TOHTPSIrHHHIH MAKCHMAIAB! TIPHHLIAIII.

B pabore mccneayercs 3ajada BRIOOpA ONTUMAIBHOTO KOHTPOISICHCHUS T4 MATCMATHHCCKOH MOJCTH
muaavukd BUY vrbexkumn. TTpobnema onTuManbHOr0 KOHTPOIsi CBOAMTCS K 33]a4¢ MUHMMH3ALHMH LIETCBOTO
(yHKIMOHANA, KOTOPBIH XapaKTePH3yeT KOMOMHALMIO BUPYCHOI HATPY3KH B OPTaHH3ME U 3aTPAT Ha JICUCHHC.
JI151 HAXOXKACHHUST HETPEPBIBHOTO KOHTPOISUICYCHISIB PAGOTE MCIONB3YETCsl IPUHLKN Makcumyma [loHTpsiruHa.
Cor:acHo 3TOMY TIPHHLHMITY 3a1a4a ObLTa CBCACHAK 33Ja4¢ MUHUMM3ALMM TaMUIbTOHHAHA. nOK'dS?lHO, uTo B
KOHCYHBIH MOMCHT BPCMCHH KOJIMYCCTBO BUPYyCa U !/ﬂ'l(])HLII/lpOBaHHHX KICTOK MpH NPUMEHCHHH ONTHMATbHOTO
KOHTPOJISI MEHBLIE, YEM B CIIYUACTIPUMCHCHMS MO THOTO JICUCHMS.

142




image238.jpeg
Kanmapoa P.M. Bip aiiasivansl  (yHKumsTapasiHandGepeHIMAIBIK  CCCITCYI  TaKbIPHIOBIHA

TEXHOIOTHSUTBLIK KAPTAHBIH MA3MYHbIH 3K00asay 82
Mycinimos B., Bayasi6aesa B.A., CyneiimGerxosa A.O. OKylIbIHBIH MATCMATHKAJAH aJIFaH
GiniMiH OHAIPICTE Ml 1amaHy MyMKIHAIr 87
Hyrmanoea C.A., Axmeroa A.M., Makcyrosa IILY. Axmaparrs! kopray xyiicci 91
Hypxay6aea T.A. OneyMETTIK KEIiIC) MOHUTOPUHIICIHIH ABTOMATTAH ABIPBLIFAH XKYHECI . 94
Sapazhanov Y.S. Features of formation of the content of a professionally directed course of
mathematical disciplines in the military universities 96
CenroBa T.III, Kyrreicoxkaesa IILH., Kamanosa I'.B. Kazipri kesgeri maremaTtuka MoHi
MYFaIiMiHIH aKNapaTThIK MOICHACTIH KAIBIITACTHIPY 100
CapnenoB H.E. Coznanue cepBuca yueTa H PErHCTPALMH AOMALIHUX TMTOMLEB 103
Tarrubexor K.C. YucneHHOC MOACTMPOBAHMC HCIMHCHHBIX BONHOBBIX VPABHCHHI MAarHHUTHBIX
CUCTEM 106
Typapbek O.T., Oxerbexos E.H. KasakcTaHHBIH 5Kkep CiMKiHICI MOHUTOPHHIIH JKYPTi3y YIIiH
PYTHON Tinin kongany 109
Ycarosa O.A., Haymenko B.B. Cratucraucckuc uccicoBasuss HHGPaCTPYKTYPHOM IaThopMsl ¢
HCIOJIb30BAHUEM CHCTEM 3ALUMTH JAHHBIX 113
Xacanoe A.X., Peickan AP., Bepabimes A.C. Pemenue cuctemsr autdepeHumanbHex
VPaBHCHHI HICPTCOMCTPHICCKO (PYHKIMH UCTHIPEX ICPECMCHHBIX Fl(f T — 117
Tawes A.A., Kynaiikysos A.K., ApuwmaunoBa M.T.BeranmeBa K.B. MHccnexosanue
Tel'l,'l()l'lpOBO,ClHOCTl/l CTCp)KH}I I'lpl/l TenﬂOHKOJ’IMpOB{lHHOCTM Hel(OTOprX 3JCMCHTOB CTep'lKHH
TICPCMCHHOTO CCUCHHS e
Komanos B.Jl. O6 ycroBHSsX AOMOTHUTEIBHOCTH KPASBbIX 33134 Al HITHITHICCKOTO YPABHEHHS
BBICOKOTO TIOPSAKA 126
OGpaTHble H HEKOPPEKTHBIE 32Ja4H €CTECTBO3ZHAHUS
KapaTbuibICTAHYABIH Kepi 3KIHe KHCBIHBI eMec ecenTepi
Inverse and ill-posed problems of natural science
Axnmzkan HLIIIL Hcrionp3oBanye mporpaMMs KambKyISTopa HpH o0yucHun HekoppektHbiM CJIAY
MOCPEACTBOM MPHKIAAHBIX 33424 131
Kanryxun B.E.,, Kowanos B.JI., Kyuryaposa A.JI. O KOPPeKTHOCTHKPACBBIX3aAa st
3J1J'll/lI'lTl/l"IeCKl/l‘(Cl/ICTewI'lepEOFOHOpH,ﬂKaBMHOFOCBH3HOM06J‘IZLCT!/I 135
Kacenos C.E., Tinex B.O. Axycruka TeHaeyi yuliH »KajracTbipy eceGiH Kbuiaam Tycy
QIECIMEH LIIELIIY . ..o oottt 138
Yermolenko D.V., Krivorotko O.l., Kabanikhin S.I., Bektemessov Zh.M. Optimal
treatment control for the mathematical model of hiv dynamics ... 142
TemupGexosa JLH. Yucnennelii mMeTon NpHOIMKEHHOTO PELICHHS HMHTErPAJIbHOTO YPABHEHHS
®dpearompMa IepBOro poja 146
IMoanantaes B.B. DiekTponuHaMiKa TeHAEYiHiH KAIFACTBIPY €Ce01 ....ooiioiiiiiiiiiens 150
Hudopmarmsanns u uadpou3amus o6pa3oBaHHs
Binimai aknapatranabipy #oHe uudpIaHABLIPY
Informatization and digitization of education
Adapimananos C.A., MyparGexos M.M., Anteinex C.A., BaparidaesA.b. Bonpocs
undposusauun KA3YIOMT 154
AxmeroB B.C., Jlaxno B.A. Tloxnmepikka pelneHnii mo B3aUMHOMY HHBECTHPOBAHHIO B
knbepOe30macHOCTh HH(OPMALIMOHHO-00Pa30BATENIBHON CPEIBI YHUBEPCHTETA ... 158
Berkimbayev K.M., Mutanova D.Y., Yessenkulova A. O., Ibragimova N.J. Concept of
pedagogical axiology 162
Bupennn C.A., Jlomacko TI.C. Ananus uneii cmapr-o0pasoBaHus isi peannsauuu
COBpeMEHHOIT cpenbl L(POBOro obyUeHus! 164
Epexemesa M.M., TeinbimkynoBa I'.JK., Bexep A.A. IIporpammanayra yiiperyzne Geiine | 168

425





image19.wmf
*

1232

,,,,,

krk

aaa


image239.jpeg
A6aii aTbiHAarbl Kasak ynTTbiK nefarorukanblk
yHUBepcuTETiHIH 90 XXbINAbIFbIHA apHanFaH
«MATEMATUKAJIbIK MOAENBAEY MEH AKMAPATTbIK
TEXHONIOMMANAP BIJIIMAE XXOHE FbIJIbIMAA»
VIII Xanbikapanbik FbisibIMU-dAICTEMENIK KOH(epeHuus

MATEPUANOAPDI

=7
g%_ >}

MATEPUATIbI
VIII Me)xayHapoOAHOA Hay4HO-MeToAUYECKOoW KOHdepeHuun
«MATEMATUYECKOE MOAE/IMPOBAHME U UHOOPMALIMOHHBIE
TEXHOJIOrMN B OBPASOBAHMUU U HAYKE»,
nocssweHHas 90-neTuto Kasaxckoro HauMoHaIbHOro
neparoruy4ecKkoro yHmsepcurera umenu Abas

G

%

MATERIALS
VIII International scientific and methodical conference
«MATHEMATICAL MODELING AND INFORMATION
TECHNOLOGIES IN EDUCATION AND SCIENCE»
dedicated to the 90 th anniversary
of Abai Kazakh National Pedagogical University

3-4 Ka3aH 2018 xbin
Anmartbl





image240.jpeg
T
J[—uz (0,3c0s8,cos@)sin @ + u;(0,3cos,sin O) cosOMO=a(uy i *n),y, <0 (3.3)
-
rJe BeINUuHA O ( ,) MPEACTABITICT MPOM3BOIBHBIN HEMPEPBIBHBII THHESHHBIN (yHKIHOHAT B IPOCTPAHCTBE
M) x C(T).
B pabore [5] BermmcncH mecke ¢pearomsmoBocta samaun (3.1)-(3.2) (6es yemosms (3.3)). CormaceHo

pesymsTaram padorer [5] HeomHopoanas 3axaua (3.1)43.2) (6e3 yenosus (3.3)) paspeunava 8 C* (€2) Toraa n
TOJIBKO TOTAQ, KOTAA BHITIOJHCHO YCIOBHE OPTOrOHATBHOCTH

[ fdry=0 G4

B nanbHeiiwem cuntaem, 4To TPEOOBAHHE OPTOrOHATLHOCTH (3.4) BBINOIHEHHBIM.
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3ameuanne, Obuwii Bua muneiinoro ¢ynxumonara ( f;, /) B mpocrpancree C(I') x C(I7) mmeer
BUI

a(fi.12)= [ fdm() = [ f(0d ().

rac t4 (), H () - DYHKIIIM OTPAHIMCHHEOMH BAPHALIMH HA TIOBCPXHOCTH | .
Pabora BeimoaHeHa npu noaaepkke rpaata AP05135319 MOH PK.
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90K 519.62/.64
C.E.KACEHOB', B.0. TUIEK?
AKYCTHKA TEHJAEY1 YIIIH KAJIFACTBIPY ECEBIH KbLITJIAM TYCY 91ICIMEH LIELTY
KA3AKCTAH, AJIMATBL, OJI-DAPAFH ATBIHJJAFRI KA3AK ¥/ITTHIK VHUBEPCHTET]

Byn xymeicTa Gipemmemal akycTHKA TeHAEYl YUIIH kKanFacTeipy ecedi KapacTsipsutran. XKanracTeipy ecebi
KCpl  INCKApaIBIK ~ CCCIIKC — KCOTIPUNI, Typa  CCCHTIH  JKAMIBLIAMA  IICINMIHIH  AHBIKTAMACKI
kearipiaren. Typaccenmin sxambl1ava meIiMisig 6ap 60Iys! Typassl TeOpeMana MICIIIMHIH OPHEIKTHLTEIFBIHBIH
Oaramaybl aneiHzbl. Kepi ecenti ey aiH rpaaieHTTIK AICTIH JKbLIAAM TYCY d4iCi KapacTsipbiiabl. MakcarTs
(YHKIMOHATIBIH TPAUCHT] ANbIHBIIL KEpI CCCIITI IICIITYIH aITOPUTMI JKa3bLLIbL
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TEMUWPBEKOBA JLH.

YUCJEHHBI METO/ ITPUBJIKEHHOTO PEIIEHUSI MHTETPAJILHOT'O YPABHEHUS
@®PEATI'OJIBMA ITEPBOI'O POJA

N KA3AXCTAH, AJIMATBL
KA3AXCKHH HAITHOHAJIBHBIN YHUBEPCHTET HM. ABAAI

B paboTe mpeAcTaBIcH YHCICHHBIR MCTOX AT 0OpaGOTKE GOMBIIOTO KOMHHUCCTBA JAHHBIX MPH BBIABICHHH
ﬂHO\laﬂMﬁ paCl'lpe,E[eﬂeHM)l XHMHYCCKHUX 3JICMEHTOB HA NMOJIUMETATIHYCCKUX MSCTOpO')K,:leHVDlX_ Ma,TeMaTM‘leCKH
3a4a49a CBOAUTCSI K peu.leHl/ll'O l/lHTel"paJ'leOl'O }paBHeHl/lﬂ d)pe,':ll'().'lea I-OI'O pO,]a, ATt 60]'":”]0]"0 KOJIHYCCTBA
PA3IHUHBIX TPABBIX YACTCH, NPH 3TOM SAPO OCTACTCS OJHUM M TeM JKe. AJTOPUTM COCTOUT M3 ABYX STAIOB. HA
TIEPBOM STAIe PEINACTCs Psif 3a7aY, AT KOTOPOro He TPeOyeTcst 3HAHHS MPABOH YACTH, HA BTOPOM JTarie paHee
nOﬂ)"leHHble JAHHBIC l/lCl'lO.'IbS} TOTCsL 47181 IOUCKA peLIJCHMI‘f'l l/lHTel"paJ'leOFO ypa,BHeHl/l}l ATt paSJ'ﬂ/I"lelX l'lpaBle
uacteii. Takoit moaxoa no3sossieT 00padaThIBATh AAHHBIE “B NOE” U OMPEAEISITh NEPCIEKTUBb YCTAHOBICHHBIX
AHOMAIIBHBIX IUIOMIAICH, BBLICIATS YUACTKH IICPBOI OUCPCAM AN MPOBCICHHSA ICONOTO-PA3BCIOUHBIX PaboT.
Anropuryv OyzeT anpoOUPOBaH HA MOAEIBHBIX U PEATbHBIX JAHHBIX.

Kniouegvie ci06a: MHTErpanbHBIC YPABHCHMsI, ypaBHeHHe dpearoqsma nepeoro poaa, UHCICHHBIH METOZ.
XUMHUECKUE 3IEMEHTBI, TI0JIE, T€0JI0r0-Pa3Be 0UHbIC PAbOTHL.

KyMpicTa TOIMMCTATIBIK, IIETIHAUICPACTI XUMKSUIBIK OICMCHTTCPAl GOny KC3IHAC ayBITKYIApIbIH
AHBIKTATYBIHA KOITTCICH ACPCKTCPl OHACYIIH CAHIBIK OJICI KOPCCTLINCH. MaTcMaTHKATBIK TYPFBLIAH ATFAHNA,
macene PpesronbmMAiK MHTErPaTABbIK TEHACY Al KOITEreH OH XkaK OeMKTepiHAE WeLy YIIiH TOMEHACHAL, all siApo
COM KATMBIHAA KaTaJel. AIFOPUTM CKi KC3CHHCH TYPaabl: GIpiHIIN Ke3CHAC AYPHIC COmKKe GiliM KaUKCT ¢Mec,
CKIHIII Ke3eHAe OYPbIH ANbIHFAH MOTIMETTEP TYPII OH KAKKA apHAIFAH HHTCTPATABIK TCHACYAIH LICLIiMACPIH
i3aecTipy yiiH naizanansuaasl. by Tocin cisre «epicy AEPEKTEPiH OHACYTE KOHE OCATiICHIeH HEHOPMAIbabI
aiiMaKTapAbIH NEPCTICKTHBATAPBIH AHBIKTAYFA, TCOIOTHNBIK OapnayablH OIpiHIN Ke3eHIH Oemyre MyMKIHIiK
6cpeai. AITOPHTM MOJCIB JKOHC HAKTHI ICPCKTCP GOMBIHINA CHIHATAIBL.

Kinmmix ce30ep: viHTerpanasik Teraeynep, Gipinuni typaeri dpearoasM TeHACY], CAHABIK OIIC, XUMIBUIBIK,
SMEMCHTTEP, OpIC, TCONOTUSIBIK Gapray.

In this paper considered a numerical method for processing a big amount of data in the detection of
anomalies in the distribution of chemical elements in polymetallic deposits. Mathematically, the problem reduces
to solving the first kind Fredholm integral equation for a big number of different right-hand sides, while the
kemel remains the same. The algorithm consists of two stages: at the first stage a number of problems arc solved,
for which knowledge of the right part is not required, in the second stage the previously obtained data are used to
search for solutions of the integral equation for various right-hand sides. This approach allows vou to process data
"in the field" and determine the prospects of established abnormal arcas, allocate the first phase for geological
exploration. The algorithm will be tested on model and real data.

Keywords: integral equations, Fredholm equation of the first kind, numerical method, chemical elements,
field, geological exploration.

3ajaga PELICHHsI HHTErPAIBHOTO YpaBHeHHs DPEAroapMa NepBoro poaa
b
Qu=[K(x.su(s)ds = f(x), xelab] o

OTHOCHTBCS K K7accy HekoppekTHbIx 3a7a4 [1]. Mpeanonowuv, wro K(x,s) n f(x) nenpepsisusr. Toraa

CYIIECTBYET NOIHASI OPTOHOPMHPOBAHHAs CHCTEMA COOCTBCHHBIX (pyHKIMH ¢, oneparopa()
b
00, = [K(x,5)p,()ds = 1,0,(x), @
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519.62/.64
B.b. IOJINIAHBAEB

JIEKTPOJJUHAMUKA TEHAEYIHIH KAJFACTBIPY ECEBI
KASAKCTAH, AJIMATBL, ABAH ATBIHJIAFBI KA3AK ¥ITTBIK ITEJIAT OTHKAJIBIK VHUBEPCHTET]

Maxkanmaza THNCpOONMKATHIK TCHACY IICIMIMIH OOIBIC IICKApackl OOTMIHCH JKAJFACTBIPY —eceOi
KapacThipbinaael Kenteren kepi ecentepae i3aeninai e3reme1ikTep opTa KabaTelHbIH KaHAANA Gip TepeHAiriHie
opuanacagpi(reodmsukana, ogerre OIpTeKTi Hemece Karmapasl opTa).byn okarjaliza  konaauymibLiapra
O3rCIICIIKICP GaFBIThIHA Kapaii rcoH3MKATBIK epICTCPALKATFACTEIPY ¢CeOl MAHBI3AB! KYPaT GOIBIN TabbLIATbL.
CaHzbIK ecenTeyaep yIWTypai OpTaaa >KyprisiareH: Gip, eKi )KoHE YLI KOCBIIBIMAAPH Oap »KoHE TepeHAiri 6 M.
CaHzbIK €CEnTey ISP HITIKENEP] KSATIPIreH.

Kinmmix coz0ep:xepi ecenrep, SMeKTPOIHHAMUKA TCHACYI, HKATFACTEIPY ¢ceOi.

B pabote paccMaTpuBaroTes 334441 MPOJODKEHHS PEIISHNH THNEPOOTHUECKUX YPABHEHHIIC UACTH IPAHHLIbI
obmact. Bo MHOrHX 00paTHBIX331a4aX HCKOMBIE HEOHOPOAHOCTH PACTIONONEHBI HA HEKOTOPOIt ryOHHE Mog
CIIOCM CPCABL, MapaMCTPhI KOTOpOﬁ H3BCCTHBI (B rcod)mm(c 9TO, KaK IIPpaBHJIO, OJHOPOAHBIC HIH CIOHCTBIC
Cpe,]bl)_ B 3TOM CJTyllaE BOKHBIM I/IHCpr\leHTOM At ITpaKTI/]'KOB SIBITSIKOTCSI &lﬂa‘lMITpO,I[O."I')KeH'I/UI ]‘SO(bMSI/llleCKI/P(
moneil ¢ 36MHOM TMOBEPXHOCTH B CTOPOHY 3aleraHusl HEOAHOPOAHOCTEH. PacueTeimpoBezeHbl Amst Tpex
PA3TUYHBIX CPeJ: ¢ OJHOM HEOJHOPOJHOCTBIO, C ABYMSI HEOJHOPOJHOCTSAMHM U TPEMsS HEOJHOPOAHOCTSMM,
PACIIONIOKCHHBIME Ha TIIYOHMHC 6 M. [1peICTaBICHEIPC3Y IbTATHI YHCIICHHBIX PACICTOB.

Knrouesoie C,‘IUG(ZZOG]J&THE[SI 3aJava, YpaBHCHHC 3.ICKTPOIHHAMHKH, 3a1a%a IPOJOJLKCHHA.

In this paper we consider the continuation problems of hyperbolic equation solutionswith part of the boundary.
Many of inverse problems desired inhomogeneitylocated at some depth beneath the medium whose parameters
are known (in geophysics isusually homogeneous or layered medium). In this case, an important tool for
practitionersare continuation problems of geophysical fields from the surface towards the occurrenceof
inhomogencitics. Calculations arccarricd for three different media: with one inhomogeneity, with two
inhomogeneities and threeinhomogeneities in, which are located at a depth of 6 m. The results of numerical
calculationswas presented.

Keywords:inverse problem, electrodynamics equation, continuation problem.

AKyCTHKA TeHAeyl YIIH KATFACTBIPY eceGiHiH KoMbLIybI
Q=A(L)x(0,1,), mynmarer AL)={(x,1):x€(0,L,),7 €(x,2L,—X)} obasiceinaa xarracTeipy

eceGiH KapacThIPaiibIK:
au

, +( J;’ =g, (1)
u.(0,.0) =g, 0), @
u(0,y,0)= f(¥.0), 3)
u(x,0,t)=u(x,L,,1)=0. )

Typa sxone kepi ecen

Kucbiucez (1) — (4) eceGin kemeci Typa (KHUCBIHABI) ©CCIKE Kepi €CEI PETIHAC KAPACTBIPAUBIK.
Q=A(L,)x(0,L,) obmrcemaa 6Gepimren ¢(x) swoue g(y,/) GYHKIFLIApl apKbUTBI TOMCHICTI
KaTbIHACTApAaH (X, V,1) aHBIKTay KOKET:

ayu

u, + N u =u, +u,, (x,HeA(L) )
u (0,y,0)=g(.1),  ye(0,1,),1€(02L)); ©)
u(x, y,X) = q(x, ), xe€(0,L,),ye(0,L,); (@)
u(x,0,0) =u(x,L,,1)=0, (x,1)e A(L,). ®)

(5) - (8) Typa ecebinne Gepinren g(x) xone g(¥,?) byHKUMsIAPL! apKpiabl (X, V,1) aHBIKTAY KEPEK.
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