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РЕФЕРАТ
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Объект исследования: математические и численные методы моделирования сложных турбулентных течений.
Цель работы: Целью данного этапа проекта является построение нового 3D симулятора, основанного на разрывном методе Галеркина для численного решения основных уравнений течения и на методе Монте Карло для решения уравнения фильтрованной функции плотности.
Методы исследования: методы математического и численного моделирования динамики медленных турбулентных течений. 

Полученные результаты и их новизна: Разработанная схема за счет высокого порядка полиномов аппроксимации позволяет решать задачи на более грубой сетке по сравнению с обычными дискретизациями, где обычно для повышения точности аппроксимации используется метод сгущения сетки. Наибольшая эффективность эффективность разрывного метода Галеркина проявляется при использовании его в сочетании с лагранжевым методом Монте-Карло. Преимущество схемы в том, что она является явной и в то же время значения лагранжевых частиц в элементе зависят только от значения переменных DG того же элемента. Такое свойство схемы дает возможность решать задачи на массивно-параллельных компьютерных архитектурах. Новизной работы является то, что алгоритм разработанной численной схемы будет впервые адаптирован под архитектуру графических процессоров.
Рекомендации по внедрению или итоги внедрения результатов НИР: Успешность разработанного DG-MC FDF симулятора, как показали исследования, гарантирует его дальнейшего расширения и применения к более комплексным и прикладным задачам в области исследования реагирующих турбулентных течений.
Экономическую эффективность или значимость работы: Практическая значимость исследовательской работы заключается в создании и поддержке комплекса программ для приближённого решения задач вычислительной гидродинамики.
Область применения: гидродинамика сложных турбулентных течений.
ТҰЖЫРЫМДАМА

Есеп  55 беттен, 19 суреттен, 1 кестеден, 42  әдиебеттер тізімінен, 1 қосымшадан тұрады.

Түйінді сөздер: турбуленттік, тығыздықтың фильтрленген функциясы, үлкен құйындарды моделдеу, құрылымдалмаған тор, Монте-Карло әдісі.
Зерттеу объектісі: күрделі турбулентті ағындардың математикалық және сандық модельдеу әдістері.
Жұмыстың мақсаты: Жобаның берілген кезеңінің мақсаты ағынның негізгі теңдеулерін шешу үшін үзілісті Галеркин әдісі мен фильтрленген тығыздық функциясының тасымал теңдеуін шешу үшін Монте-Карло әдісінен тұратын жаңа 3D симуляторын тұрғызу болып табылады.
Зерттеу әдісі: жай турбулентті ағындар динамикасын математикалық және сандық модельдеу әдістері.
Алынған нәтижелер және олардың жаңашылдығы: Тұрғызылған сандық схема, жоғарғы ретті жуықтау полиномдардың арқасында, қарапайым дискретизациялау әдістеріне қарағанда сирек торда жоғарғы дәлдікпен есеп шығаруға мүмкіндік береді. Әдетте дәлдікті арттыру үшін торды майдалау әдісі қолданылады. Үзілісті Галеркин әдісінің ерекше эффективтілігі Лагранждық Монте-Карло әдісімен үйлестіре қолданғанда байқалады. Схеманың тағы бір ерекшелігі оның айқын түрде сипатталуында, және де Лагранж бөлшектері мәндерінің тек қарастырылып отырған DG ұяшығының мәнінен ғана тәуелді болуында. Мұндай қасиет қойылған есепті үлкен массивті есептеуіш жүйелерде есептеуге мүмкіндік береді. Жұмыстың басты жаңашылдығы тұрғызылған сандық әдістеменің алгоритмы тұңғыш рет граффикалық процессорлардың архитектурасына бейімделетіндігі болып табылады.
ҒЗЖ натижелерін ендіру жайлы ұсыныс немесе ендіру қорытындысы: Жұмыстағы DG-MC FDF симуляторының сәтті тұрғызылуы, жүргізілген зерттеулер көрсеткендей, оның ары қарай күрделі және қолданбалы турбулентті процесстерін болжау есептеріне қолдануына үлкен кепілдік береді.
Экономикалық тиімділігі немесе жұмыстың маңыздылығы: жұмыстың қолданбалы маңыздылығы болып, сандық гидродинамиканың есептерін жуықтап шешетін бағдарламалар кешенін құру және оларға қолдау көрсету болып табылады.
Қолдану аймағы: күрделі турбулентті ағындардың гидродинамикасы.
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55ПРИЛОЖЕНИЕ А - СПИСОК ОПУБЛИКОВАННЫХ РАБОТ





ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Турбулентность – состояние сплошной среды, газа, жидкости, их смесей, когда в них наблюдаются хаотические колебания мгновенных значений давления, скорости, температуры, плотности относительно некоторых средних значений, за счёт зарождения, взаимодействия и исчезновения в них вихревых движений различных масштабов, а также линейных и нелинейных волн, солитонов, струй. Происходит их нелинейное вихревое взаимодействие и распространение в пространстве и времени.
Моделирование крупных вихрей – метод моделирования турбулентных течений, где большие масштабы турбулентности рассчитываются явно, а эффекты более мелких вихрей моделируются с использованием правил подсеточного замыкания.

Прямое численное моделирование – метод численного моделирования течений жидкости или газа, где система уравнений Навье-Стокса решаются численно без привлечения каких-либо моделей замыкания. 

Горение - сложный физико-химический процесс превращения исходных веществ в продукты сгорания в ходе экзотермических реакций, сопровождающийся интенсивным выделением тепла.
Число Рейнольдса - безразмерная величина, характеризующая отношение нелинейного и диссипативного членов в уравнении Навье-Стокса. Число Рейнольдса также считается критерием подобия течения вязкой жидкости.
Число Маха – один из критериев подобия в механике жидкости и газа. Представляет собой отношение скорости течения в данной точке газового потока к местной скорости распространения звука в движущейся среде.
Структурированные сетки - это сетки, у которых множество сеточных узлов являются упорядоченными. Сетка представляет собой упорядоченную по определенным правилам структуру с явно выраженными сеточными направлениями. В качестве ячеек используются прямоугольники (2D) или параллелепипеды (3D). 

Неструктурированные сетки - часть евклидовой плоскости или евклидова пространства, разбитая на простые фигуры, такие как треугольники или тетраэдры, в неравномерной форме.

Реагирующие течения – вид течения, где присутствуют химические взаимодействия различных компонентов.
Функция плотности вероятности – один из способов задания вероятностной меры на евклидовом пространстве. В случае, когда вероятностная мера является распределением случайной величины, говорят о плотности случайной величины.
Фильтрованная функция плотности – обобщенная методология функции плотности вероятности.
Метод Монте-Карло - общее название группы численных методов, основанных на получении большого числа реализаций стохастического (случайного) процесса, который формируется таким образом, чтобы его вероятностные характеристики совпадали с аналогичными величинами решаемой задачи.

Решатель - программное обеспечение или алгоритм, предназначенное для решения рассматриваемой математической задачи. На вход решателю поступает описание задачи в некоторой заданной форме, а на выходе он выдает решение задачи.

p-обогащение – стратегия дискретизации, в которой сетка конечных элементов является фиксированной, а полиномиальные степени элементов увеличиваются до нужного порядка.

h-обработка – расщепление элементов в пространстве, сохраняя при этом степень полинома фиксированной.

Суперкомпьютер – специализированная вычислительная машина, значительно превосходящая по своим техническим параметрам и скорости вычислений большинство существующих в мире компьютеров.

MPI (Message Passing Interface, интерфейс передачи сообщений) – программный интерфейс (API) для передачи информации, который позволяет обмениваться сообщениями между процессами, выполняющими одну задачу.

API – набор готовых классов, процедур, функций, структур и констант, предоставляемых приложением (библиотекой, сервисом) для использования во внешних программных продуктах.
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	тензор напряжения вязкости,
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	подсеточное напряжение,
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	фильтр функция,
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	подсеточная вязкость,
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	-
	фильтрованная функция плотности,
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	дельта-функция,
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	-
	фильтрованный тензор деформации,
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	-
	частота смешивания,
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	-
	подсеточное число Шмидта,
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	-
	подсеточная скалярная диссипация,
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	-
	продольная и поперечные координаты,
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	-
	Лагранжевое расположение стохастической частицы,
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	процесс Винер-Леви,
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	-
	шаг по времени,
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	шаг по продольной координате,
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	-
	шаги по поперечным координатам,


Нижние индексы:

	i, j, k
	-
	номера узлов по координатам x, y, z соответственно,

	
	
	


Верхние индексы:

	n
	-
	номер временного слоя,

	l
	-
	номер итерации,


Сокращения

	FDF
	-
	фильтрованная функция плотности,

	PDF
	-
	функция плотности вероятности,

	RANS
	-
	осреднённые по Рейнольдсу уравнения Навье-Стокса,

	LES
	-
	моделирование крупных вихрей,

	DNS
	- 
	прямое численное моделирование,

	MC
	-
	метод Монте-Карло,

	DG
	-
	дискретный Галеркин,

	МКР
	-
	метод конечных разностей,

	МКО
	-
	метод конечных объемов,

	МКЭ
	-
	метод конечных элементов,

	ОДУ
	-
	обычное дифференциальное уравнение,

	ДУЧП
	-
	дифференциальное уравнение в частных производных,

	СДУ
	-
	стохастическое дифференциальное уравнение,

	ММН
	-
	метод минимальных невязок,

	ОММН
	-
	обобщенный метод минимальных невязок.

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	

	
	
	


ВВЕДЕНИЕ

Оценка современного состояния решаемой научно-технической проблемы. Вычислительная гидродинамика, в том числе доступные на сегодняшний день вычислительные мощности, значительно прогрессировали за последнее десятилетие. Такая прогрессия дает возможность численно моделировать сложные трехмерные нестационарные течений при высоких числах Рейнольдса, включая прикладные задачи практики. Однако, обеспечение точных и надежных результатов в разнообразных течениях с ограничениями на вычислительные ресурсы по-прежнему является значительной проблемой. В силу сложности и многомасштабности турбулентных течений для его описания требуются более универсальные и надежные численные модели, которые могут быть адаптированы к конкретным условиям задачи для обеспечения желаемой точности. Преимущественным методом для дискретизации основных уравнений течения в сложных областях с обеспечением высокого порядка точности аппроксимации, как показала практика, является разрывный метод Галеркина, в то время как численная методология фильтрованная функция плотности (FDF) признана как наиболее подходящий подход для моделирования реагирующих турбулентных течений [1]-[7].

По структуре разрывный метод Галеркина (DG) очень близок к традиционному методу конечных элементов (FEM), однако есть несколько принципиальных различий. В частности, массовая матрица является локальной, что делает метод сравнительно дешевой с точки зрения вычислительных ресурсов. Более того, по сравнению с FEM метод является значительно гибкой при решении волновых задач. Если сравнить с методом конечных объемов (FV), DG доминирует имея возможность достичь высоких порядка точности на неструктурированных сетках. 

В своем наилучшем виде фильтрованная функция плотности должна предоставить статистические данные всех соответствующих физических переменных. Наиболее сложной версией фильтрованной функции плотности на сегодня является фильтрованная по частоте-скорости и скаляру функция плотности (FVS-FMDF) [8] и более простая версия(VS-FMDF), которая не рассматривает частоту подсеточной функции [9]. Гидродинамическое замыкание в несжимаемых, нереагирующих потоках было успешно достигнуто с помощью фильтрованная по скорости функции плотности (V-FDF) и еще одного замыкания, которое было чаще всего использовано, рассматривает только скалярное поле (фильтрованная по скаляру функция плотности). Эта была самой простой формой фильтрованной функции плотности в то время, когда она впервые была представлена [10]. Некоторые из наиболее заметных вкладов, вложенных в FDF другими лицами, находится в его базовой реализации [10], тонкой настройки его подсеточных замыканий и проверка полученных результатов с помощью лабораторных экспериментов. Несмотря на свою популярность, одной из основных проблем связанной с фильтрованной функцией плотности является его реализация в областях со сложной геометрией. Геометрическая форма таких устройств нелегко поддается в рамках использования структурированных сеток. Структурированные сетки могут также не иметь требуемую гибкость и надежность для обработки областей со сложными границами, или ячейки сетки могут стать слишком искажены и скрученные, таким образом препятствовать построению эффективного численного моделирования.

Основание и исходные данные для разработки темы. Почти во всех предыдущих работах [5], [7]-[10], фильтрованная функция плотности реализована на структурированных сетках. Этот подход, к сожалению, не всегда пригоден для использования его в инженерных приложениях. Концепция неструктурированная сетка рассматривается как один из соответствующих решений для дискретизации областей со сложными формами. Неструктурированные сетки имеют нерегулярно распределенные узлы и их клетки не обязаны иметь только одну стандартную форму. Кроме того, соединение клеток соседних сеток меняются от точки к точке и не подлежат никаким ограничениям.

Обоснование необходимости проведения НИР. Ископаемое топливо остается основным источником энергии для отопления жилых помещений, производства электроэнергии и транспортировки. Поэтому в этой области процесс сжигания топлива остается ключевой технологией настоящего и обозримого будущего. Хорошо известно, что горение порождает не только тепло, которое может быть преобразовано в другие виды энергии, но также производит большой объем загрязняющих окружающую среду веществ, такие как окись азота, несгоревшие углеводороды и.т.д. Объем этих выбросов снижается за счет увеличения эффективности процесса сгорания горючей смеси, тем самым уменьшая расход топлива.

На практике процесс горения почти всегда происходит в турбулентном режиме. Во- первых, турбулентность увеличивает процесс смешивания и тем самым усиливает горение. Во- вторых, при горении выделяется большой объем тепла, что приводит к расширению газа, которое порождает нестабильность течения. Проблемы увеличения эффективности сжигания и уменьшения выбросов в разнообразных установках требуют совершенствования методов описания и расчета таких течений.

В связи с этим, эффективными подходами для решения задач гидродинамики со сложной конфигурацией являются методы неструктурированных сеток. Такой подход дает возможность сгущать сетки в областях с большим градиентом или со сложной геометрией, для обеспечения желаемой точности с минимальной затратой вычислительных ресурсов и использование соответствующих методов дискретизации дифференциальных уравнений на этих сетках. Как показали исследования, наиболее эффективным методом на сегодняшний день является разрывный метод Галеркина – дискретного Галеркина [22].

Целью данного проекта является создании 3D LES симулятора для моделирования турбулентных течений с использованием численного метода разрывного Галеркина, методологии фильтрованной функций плотности и технологии параллельных вычислений на графических процессорах. Целью данного этапа проекта является построение нового 3D решателя, основанного на разрывном методе Галеркина для численного решения основных уравнений течения и на методе Монте Карло для решения уравнения фильтрованной функции плотности. 

Сведения о планируемом научно-техническом уровне разработки. В работе разрабатывается новая вычислительная методология, состоящая из разрывного метода Галеркина и Лагранжевого метода Монте-Карло. 

Практическая значимость исследовательской работы заключается в создании и поддержке комплекса программ для приближённого решения задач гидродинамики на многогранных сетках. Особенность данного программного комплекса в том, что методология сочетает в себе преимущества метода конечных объемов и спектральных методов. Преимущество метода конечного объема в том, что он прекрасно подходит для дискретизации геометрически сложных областей, в то же время главное преимущество спектральных методов в обеспечении высокой точности аппроксимации. Также особенная эффективность разработанного решалеля проявляется при использовании DG методов в сочетании с Лагранжевым методом Монте-Карло. Кроме того, схема является явной и в то же время значения частицы в элементе зависят только от значения переменных DG того же элемента. Такое свойство схемы дает возможность решать задачи с высокой производительностью на массивно-параллельных компьютерных архитектурах.

Связь данной работы с другими научно-исследовательскими работами. Данный DG-MC симулятор течения жидкости, разрабатывается совместно с научными сотрудниками лаборатории “Laboratory for Computational Transport Phenomena” Питтсбургского университета под руководством со-руководителя проекта профессора П.Гиви. Наши дальнейшие исследования будут тесно связаны с усовершенствованием этого кода. 

1    ПОСТРОЕНИЕ НОВОГО ТРЕХМЕРНОГО РЕШАТЕЛЯ НА ОСНОВЕ РАЗРЫВНОГО МЕТОДА ГАЛЕРКИНА ВЫСОКОГО ПОРЯДКА В СОЧЕТАНИИ С МОНТЕ КАРЛО СИМУЛЯТОРОМ ДЛЯ FDF
Анализу турбулентных потоков уделялось большое внимание еще во времена Осборна Рейнольдса [11]. Даже в то время существовала необходимость в разработке точных методов предсказания поведения химически инертных и реагирующих турбулентных потоков.

Средние значения химических и термодинамических параметров в таких потоках можно рассчитать по усредненным уравнениям переноса, представляющим собой законы сохранения массы, импульса, энергии и вещества. Знания средних параметров потока достаточно во многих практических случаях, и нет необходимости рассчитывать мгновенные значения параметров, которые невозможно получить при возрастании числа Рейнольдса [12]. Эти уравнения содержат члены, которые не связаны напрямую со средними параметрами и должны быть смоделированы, чтобы получить замкнутую систему уравнений. Это называется проблемой замыкания турбулентности. На сегодня существуют два основных подходов моделирования турбулентных потоков.

Первый подход, известный как моделирование с помощью осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса (RANS) [13]. Основной задачей в этом подходе является моделирование связи между неизвестными корреляциями в этих уравнениях и осредненными переменными переноса. Такие замыкания моментов используют смесь математического анализа и физического соображения. Несмотря на это, постройка окончательной математической модели требует дополнительных предположений и эмпирических взаимосвязей. В настоящее время, все полученные модели не являются универсально применимыми. Также полученные результаты недостаточно охватывают физику течения.

Второй подход, известный как моделирование крупных вихрей (LES) [14], в которой вместо того чтобы моделировать все турбулентные величины потока, как это делается в RANS, крупные вихри решаются напрямую, а мельчайшие вихри подсеточного масштаба моделируются. Такое моделирование дает возможность решать прикладные задачи с высокой точностью, и в то же время требование к разрешению сетки гораздо меньше по сравнению с прямым численным моделированием (DNS). Успешная реализация LES зависит от двух факторов: (1) насколько точно смоделированы величины подсеточного масштаба (SGS), (2) и насколько точно эти модели решены с помощью численных методов.

Методология, фильтрованная функция плотности (FDF), оказалась наиболее эффективной для замыкания системы уравнений LES [7]. Главное преимущество FDF в том, что после его применения источник химических реакции в уравнении переноса скалярных переменных получается в замкнутом виде. Еще одно немаловажное преимущество в том, что замыкания величин подсеточного масштаба (например, подсеточный тензор напряжений, подсеточный поток массы, и.т.д.) с помощью FDF эквивалентны SGS моделям второго порядка, в то время как большинство нынешних SGS моделей (например, замыкание Смагоринского) имеют нулевой порядок, включая динамических версий [15].

По существу, FDF является аналогом методов функции плотности вероятности (PDF). В работе [10] впервые разработано и продемонстрировано уравнение переноса FDF. Наиболее полная форма методологии, которая решает уравнение переноса для совместной статистики энергии, давления, скорости и скаляров, является EPVS-FMDF [16], которая применяется для течений с высоким числом Маха, и где химический источник зависит от давления. S-FDF и S-FMDF являются наиболее широко используемой формой методологии, и рассматривают только скалярное поле сжимаемой и несжимаемой жидкости, соответственно. Гидродинамическое замыкание для несжимаемых, нереагирующих потоков было успешно достигнуто с помощью V-FDF, которая содержит статистику относительно компонент скорости [17]. Первая реализация LES горения углерода, известное как пилотируемое диффузионное пламя Sandia-D [18], была успешна проведена с помощью S-FMDF и VS-FMDF.

Эффективным путем решения уравнения переноса FDF является Лагранжевый метод Монте-Карло (MC) [19, 20]. В этом методе физическая область дискретизируется стандартным форматом (с помощью методов конечных разностей, конечных объемов, и.т.д.), и FDF представляется через ансамбль частиц. Каждая из этих частиц несет информацию, относящуюся к физическому полю (поле скалярных переменных, компонент вектора скорости и.т.д.) и вектору местоположения. Также, процедура Монте-Карло должна быть комбинирована с Эйлеровым методом, который решает основные отфильтрованные уравнения течения. Комбинирование должно быть выполнено таким образом, чтобы общая точность решателя все время поддерживалась. В методе LES очень желательным фактором является то, что при увеличении разрешения сетки и/или повышении порядка точности применяемой схемы, влияние величин подсеточного масштаба уменьшалось (стремление к решению DNS). Также желательно, чтобы точность прогнозирования метода LES не зависела от размеров ячеек сетки. Разрывный метод Галеркина (DG) в комбинации с методом Монте Карло способен удовлетворить всем этим критериям.
Ниже в таблице 1 приведены преимущества и недостатки классических численных методов. Где ( означает, что метод включает соответствующее преимущество или решает проблему; (  означает, что не имеет или не решает; и (() означает, что метод решает данную проблему, но с некоторыми модификациями.
Таблица 1 – Некоторые свойства рассмотренных методов
	Методы
	Сложная геометрия
	Высокий порядок точности 
	Явная полу дискретная форма
	Закон сохранения
	Эллиптические проблемы

	Метод конечных разностей
	(
	(
	(
	(
	(

	Метод конечных объемов
	(
	(
	(
	(
	(()

	Метод конечных элементов 
	(
	(
	(
	(()
	(


Первая численная схема разрывного Галеркина в комбинации с Монте Карло была разработана Sammak et al. [21] для SFDF. Такой численный код имеет ряд преимуществ. Существенным преимуществом является то, что метод сходится к решению DNS путем увеличения порядка аппроксимирующего полинома. Скорость сходимости имеет экспоненциальный характер, и делает метод намного эффективным по сравнению с традиционными методами, где применяется способ увеличение разрешения сетки. Так как переменные DG представляются с помощью простых полиномов внутри элемента, то их значения с легкостью интерполируются в местоположения частиц Монте Карло, что предотвращает потерю точности. Более того, за счет высокого порядка полиномиальной аппроксимации размеры ячеек сетки являются намного крупнее чем ячейки в стандартных дискретизациях.
Такое сочетание математического и численного моделирования обеспечивает надежное прогнозирование турбулентных течений и даст возможность решать более комплексные и прикладные задачи в области исследования реагирующих турбулентных течений.
2     РАЗРАБОТКА ЧИСЛЕННОГО АЛГОРИТМА РЕШЕНИЯ ОСНОВНЫХ ОТФИЛЬТРОВАННЫХ УРАВНЕНИЙ ТЕЧЕНИЯ С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА РАЗРЫВНОГО ГАЛЕРКИНА 

По структуре разрывные методы Галеркина (DG) очень близки к традиционному МКЭ, однако, есть несколько принципиальных различий. В частности, массовая матрица является локальной, что делает метод сравнительно дешевой с точки зрения вычислительных ресурсов. Более того, метод является значительно гибкой, при решении волновых задач, по сравнению с МКЭ. Если сравнить с МКО, DG доминирует, имея возможность достичь высоких порядка точности на неструктурированных сетках. С учетом всех этих преимуществ и недостатков классических методов, приходим к выводу, что DG является очень мощным инструментом для численного решения систем дифференциальных уравнений в частных производных. 
2.1 Основные уравнения течения

Уравнения Навье-Стокса определяют динамику сжимаемых жидкостей и имеют следующий вид
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где они представляют сохранение массы, импульса и энергии. Вектор 
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 определяются следующим образом
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где 
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компоненты скорости, 
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 давление, 
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 общая внутренняя энергия, 
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 поток тепла. Вязкость является функцией температуры и определяется формулой Сазерленда. Эти уравнения замыкаются с помощью уравнения состояния идеального газа
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где 
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 коэффициент теплоемкости.
2.2 Формулировка разрывного метода Галеркина

Для того чтобы вывести слабую форму дискретного метода Галеркина, уравнение (1) умножается на пробную функцию 
[image: image38.wmf]f

, и интегрируется по всей области 
[image: image39.wmf]W
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(4)
Чтобы получить слабую форму, проводится интегрирование по частям, и невязка определяется следующим образом
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(5)
где 
[image: image42.wmf]f

 базисные функции и решение аппроксимируется используя 
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. Индекс m ведется по числу базисных функций. Теперь невязка 
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 содержит поверхностные интегралы и нужен специальный подход для определения потоков в этих членах. Конвективные потоки рассчитываются с использованием решателя Римана. Реализованные решатели Римана включают в себя схемы Лакса-Фридрихса [23], Рое [24] и AUFS схему [25]. Для диффузионных потоков используется метод SIP [26].

Метод решения. Для решения нелинейную систему уравнений, используется затухающий метод Ньютона-Рафсона, который имеет вид
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где 
[image: image46.wmf]k

 нелинейная итеррация, 
[image: image47.wmf]J

 якобиан, 
[image: image48.wmf]M

 массовая матрица, 
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 поэлементный шаг времени. 
[image: image50.wmf]M

 массовая матрица, из-за дискретности базисов, появляется только на блочных диагоналях. Локальный временной шаг 
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 устанавливается на каждом элементе, используя
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где 
[image: image53.wmf]h

 размер ячейки, 
[image: image54.wmf]c

 скорость звука, 
[image: image55.wmf]CFL

 критерий Куранта – Фридрихса – Леви.


Метод Ньютона образует линейную систему, которая должна быть решена для получения 
[image: image56.wmf]ns

a

 с помощью


[image: image57.wmf]k

k

k

a

a

a

D

+

=

+

1

 
(8)
Для решения линейной системы уравнений (1), используется обобщенный метод минимальных невязок. Для улучшения сходимости метода, на систему уравнений были применены предобуславливатели релаксация Якоби, релаксация Гаусса-Зейделя, линейный неявный Якоби
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3    РЕАЛИЗАЦИЯ ПРОГРАММНОГО КОДА НА ОСНОВЕ РАЗРАБОТАННОГО АЛГОРИТМА DG

3.1 Построение схемы для линейного уравнения
Рассмотрим линейное уравнение переноса (10) с начальными (11) и граничными (12) условиями:
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Для решения этого уравнения разрывным методом Галеркина построим сетку, состоящую из непересекающихся элементов:
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Будем искать решение уравнения в каждом элементе, таким образом, что решение уравнения в области – объединение решений в каждом элементе:
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Внутри элемента решение будем искать в виде интерполяции базисными функциями 
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Здесь 
[image: image68.wmf](
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 – так называемые коэффициенты степеней свободы, которые определяются по ходу решения. Определив эти коэффициенты будем иметь решение в полиномиальном виде (13). Для нахождения этих коэффициентов, построим схему разрывного метода Галеркина. Иными словами схема разрывного метода Галеркина представляет собой уравнения для вычисления этих степеней свободы, которые используются для полиномиального представления (13).

Для построения схемы умножим уравнение (10) на базисную функцию 
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 и проинтегрируем по области элемента:
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Выполнив отображение каждого элемента 
[image: image71.wmf][
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 (преобразование координат для отображения имеет вид 
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) получим следующий интеграл:
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Раскрыв второе слагаемое интегрированием «по частям» получим:
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Подставив (13) в (14) получим, так называемую «слабую» форму:
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В классическом разрывном методе Галеркина за базисные функции берутся нормированные полиномы Лежандра:
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Графики нормированных полиномов Лежандра показаны на рисунке 1.

[image: image78.png]



Рисунок 1 – Графики нормированных полиномов Лежандра.

Интегралы в уравнении (15) остаются постоянными при отсутствии каких-либо изменений базисных функций, поэтому удобно ввести матрицы масс и жесткости:
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Полиномы Лежандра обладают свойством ортогональности в мастер элементе, поэтому массовая матрица имеет только единичные диагональные элементы:
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Использовав свойство ортогональности и подставив матрицу жёсткости в уравнение (15) получи схему:
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(16)

В схеме (16) слагаемые стоящие в середине представляют собой численные потоки, которые необходимо замкнуть. Наиболее простой, эффективный – центральный поток имеет вид:
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Само название разрывного метода Галеркина основывается на том, что решение имеет разрывный характер: на интерфейсах между соседними элементами образуется разрыв первого рода. Схематичная картина решения разрывным методом Галеркина показана на рисунке 2.
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Рисунок 2 – Три произвольно взятых элемента и решение внутри каждого элемента.

Схема (16) представляет собой набор Np обыкновенных дифференциальных уравнений в каждом элементе. Дискретизацию по времени можно осуществить любым известным способом, например, методом Эйлера или методами Рунге-Кутты. В приведённых вычислениях для дискретизации по времени для линейных и вязких уравнений используется метод Эйлера первого порядка точности.

3.2 Схема для нелинейного уравнения
Рассмотрим нелинейное невязкое уравнение Бюргерса с начальными и граничными условиями:
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[image: image88.wmf](
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Решение этого уравнения намного сложнее, чем решение уравнения (10). Не всегда известно, существует ли вообще точное решение уравнения Бюргерса. Тем не менее это уравнение поддается численному решению. Следует заметить, что даже при достаточно гладких начальных условиях, функция может стать разрывной. Разрывность функций усложняет численное решение задач, и поэтому встает необходимость создания схем, способных разрешать разрывы.

Перепишем уравнение (18) в консервативной форме:
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Отсюда схема разрывного метода Галеркина выводится аналогично схеме для линейного уравнения, и имеет вид:
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Заметим, что и функцию f следует рассматривать в виде разбиения по базисным функциям:
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Степени свободы функции f определяются при помощи интегралов:
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В качестве численного потока возьмем центральный поток, который имеет вид:
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В связи с тем, что разрывный метод Галеркина, в частности схема (22)-(25) абсолютно неустойчива при решениях разрывных задач, встает необходимость использования определенных техник, которые позволяют использовать эту схему для разрывных задач. Наиболее часто используемой техникой решения разрывных задач является использование ограничителей наряду с использованием сильно устойчивого метода Рунге-Кутты.

В приведенном примере используется ограничитель, основанный на mminmod (modified minmod) функции:
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где функции minmod и mminmod имеют следующий вид:
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здесь число M определяется опытным путем.

Сильно-устойчивый метод Рунге-Кутты второго порядка точности для дифференциального уравнения 
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Отметим, что ограничитель (26) применяется для степеней свободы после каждого шага Рунге-Кутты (27).
3.3 Схема для нелинейного вязкого уравнения
Рассмотрим нелинейное вязкое уравнение Бюргерса с начальными и граничными условиями:
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(30)

Благодаря диффузионному члену в уравнении (28) решение его может иметь сколь угодно большую первую пространственную производную, но тем не менее решение не достигает разрыва первого рода. Даже если изначально разрыв первого рода имел место, диффузионный член способствует «сглаживанию» функции. Поэтому нет острой необходимости использовать ограничители и сильно устойчивые методы Рунге-Кутты.

Приведем уравнение (28) к консервативному виду:
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Отсюда схема разрывного метода Галеркина имеет вид:
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Обе функции f и g следует рассматривать в виде разбиения по базисным функциям:
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(33)

Степени свободы функций f и g определяются при помощи следующих выражений, которые построены аналогично (13)-(16) из представления (31):


[image: image107.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

D

-

=

=

å

ò

+

=

-

=

=

-

1

0

1

1

1

1

2

ˆ

2

ˆ

2

ˆ

Np

j

ij

K

j

i

K

n

i

K

n

K

j

j

K

n

K

j

S

u

P

u

P

u

x

g

d

P

u

f

x

x

e

x

x





(34)

Как это делалось ранее, в (34) используются центральные численные потоки.
4       ПОСТРОЕНИЕ СИМУЛЯТОРА МС ДЛЯ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ СИСТЕМ СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
4.1 Теоретические основы симулятора Монте Карло для численного решения систем стохастических дифференциальных уравнений 
Построен симулятор МС для численного решения систем стохастических дифференциальных уравнений. Симулятора МС основан на методе Эйлера-Маруямы [27] для численного решения систем обыкновенных СДУ в форме Ито [28] следующего вида:
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      (35)

где 
[image: image109.wmf]i

X

 – i-ая случайная величина, 
[image: image110.wmf]i

μ

 – коэффициент сноса, 
[image: image111.wmf]s

 – коэффициент диффузии, 
[image: image112.wmf]i

W

 – стандартный Винеровский процесс [29]. В данной работе построен симулятор для решения скалярного уравнения фильтрованной функции плотности [10-30], которое приводится к форме (35). Уравнение фильтрованной функции плотности описано ниже.

Рассмотрим уравнение переноса в следующей форме [31]:
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    (36)

здесь 
[image: image114.wmf]a

f

 – любой скаляр удовлетворяющий уравнению (концентрация, массовая доля, температура, энтальпия и тд.) 
[image: image115.wmf]i

u

 – компоненты вектора скорости, 
[image: image116.wmf]G

 – коэффициент диффузии, 
[image: image117.wmf]S

&

 – источниковый член отвечающий за химические реакции. Производя операцию фильтрования LES [32] к уравнению (36) получим уравнение:
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(37)

здесь подсеточная диффузия, которая моделируется в виде 
[image: image119.wmf]jSGS
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 [33], где 
[image: image120.wmf]SGS
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 коэффициент турбулентной диффузии. Отметим, что процесс замыкания источникового члена не является тривиальным [34], так как зависимость скорости реакции от скаляров сильно нелинейная. Существует десятки моделей для замыкания источникового члена для моделирования крупных вихрей турбулентных реагирующий течений, который обладают разными свойствами. В данной работе рассматривается модель фильтрованной функции плотности [10-31], которая является наиболее точной и универсальной.

По определению, фильтрованная функция плотности записывается в виде [10]:
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здесь 
[image: image123.wmf](
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 – фильтрованная функция плотности, 
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 – фильтр функция, 
[image: image125.wmf]z

 – функция мелкозернистой плотности, 
[image: image126.wmf]d

 – дельта функция Дирака. Согласно работе [10]. смоделированное уравнение переноса для фильтрованной функции плотности записывается в следующем виде:
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(39)
Отметим, что в этом уравнении источниковый имеет замкнутую форму. Если проинтегрировать все уравнение ФФП то получим исходное уравнение переноса (37) скалярной величины:
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Более того, из уравнения ФФП можно вывести уравнение переноса дисперсии (вторых моментов) 
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Согласно принципу эквивалентности Ито, уравнение переноса ФФП можно записать в форме СДУ [35]:
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что удовлетворяет форме СДУ (35).

Таким образом разработанный симулятор готов для решения ФФП методом Монте Карло. Алгоритм, на котором основан разработанный симулятор следующий:

1. Распределить частиц в области и применить соответствующие начальные условия.

2. Определить для каждой частицы коэффициенты сноса и диффузии (путем интерполяции).

3. Решить систему СДУ методом Эйлера Маруямы систему ОДУ для композиционного состава.

4. Произвести энсембольное осреднение к Эйлеровым точкам.

5. Если решение достигло желаемого результата закончить вычисление, в противном случае перейти к шагу 2.
4.2 Пример решения тестовой задачи 

Для демонстрации симулятора рассмотрим задачу о деформации круга под действием вихря [36], пример решения которой приведен на рисунке 3. Детальный анализ точности Монте Карло в данной главе не приводится, но будет произведен в следующей главе, где симулятор Монте Карло совмещен с симулятором гидродинамики.
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Рисунок 3 – Деформация круга под действием вихря
Это известная тестовая задача для оценки точности численного метода идея которой заключается в следующем: круг диаметром 
[image: image134.wmf]0

r

 с центром в точке 
[image: image135.wmf]0

x

 сносится под действием движения среды с компонентами скорости 
[image: image136.wmf]2

2()(2)

sinxsiny

u

pp

=

, 
[image: image137.wmf]2

2(2)()

vsinxsiny

pp

=

 вследствие чего происходит его деформация. Важно заметить, что ни один из численных методов для Эйлеровой постановки не способен решить эту задачу при нулевой диффузии без каких либо-потерь в точности. Однако в Лагранжевой постановке возможно решить эту задачу с большой точность.

Результаты расчетов разработанного симулятора приведены на рисунке 4.
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Рисунок 4 – Деформация круга под действием вихря (Г = 0)

Оценивая результат качественно, можно заметить, что решение соответствует ожидаемому, так как форма диска принимает форму продемонстрированной на рисунке 3.
Рассмотрим ту же задачу с учетом диффузии Г = 0.001. Результаты расчетов с учетом диффузии приведены на рисунке 5.
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Рисунок 5 – Деформация круга под действием вихря (Г = 0.001)
При учете диффузии перемещение частиц является случайным [28](random walk), поэтому происходит взаимное проникновение веществ, что и следовало ожидать от результатов на рисунке 5.
4.3 Практическая реализация пространственного фильтрования

Помимо самих значений скаляров в частицах, в дальнейшем, нам понадобятся фильтрованные значения в узлах сетки Эйлерового симулятора [30]. Для этого рассмотрим произвольную сетку, построенную на области решения. Пример неструктурированной сетки, построенной методом триангуляции Делоне приведен на рисунке 6.
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Рисунок 6 – Пример неструктурированной треугольной сетки построенной в области решения

Для того, чтобы произвести операцию фильтра над частицами в узел сетки 
[image: image147.wmf]x

 применяется взвешенное [30] осреднение в следующем виде:
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где 
[image: image149.wmf]L

Q

 – фильтрованное значение любой переменной, 
[image: image150.wmf]k
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 – значение переменной на частице, 
[image: image151.wmf](
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 – функция веса, 
[image: image152.wmf]D

 – размер фильтра. В зависимости от функции веса, можно получить разный (но теоретически эквивалентный) результат. Для LES в качестве функции веса можно принять функцию фильтра. Если в качестве функции веса взять квадрат обратного расстояния, то в результате получится интерполяция Шепарда [37], что уже не является операцией LES фильтра. Пример операции фильтра над частицами с осреднением к Эйлеровой сетке приведен на рисунке 7.
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Рисунок 7 –  Скалярное значение в частицах и их осреднение

Здесь, в качестве функции веса, использовалась функция Гауссового фильтра с размером фильтра равной квадратному корню от площади элемента. В пространстве же, размер фильтра равен кубическому корню от объема элемента. Так, как сетка неструктурированная и неоднородная, размер фильтра является величиной зависящей от пространственных координат. Более детальное изображение приведено на рисунке 8.
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Рисунок 8 – Частицы Монте Карло и их отфильтрованные к сетке значения
В результате выполненной работы имеется полноценный симулятор Монте Карло для решения фильтрованной функции плотности в сложных областях на произвольных сетках. Пространственная аппроксимация симулятора намного выше, чем аппроксимация Эйлеровыми методами для тех же задач. Однако платой является более высокая требовательность к вычислительным ресурсам, что с развитием технологий становится все менее весомым контраргументом в выборе данного метода. Стоит отметить, что при помощи данного симулятора возможно производить вычисления не только на плоскости, но и в пространстве, что и показано в следующей главе.
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5    ИНТЕГРАЦИЯ ДВУХ РАЗРАБОТАННЫХ РЕШАТЕЛЕЙ DG И MC
5.1 Постановка задачи
Рассмотрим задачу о развивающемся слое смешивания многокомпонентной среды. Уравнения LES [30]для данной задачи имеют следующий вид:
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[image: image157.wmf]ij

ij

i

ij

lL

lLll

L

jijj

uu

up

T

txxxx

t

r

r

¶

¶

¶¶

¶

+=-+-

¶¶¶¶¶




(44)

[image: image158.wmf]j

j

j

lL

lLl

L

l

L

jjj

J

u

M

S

txxx

a

a

a

a

a

rf

rf

r

¶

¶

¶

¶

+=--+

¶¶¶¶

&




(45)

[image: image159.wmf](
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Которые являются следствиями из законов сохранения (массы, импульса, энергии, компонент) и уравнения состояния соответственно. Вязкие и диффузионные члены моделируются согласно законам Навье-Стокса, Фика и Фурье:
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[image: image161.wmf]L
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Для замыкания подсеточных (турбулентных) напряжений, массовых и тепловых потоков используется стандартная аппроксимация типа Буссинеска [38]:
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Здесь 
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 и 
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 – подсеточная турбулентная вязкость и подсеточная кинетическая энергия турбулентности, которые определяется согласно стандартной модели Смагоринского, 
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 – подсеточный коэффициент диффузии (теплообмена), 
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 – постоянная. Так, как замыкание члена отвечающего за химические реакции требуют дополнительного моделирования, решается система стохастических дифференциальных уравнений [10]:
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Посредством которых вычисляется член:
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5.2 Демонстрация решения и ее анализ в задаче о нереагирующем слое смешения

Слой смешения [39] рассматривается в кубической области с периодическими граничными условиями в двух пространственных направлениях. Начальные условия имеют вид 
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 – начальная толщина слоя смешения, 
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ip
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 – малые возмущения. Пример решения задачи разрывным методом Галеркина и методом Монте Карло в момент t=50 безразмерного времени приведён на рисунке 9.
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Рисунок 9 – Массовая доля компоненты смеси в слое смешения

Аналогично на рисунке 10 приведены контуры вторых моментов (дисперсии) массовых долей вычисленных при помощи разрывного метода Галеркина и метода Монте Карло.

[image: image182.png]


[image: image183.png]



[image: image184.png]0.0 0.05

R

0.1

1.3




Рисунок 10 – Вторые моменты в слое смешения

Из рисунков 9 и 10 очевидно, что решения для DG и MC совпадают, что так же ясно видно диаграмме рассеяния 11 
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Рисунок 11 – Диаграмма рассеяния первых и вторых моментов

Здесь на рисунке 11 и в последующих диаграммах рассеяния красным обозначена линия идеального совпадения результатов двух разных решателей. Коэффициент линейной корреляции [40] для первых моментов равен 0.9992 и для вторых моментов равен 0.9611, что говорит о достаточно хорошей сходимости двух решателей.
Анализ осредненных вторых моментов 
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 [21] приводит заключению, что 90% турбулентного течения разрешаются прямо, а остальные 10% моделируется при помощи LES.
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Рисунок 12 – Осредненные по Рейнолдсу вторые моменты, разрешенные дисперсий и полные дисперсий
Подводя итог результатов решения задачи о слое смешения можно утверждать, что интеграция разработанных решателей DG и MC для химически инертных смесей произведена успешно. Описание результатов для химически реагирующих течений приведено в следующем пункте.

5.3 Демонстрация решения реагирующего слоя смешения и ее анализ

Далее рассмотрим реагирующее течение, в котором реакция происходит согласно уравнению реакции 
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, применяя к этой реакции закон действующих масс [41] получим скорости реакции для компонент входящих в реакцию 
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. В данной задаче фильтрованная функция плотности отвечает за источниковые члены уравнений моделирования крупных вихрей, для чего модель и предназначена.

Контуры массовой доли компоненты А реагирующего слоя смешения приведены на рисунке 13 в момент t = 50 безразмерного времени. Здесь, как и в предыдущем случае показаны решения разрывным методом Галеркина и методом Монте Карло соответственно.
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Рисунок 13 – Слой смешения в реагирующем течении, массовая доля компоненты смеси

Аналогично на рисунке 14 приведены контуры вторых моментов (дисперсии) массовых долей вычисленных при помощи разрывного метода Галеркина и метода Монте Карло.
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Рисунок 14 – Слой смешения в реагирующем течении, дисперсия массовой доли компоненты смеси
Так как в течении две компоненты вступают в реакцию целесообразно рассмотреть переменную Шваба-Зельдовича [42]
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(50)

так называемую доля смеси. 

Если рассмотреть зависимость между массовыми долями компонент входящих в реакцию и переменой Шваба-Зельдовича, то массовые доли реагентов должны находиться в области ограниченной бесконечно быстрой реакции и чистого смешивания, что в результате и продемонстрировано на рисунке 15. Черные линии показывают границы области значений массовых долей реагентов. Иными словами, если на диаграмме значения выходят за рамки границ, то решение некорректно.
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Рисунок 15 – Диаграммы рассеяния между массовыми долями и переменной Шваба-Зельдовича

Стандартный статистический анализ результатов полученных разрывным методом Галеркина и методом Монте Карло приведён на рисунках 16 и 17.
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Рисунок 16 – Диаграмма рассеяния первых и вторых моментов

В результатах, приведённых на рисунке 16 линейные коэффициенты корреляции равны 0.9991 и 0.9576 соответственно. А в результатах, приведённых на рисунке 17 линейные коэффициенты корреляции равны 0.9991 и 0.9570 соответственно.
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Рисунок 17 – Диаграмма рассеяния первых и вторых моментов
Согласно данным приведённых на рисунках 18 и 19 при решении моделируется 8% реагирующего течения, а остальные 92% разрешаются прямо.
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Рисунок 18 – Осредненные по Рейнольдсу вторые моменты, разрешенные дисперсии и полные дисперсии компоненты А
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Рисунок 19 – Осредненные по Рейнольдсу вторые моменты, разрешенные дисперсии и полные дисперсии компоненты В
Выше приведенные результаты говорят о высоком качестве интеграции двух разработанных решателей DG и MC. Преимуществами комбинированного решателя является высокий порядок точности, теоретически точное разрешение влияния химических реакций, универсальность в постановке задачи, возможность реализации решения в сложных областях. В дополнении к этому распараллеливание процедур решателя сделает его вычислительно мощным, что позволит решать более «тяжелые» задачи. Распараллеливание решателя запланировано, как дальнейшее исследование в последующих этапах плана работ.
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 TC" ЗАКЛЮЧЕНИЕ " \f C \l "1" 
Целью данного проекта является создании 3D LES симулятора для моделирования турбулентных течений с использованием численного метода разрывного Галеркина, методологии фильтрованной функций плотности и технологии параллельных вычислений на графических процессорах. Целью данного этапа проекта является построение нового 3D решателя, основанного на разрывном методе Галеркина для численного решения основных уравнений течения и на методе Монте Карло для решения уравнения фильтрованной функции плотности.
В настоящей работе показано что комбинирование разрывного метода Галеркина с лагранжевым методом Монте Карло является одним из мощных подходов для моделирования крупных вихрей реагирующих турбулентных течений. Основные особенности разработанной численной методологии представлены ниже:

i. Разрывный метод Галеркина (DG) сочетает в себе преимущества метода конечных объемов и спектральных методов. Преимущество метода конечного объема в том, что он прекрасно подходит для дискретизации геометрически сложных областей, в то же время главное преимущество спектральных методов в обеспечении высокой точности аппроксимации. Также показано особенная эффективность использования DG методов в сочетании с лагранжевым методом Монте Карло.

ii. Даже при низких значениях порядка полинома аппроксимации p, полная энергия охватывается с высокой точностью. Такое свойство схемы является особенно притягательной, когда прогноз развития полной энергии имеет первостепенное значение.
iii. Высокую численную эффективность и устойчивость схемы разрывного Галеркина можно многократно усилить путем использования высоких порядков полинома аппроксимации p~4-6. Такие высокие порядки полиномов приводят к очень незначительным численным диссипациям что очень приветствуется в моделировании крупных вихрей.

iv. Существенным преимуществом разработанной методологии является что методология позволяет достичь предела прямого численного моделирования (DNS) путем повышения порядка полинома аппроксимации p. Показано что такая процедура является намного экономичней, с точки зрения вычислительной стоимости, по сравнению с процедурой сгущения разрешения сетки, которая является типичной в традиционных подходов аппроксимации.

v. Особое преимущество данного подхода в том, что значения переменных DG с легкостью определяются в любой точке элемента в силу того, что эти переменные представляются с помощью простых полиномов. Такое преимущество дает возможность избежать потери точности за счет использования метода интерполяции нижнего порядка, как используется в обычных приближениях. 

vi. За счет высокого порядка полиномов аппроксимации, разработанная схема позволяет решать задачи на более грубой сетке по сравнению с обычными дискретизациями, где обычно для повышения точности аппроксимации используется метод сгущения сетки. Следовательно, это позволяет значительно уменьшить выделение оперативной памяти вычислительного устройства.

vii. Немаловажным преимуществом DG-MC аппроксимации в том, что схема является явной и в то же время значения частицы в элементе зависят только от значения переменных DG того же элемента. Такое свойство схемы дает возможность решать задачи на массивно-параллельных компьютерных архитектурах. 
Успешность разработанного DG-MC FDF симулятора, как показали исследования, гарантирует его дальнейшего расширения и применения к более комплексным и прикладным задачам в области исследования реагирующих турбулентных течений.
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