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РЕФЕРАТ

Отчет 34 с., 30 источников, 1 прил.
ТЕНЗОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛОВ, МЕТОД СМОЛЯКА, ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ, ФОРМУЛЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ ДЛЯ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ, КЛАССЫ ФУНКЦИЙ С ОЦЕНКАМИ НА ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ ФУРЬЕ,СИЛЬНАЯ ОСЦИЛЛЯЦИЯ.

Объект исследования – линейные функционалы вида .


Цели работы - применение к приближенному вычислению линейных функционалов   при  и для системы Чебышева формулы Руководителя Проекта, являющегося дальнейшим развитием широко известного «Метода Смоляка».
Результаты работы:
Проведены работы по поиску литературы по «Сильной (высокой) осцилляции» и анализу по ней содержания и состояния данного направления.  Поиск литературы проводился по базам Web of Science, Scopus, Springer, Mathnet.ru. Только по одной базе Web of Science найдено 413 работ на тему приближения операторов с высокой осцилляцией.


В случае  интегралы от произведения произвольной суммируемой функции  с ортом   в соответствии со сложившейся в математической литературе терминологией называют «с  сильной (высокой) осцилляцией». В этом случае получена общая формула приближенного вычисления линейных функционалов «сильной (высокой) осцилляции», в которой в явном виде выписан искомый вычислительный агрегат, в общем виде зависящий от методов суммирования. Также выписана явная формула  возникающей при этом погрешности, позволяющая производить двусторонние оценки для индивидуальной функции и оценки сверху на классах функций с индивидуальной оценкой на тригонометрические коэффициенты Фурье.
Исследована задача применения тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов  с «сильной (высокой) осцилляцией», определенных системой  Чебышева. Получена общая формула, в которой в явном виде выписан искомый вычислительный агрегат,  в общем виде зависящий от методов суммирования, с также явной формулой возникающей при этом погрешности, позволяющей производить двусторонние оценки для индивидуальной функции и оценки сверху на классах функций с индивидуальной оценкой на тригонометрические коэффициенты Фурье.
В результате анализа международного состояния направления «Сильная осцилляция» и полученных результатов составлен новый план вхождения  Казахстана в эту тему силами студентов и молодых преподавателей на основе авторских методов ИТМиНВ, с увеличением Грантового финансирования на 2019-2020 годы с 20 млн. тенге до 50 млн. тенге ежегодно. 
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ВВЕДЕНИЕ
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	Линейные функционалы относятся к основным математическим объектам.


Запись линейного функционала в интегральном виде  при фиксированной функции охватывает большое количество конкретных случаев. 




Задача Проекта будет состоять в приближенном вычислении таких линейных функционалов по конечным суммам значений функции  с числовыми множителями, зависящими от функции , определяющей функционал . Различные конкретизации функций приводят к различным функционалам, широко изучаемых в теоретической математике и с большими применениями в прикладной математике.
Определение функции как соответствия является слишком общим и, в буквальном следовании, непригодным для аналитического использования. Поэтому представление функции в виде разложения по взаимно перпендикулярным единичным ортам (ортонормированной системе) через ряд Фурье, вносит определенность и возможность оперирования с функцией как конкретным математическим (аналитическим) объектом.
Коэффициент Фурье как величина проекции функции на орт осуществляет прямую связь между функцией и ее разложением по ортогональной системе.
Тем самым, коэффициенты Фурье относятся к основным математическим объектам.
Стало быть, задача приближенного вычисления линейных функционалов, включающих в себя коэффициенты Фурье, имеет самостоятельное значение и, очевидно, многочисленные вычислительные применения в том же объеме, что и ряды Фурье.

Задача Проекта заключается в приближенном вычислении линейных функционалов вида .
Основной метод решения всех задач Проекта состоит в выборе соответствующей конкретизации общей авторской формулы 


. (*)

Эта формула «авторская» в том смысле, что получена Руководителем Проекта в результате уточнения идеи, лежащей в основе метода Смоляка и распространении ее на общий случай ортонормированных полных систем.
Сами задачи в полном объеме следующие:
· Поиск литературы по «Сильной (высокой) осцилляции» и анализ направления с теоретическими и практическими применениями;
· 
Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов сс «Сильной (высокой) осцилляцией»  для индивидуальной функции и для классов функций с оценками на тригонометрические коэффициенты Фурье;
· 
Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов по системе Чебышева для индивидуальной функции и для классов функций с оценками на тригонометрические коэффициенты Фурье;
· 
Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов при произвольных функциях ;
· Численные эксперименты для индивидуальныхфункций,
· Численные эксперименты в классах с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье;
· Численные эксперименты  в классах со взвешенными оценками на тригонометрические коэффициенты Фурье.
Исследования по данному Грантовому проекту полностью охватывают Календарный план 2018 года.
 Более того, с существенным превышением, в результате чего для студентов специальностей «математика-информатика» и молодых преподавателей Казахстана открывается новое, включенное в международную науку направление.



[bookmark: _Toc528594403]1 ЛИТЕРАТУРА ПО «СИЛЬНОЙ (ВЫСОКОЙ) ОСЦИЛЛЯЦИИ» И АНАЛИЗ СОДЕРЖАНИЯ ТЕМЫ С ТЕОРЕТИЧЕСКИМИ И ПРАКТИЧЕСКИМИ ПРИМЕНЕНИЯМИ

В отчетном периоде проведены работы по поиску литературы по «Сильной (высокой) осцилляции» и анализу содержания данной темы.  Поиск литературы проводился по базам WebofScience, Scopus, Springer, Mathnetru. Только по базе WebofScience 413 работ на тему приближения операторов с высокой осцилляцией. 
Проанализировано более 100 работ авторов E. Novak, M. Ullrich, H. Wozniakowski, V. Domınguez, I. G. Graham, V. P. Smyshlyaev, D. Huybrechs, S. Olver, A. Iserles, S. Nørsett, Y.L. Luke,  K. Lorenz, T. Jahnke, C. Lubich, N. Temirgaliyev, S.S. Kudaibergenov, A.A. Shomanova, J.Ma, H. Liu, Sh. Xiang, B. Li, Gd. Liu, Siraj-ul-Islam, S. Zaman, YY. Ma, YS. Xu, J. Gao, A. Molabahrami, G. He, Ch. Zhang  и др. (cм., напр., [1-30]).
Общая постановка

,
в которой

 - подлежащий приближенному вычислению линейный функционал, 

 - вычислительный агрегат,

 - возникающая при этом погрешность, 

конкретизацией видакоторой при некоторых g является данный Грантовый проект, требует изучения развития этой проблемы в международной математике, в ключе «Идеи от ИТМиНВ, что исследуется и как полученное оформляется»
Разумеется, основными будут следующие вопросы:

1. 
Какого вида линейные функционалы  рассматриваются?
2. 
Какими вычислительными агрегатами приближаются?
3. Какого вида условия накладываются на функцию f?
4. 
Как выглядят оценки погрешности ?
Ответы на эти вопросы будут получены на основе фрагментов характерных, на наш взгляд, статей с сопровождающими нашими комментариями и выводами.
Начнем со статьи [1]
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Как это видно из приведенного фрагмента статьи  «Complexity of Oscillatory Integration for Univariate Sobolev Spaces»[1], при изучается линейный функционал  

,

приближение производится вычислительными агрегатами  (здесь ограничимся только этими случаями)
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и
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для всех функций из одномерного периодического с периодом 1 класса Соболева 

.

Погрешность апроксимации по классу
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оценивается сверху в виде 
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Здесь же сообщим, что наши исследования проведены именно по этой схеме, но собственными «авторскими» методами, более того в общей многомерной ситуации, причем, что надлежит отнести к весьма полезным достижениям, для индивидуальной функции с последующим продолжением на классы Коробова.
Особо почеркнем, что «авторская» формула настолько универсальна, что позволяет все эти результаты получить для предельно общего вида функционалов с «Сильной (высокой) осцилляцией»


,




где,  в котором периодические непрерывные функции, вместо заявленного .
Теперь обратимся к другой статье [2]:
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Здесь линейный  функционал  есть конечное преобразование Фурье (линейной заменой сводимое к удобному для нас случаю и )
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вычислительный агрегат и погрешность есть 
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а множество определения изучаемого линейного функционала собобщенной «высокой  осциляцией» имеет своеобразный вид
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Заметим также, что  возникающие в наших результатах величины здесь тоже являются предметом специальных исследований 

	[image: ]



Тем самым, проводимые исследования по данному Грантовому проекту находятся в русле международных исследований по направлению  «Осцилляционное интегрирование». 
Перейдем к самим результатам.


Календарный план на 2018 год: Обзор литературы по «Сильной (высокой) осцилляции». Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов си с системой Чебышева для индивидуальной функции ив классах с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье.
Сформулируем научные результаты за 2018 год.
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Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов придля индивидуальной функции:







Теорема1. Пусть и для всякого целогозадана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .

Пусть также задана непрерывная вектор-функция . 


Тогда для произвольной 1-периодической по каждой переменной, непрерывной на функции имеет место равенство














,


где - конечное множество,

,

, 

,












Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов при в случае  для индивидуальной функции







Теорема 2. Пусть и для всякого целогозадана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .


Пусть также .


Тогда для произвольной 1-периодической по каждой переменной, непрерывной на функции имеет место равенство


















где, , ,
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Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов придля классов функций с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье – классов Коробова







Определение класса Коробова.Пусть даны и Класс Коробова, по определению, есть множество всех 1-периодических по каждой из своих  переменных,интегрируемых на функций , тригонометрические коэффициенты Фурье-Лебега которых удовлетворяют неравенству 






Отметим что при все функций класса  непрерывны.Справедлива






Теорема 3.Пусть и для всякого целогозадана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .




Пусть также дана непрерывная вектор-функция . Тогда для класса имеет место неравенство













где - конечное множество,


,


,


,












Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов при для классов функций с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье –классов Коробова :







Теорема 4. Пусть и для всякого целогозадана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .




Пусть также.Тогда для класса имеет место неравенство















,

где

, 


, 


,
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	Имеет место






Теорема 5. Пусть и для всякого целогозадана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .


Пусть - система Чебышева. Тогда  для произвольной 1-периодической по каждой переменной непрерывной на  функции  имеет место равенство














где
,









, 



Для случая  предыдущая теорема выписывается в следующем явном виде
Теорема 6. Пусть  и для всякого целого  задана действительнозначная последовательность , такая что    и   при всех  ,

 и .

Пусть .
Тогда для произвольной 1-периодической по каждой переменной непрерывной на  функции  и имеет место равенство











где
,







, 





Если  есть функция Бесселя, то здесь

,


,


,    .
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	Для классов функций с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье- классов Коробова  справедлива







Теорема 7.Пусть и для всякого целогозадана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .
	


Пусть  - система Чебышева. Тогда для класса имеет место  неравенство










,

где

,


,







, 

.
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Основной метод решения всех задач Проекта состоит в выборе соответствующей конкретизации общей формулы из статьи [3]


.      (*)

Эта формула получена в результате уточнения идеи, лежащей в основе метода Смоляка [4-5], и распространении её на общий случай ортонормированных систем.
Ввиду того, что, как было сказано выше, весь Проект опирается на равенство (*), приведем полные пояснения задействованных в ней обозначений и определений.







Пусть даны целые положительные числа ,  и пусть для каждого j (j=1,…,s) задана ортогональная (быть может, с весом) и нормированная на измеримом  множестве,  полная система , где .

Пусть для каждого j на множестве, составленном из всех функций соответствующей ортонормированной системы, задан функционал .


Тогда, в порядке идей из статьи [4]  и диссертации [5] С.А. Смоляка, но примененных в случае функционалов, а не классов функций, как в [4-5],определенный на всех функциях ортонормированной на () полной системы









функционал  назовем тензорным произведением функционалов и обозначим .
Всюду ниже, без каких-либо дополнительных сообщений, все привлекаемые к рассмотрению функции, вообще говоря, комплекснозначные, будут предполагаться измеримыми в смысле Лебега, интеграл будет пониматься в смысле Лебега, каждая ортонормированная система будет предполагаться полной  (быть может, соответствующим весом). Таким образом, с каждой функцией, допускающей разложение по такой системе в ряд Фурье-Лебега, с точностью до почти всюду будет связан единственный набор коэффициентов Фурье по этой системе.


Распространим функционал В на множество, составленное из всех функций f, определенных на Е, для которых абсолютно сходится числовой ряд , где < ,> -скалярное произведение (в весовом случае с весом, обеспечивающим ортогональность), принимая в качестве  значение суммы этого ряда.

Ясно, что множества определения функционалов  также могут быть расширены в этом же смысле. 


Пусть для каждого j=1,…,s имеется последовательность функционалов , определенных (по крайней мере) на всех функциях системы и такая, что для каждой функции этой системы имеет место равенство


,


 или, что то же самое, для частичных сумм выполнено 


.

Тогда, в условиях приведенных определений и обозначений имеет место основное в рассматриваемом круге вопросов равенство (*).
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10. В связи с результатами Глав 2-5 возникают продолжения в контексте статьи [2]

	[image: ]
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20. Примером вычислительных экспериментов является[2]
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30 . Согласно общим требованиям к решению задачи, ответ должен быть выражен через её входные  данные, причем ответ тем более полный, чем в более явном виде он записан.
Величины погрешности N  в Главах 2-5, с одной стороны, выписаны в явном виде как конечные суммы, с другой стороны, остаются задачи точного или порядкового вычисления этих сумм, по-видимому, далеко нетривиальные, что объясняется сложностью поставленных задач. 
Этим  имеем большой запас задач для дальнейших исследований, с большой пользой для студентов и молодых преподавателей.

4 Представления вида





с явно выписанным , к которым относятся формулы Тейлора и многочлены Лагранжа с остаточными членами в разных записях, но с плохими аппроксимативными свойствами, поскольку выражены через производную порядка равной степени приближающего алгебраического многочлена и количеству узлов интерполяционного многочлена соответственно. 



	В то же время формула Смоляка для сложных в задачах  приближений классов функций с доминирующей смешанной призводной точна в степенной шкале (см., напр.,[30]), поэтому теоремы 1-7 соответствующие осцилляционные задачи для индивидуальных функций и для классов функций сводят к оценкам остаточного члена  как самостоятельных задач при различных методах суммирования  и классов 

50. Величины{} в вычислительных агрегатах, составляют большой набор методов суммирования (ведущей монографией по которому является «Расходящиеся ряды» Говарда Харди).

	60.Каждая последовательность{}порождает самостоятельную оптимизационную задачу с содержательным результатом.

	70. Имеет безусловный смысл оптимизация по разнымнаборам последовательностей {}.
	80.Все результаты Глав 2-5 получены для непрерывных (поскольку  восстановление проводится по значениям в точках) периодических функций.
Вместе с тем непериодический случай и периодизация являются отдельной задачей[1]:

	[image: ]
***
[image: ]


90. «Теория осцилляций» не ограничивается линейными осцилляционными функционалами, а переносится на различные дифференциальные операторы, в которых они играют ведущую роль.
Это еще один фронт исследований, опять же для молодых преподавателей и студентов. 
В заключение этого, быть может неполного, перечисления потенциала общей формулы (*) заметим, что кругом вопросов 10-90 его возможности далеко не исчерпываются.


[bookmark: _Toc528594410]ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В отчетном периоде в 2018 году проводились работы по применению тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению интегралов с «Сильной (высокой) осцилляцией». Именно, в работах С.А. Смоляка [4-5] был предложен метод распространения результатов аппроксимативного содержания с меньших размерностей на большие. 


В продолжении работ Смоляка Руководителем Проекта в [3]  получена общая формула (*) переноса утверждений о приближениях функционалов агрегатами по полным ортонормированным системам  на случай полных кратных ортонормированных систем .
В Проекте исследуется задача приближенного вычисления линейных функционалов вида  вычислительными агрегатами, построенными на основе данного общего равенства (*). 

Случаю  приближенного вычисления интегралов  посвящено большое количество работ (историю вопроса см., напр., в [27-29] и имеющуюся в ней библ). 

В данном Грантовом отчете полностью исследованы линейные осцилляционные функционалы вида  в случае 


 и 

В явном виде выписаны погрешности восстановления для индивидуальных непрерывных функций  и получены оценки погрешностей для классов Коробова функций с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье.
Изучение состояния международного направления «Теория осцилляций» показала возможность включения в это направление с эффективной техникой и идеями ИТМиНВ (см. Главу VII) большого количества студентов и молодых преподавателей, для реализации чего финансирование Грантового Проекта «Приближенное вычисление линейных функционалов авторским методом тензорных произведений функционалов и их применения» в 2019-2020 года требуется поднять с 20 млн. тенге до 50 млн. тенге ежегодно.  
Данные результаты анонсированы в статье, принятой к печати в журнале «Вестник Евразийского национального университета имени Л.Н. Гумилева. Серия Математика. Информатика. Механика», с последующим опубликованием полного текста с доказательствами в рецензированием международном журнале. 
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Pur

n
4. Iregular oscilatory integrals
Although many of the oscillitory integrals occuring in applications re coverd by the methods

oulined in Part 1, there are 3 growing number for which these methods simply cannot be used.
Many take the form

[ rewen o

and e arsing in Gelds as divere as coberent opical imasing and the analysis of pin in quantum
mechanics. Itegrals with noniigonometsic weights nd with combinations of regular wigonometrc
and singular weights aee being currenly considered and wil no be treated in his comparison.

T carlest method for this type of cgral was that of Levin [21] i which it was recogn
at i 7(x) bad the form

F =g @pe) + 0 e

hen integral (S7) would itegrute sxacdly 1o give

1= pewyeo] e
Levin solves ($9) a8 an ordinary diffrntial cquation for p) despie here being no boundary
condition to use. This omision is overcome by fst proving that if 1 and ¢’ are slowly oseilltory
then there exists 3 slowly osc
method for ordinary diffren

P=Y g @)

s wid with ) slowly oscilitory, the commonsst form being for () to be simply the powers
. The collocation i at poiats spaced cqually actoss the fterval The 3, ae determined by solving
th resuling system of complex linear squations,

“Two simplr approaches which avoid the s of (+) have been suggested by Evans [13). [n these
Do f and g are sproximated by Tinear or quadeatc unciions and the resuling expressions a
ntegested anslytially to give two quidcaturs methods. The process s stightforwaed i the linear
case, but requies an eficient algorthm for Fresnel inegeal in the quadeaic cae.

"An alermative ides is to use the overlooked but obvious device of muking the transformtion
) 10 yield the conventional sciltory integral

[ o,
o w0
a5 in [12] The inverse function is obiained aumerically using Newton's method, 3 incar inerpolator
being used to obain the niial poat. The resuling integral can then by evaluated usig the extended
Clenshaw—Curis method of Part 1 One of the majo objections 1o this approach i that zer0s of
/) in the interval o inegraton, become singulries in the tcunsformed problem.

a @)
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A furter method is  expand /(x) as he seies

o
Foat>

gt @)

for & surtepiiious chaice of functons g,(¢(x)). s in [14]. The rsul s  seris of regular mtegrls

[ oS o [ sran @

Sece e cotte by {1 s g

T amesha ool i ko by i
P s
he s o soton: o i s e o 15 b

ks (9] who consiructs a three-point formula which
Lt is chosen to be the aversge of cq'(x) over
bicisas for convergence.

sy thre & o mihod f v ad Webie {51 which 1 3 vanabon o Lovi's mebod
By cosieig b s ()~ ey ks 1h ocomendtion o h quadr Ak

S = X s @
s made st o the ncions

i) = O T, K= 0.1rm @
o

5= eon(5), )

Whete T,(2) is the Lih Chebyshey polynomial The resuling formula appears considerably more
Stable and accurate than Levin's original implementation
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3. A comparison of these methods

There are basically two types of comparison that can be made. The first iovolves using cach
slgoithn 10 compute 1,(w) 10 1,() for @ given value of s, and 3 range of values of . This would
e typical of the spproach used to compute & ‘one off integral for & range of . To this end Table
1 gives the time taken, in CPU scconds, for each method to evaluste th integrals () trovgh 1o
Lyt (aceurate o 14 signiican figuees) for =10, 1 =1,.__5.

“The timings were camid out on 8 HP 700 seies machine and 1000 runs were made 1o give
measurable inerval which was then divided by 1000 to give the numbers shown.

Unsurpriingly, fo lage o, PAP is the slowest method by some margi, and this s dus 1 the 6
dependence discussed in Section 2. To cvaluate the intgrals 1(s) t 1.(w) requices roughly O(Mn)
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clementary operatons, where M s the tuncation poiat of seris (16). For small & the occurrence
Of M in the operation sount is not 4 problem, explaining the methods relatve speed for s — 10
0 100, However, when u i large this fctor esuls in & consderubl increase n workload, 1 is
Seen in the resuls or 6~ 10°,10° and 10

For PATT there are two cotrss; PATT' denotes Partcson’s method in which the cosficients
R Bave been precomputed and stored; PATT" is Paterson's method fn which the coeficients
computed each time they are required. Neglecing the computation of the sphercal Bessel functions
in (19), which is alid if 0 ., t compute the integrals () t0 () equites approximatly /2
clementary operations. The computtion of the Ry, for =01, nd j=0,.__ & requices ovghly
1 operations. Cansequenty, by precomputing and storng he .. the il computing time can be
feduced by 25 much as 60%. This can be seen 1o be the case for = 107, 10" and 10" When 1 >
e spherical Bessel functions are computed using downwards recunence, once & suiable suring.
poiat has been found. This iavolves & number of asymptotic esimates ivalving log, sin, et which
accounts for the addiional computational overhead on w = 10 and 10° (see Evans [11]).

In this test no resuls are obtained for AEH. The sabiliy fsues highlighted n Secton 2 mean
hat only the integrls 4(0) 0 Ly(@) can be compuied o the requied accuracy.

Finally, we have RR which i by far the quickest of the four methods. When < o, he ftegrals
1) t0 1) can be computed using forward recurrence which involves only 4+ 2 clementary
perations together with an svalustion of sin 1 and cos . As & consequence the times for -~ 10%, 10°
and 10 are exceptionally quick. For 1 > Olver algorithas must be used. and his accounts for
e slight s in times for the cases © = 10 and 10"

In onder 1o include AEH in the comparison, the sboe st was tepesed, but this time on
integrls . L, were computed. The resuts aee given in Table 2
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“The sbove comments seganding PAP, PATT and R stl hok, athough it should b noticed that
the performance gap between PATT and RR has narrowed. The resson, of coure, is that at the
lower poiat aumbers considered here the dificrence between the O{1) operations of PATT and the
O count of RR becomes less noicesble

As with PATT, there are two versions of AEH; AEH’ which uses stored valucs of D, and AEH'
Which computes the coeficients each time they are required. The benelis o storage ae once again
apparent. I should lso be noticed that AEH is marginally quicker than PATT even though both aee
O(n°) processes, the slight increase in speed being atiributable to a smaller multiplying constant,
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4 The non-periodic case
HY = £ 0,1] = € £ is abs. cont.. ) € La} a8

for a finite s € N. The inner product {-,-), in H* is again defined by (@.
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4.1 Periodization
Let 12 j < s bo given. For / € £, we compute.
FO), - S0 and Q). )

With this information we define & polynomial p,, of degsee at most j such that f, = / —p;, is
& periodic function from /17 To obtain the polynomial . wo uso the normalized Boraon
polynomisls from (D). In pasticular, B;(x) = 1 and B(x)

(B = B, which vields

rod Form 2 1, we have

(o

L sl = 0Lm )
Furthorsors

Bi(1) - Bi(0)

and  BL(1) - BL(0) =0 forsll m AL (25)
For f € #* C Y, we define the polynomials py., by

prala) == 3 (1) = £70) B (). (26)

We strcss that the computation of the value py,(s) tequires the 2 valuos of £=)(1) and
S0 for = 0,1~ 1
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Abstract

We anslyse univarinte oscilatory integeals for the standard Sobalev spaces H* of
periodic and non-periodic functions with an arbitrary intege 2 1. We find matching
lawer and upper bounds on the winimal worst case error of algorithuns that use 1
function or dervative values. Wo ako fnd sharp bownds o the faformation complexity
‘which s the miuial » for which the absalute or normalized error is ot most.¢. We show
surprising relaions between the iformation complexiy and the oselatory welght. We

o briely consider the case of + = .
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1 Introduction

We study the approximate computation of univariate oscillatory intogeals (Fourior coeffi
cionts)

L

[ e =V W

where & € Z and / € H". We improve the known upper bowads and also prove matching
ower bounds, e, we sudy the compleity of this computational peoblem. By 1 we meast
he standard Sobolev (ilber) space; we study spaces o periodic and non-periodic unctions
dufined on 0.1 with an asbitcary sntoger + > 1. We usually consider a Site » bt we also
rifly consider the case of » = 2. Alchough we consile arbitrary integers k, one emplasis
i for Tange 4] i we expla ot esults hese ol for such &

W compute the initial error (che morm of J,) as wel as the worst case ceror of onr
algorithma exactly. This is possble since we assume that  is an integer. For the periodic
case the nital orvor s of arder [£|-*, whereas for the non-periodic case it i indopendont of
 and i oughly []-'_ This means that the fnitialerto forthe periodic cas i much smaller
for large . For = oo, the periodic case eads to the space of only constant functions aud
the problom becomes trivial since the intial erzor is zeto for all k 0. The non-periodic
case i tll reasonable with the initial ceror roughly K-

Por afinite » and the periodic case, we prove that an algorithin that
atequally spaced point is nearly optismal, and i worst case ervr s bounced by C, (n--[k)
it an exponentially smal C, in 5. For the non-periodic case, wo et compte successive
derivatives wp 1o order s~ 1 at. the end.
are s o perodize the function and this llows ws to obtain simlar rror hounds like for
the periodic case. Asvmptotcally i n, the worst case ertor of the algorithun s of oder ™"
ndependent of & for hoth perodic aud non-periodic cases.

Near optimalty of tis algorithin s shown by proving  lower bound of order (1 + k)
‘which o for il lgorichus that s the volues of function and derivatives up 10 order
1 at n asbitearly chosen points from [0 1] We establsh the ower borund by constrcting
a poriodic faaction that vanishes with all its dersvatives up to order + 1 at the points
sampled by a given algorthm, belongs o the wnit ballof the space 1, and is oscilatory
integral s of oxdor (n + [k])

Far x ~ . we provide two algorithus which compute successive derivatives and/oc
anction values at oqually spaced poiots. Th worst caze crtor of one o these algorithas is
super nxponentially small i . For s — 5, we do not have & matching lover bound.

Wo consider the absalute and normalized eror crteri. For the absolute error critrion.
e want to 6 the information complexity which is deined 4 the smallst 1 for whicl

s function values

oints  — 0 and x — 1. These derivatives vabues
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the nth minimal error is at most ¢ € (0. 1), whereas for the normalized error criterion, the
information complosity is the smallest n for which the nth minimal error reduces the iuitial
ervor by a factor <. For a fnite a we obtain the following results

o For the absolnte ervor criterion and the periodic case, the information complexity is
oo if > 1/(25[K])" and otherwiso is roughly &~/ [k|. This meaus that in this case
the problem becames easicr for lrge [k

& For the normalized crvor criterion and for the periodic case, the information complosity
is of order k|-, Hence, i this case the problem becomses harder for larger .

& For the absolute error criterion and the non-periodic case, the information complexity
is 20x0 i £ > 1026/ (26K and otherwise s xoughly lower bounded by <" — [¥] and
upper bounded by <" + 25 — 1 - [K|. As for the periodic case, the problem becomes
easier for large k

« For the normalized ercor citerion and the non-periodic case, the information complex-
ity is o order K]} <~1/* for very small <. In this case, the dependence on [¥] i more
loniont than for the periodic case especially if s is lrge.

The dependenco on [¥] is quite intriguing if ] goes to infinit. For s = 1 and fixed <,
the information complexiy goes to infnity linearly with [K]. However, the situation is
quite difieent for s > 2. Then for large K| the information complexity is bounded by
26 if < s fixed or if < tends to sero like k- with y € (1,5 — 1)

For » = o0, we obtain anly upper bounds on the information complexity. For < tending
0 2010 they are soughly Ia(=~")/ In(la(=")) independent of 1]

“Thero aro soveral secent papers about the approximate computation of ighly oscllatory
mivaiate integrals with the weight exp(2r i £x). where € [0,1] and k is an integor (or
k'€ B) which is assumed 1o be large in the absolute sense. sec Domingues, Graham and
Suaysblyaey ], lerles and Norsett 5], Melenk [, Chiapter 3 of Olver
s Olver [] for a sursey. Some anliors mainly present asymptotic error bounds as  goos
10 tninity for algorithms that use » function or derivative values. It is usully done for €'
or even analytic functions. There are not too many papers that contain explicit error bownds
depending on k and n. Examples include [} []. All these papers also contain pointers
10 the further relevant ltrature.

There is  discusion in the lterature concernin the question whether “high oscillation”
i large K], means that the problem is "easy” or “diffcult”. For this question it s useful
1o distinguish between the absolute and normalized exror criterin and, in addition., it is
important to know the initial errors.

and Hugbrechs
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The absolute error criteria means that the error is at most =, whereas the normalized
ervor criteria means that the error is at most ¢ times the intial ervor, The initial error s the
error of the zexo algorithm and only depends on the formulation of the problem. It turns
ant that in the setting of our paper the initial error is small for large [£] which makes the
absolute exzor criterion casier than the normalized eror criterion. We show that the answer
1o the question whether the problem i easy or diffcult for largo K| depends on the error
criterion we chaose as well as on the relation between K|, < and the assumed smoothness of
integrands.

Wo did not find a computation of the initial error in the literaturo and we did not ind
lower bounds on the exeor of algorithms that use n function or derivatives valucs. [n this
paper, wo present the formulas for the initial ersor as well as matching lower and upper
bounds on the minimal errors of algorithms.





image29.png
2 Preliminaries
We study the Soboler space H for a iite » < . i
B {2 10,1] 5 € 70 s abs. cont, )€ L} )

with the inser product

(o, = ‘i‘/‘r‘“m(u [T

1) P az

zh 8 8 N
- u T 0,

where (1,g)o = J} 1(2) T4z, and norm [l = (£,1)¥". We later comment on the
apace H for 1 — o
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The second inequality is trivial, whereas the first inequality scems to b new and its proot
is given in the appendix

From () it cleasly follows that all results presented in this paper for the space H*
equipped with (), are practically the same us for the space A equipped with (.5, . We
hose to work with the inner product (-, sinco the analysis in this caso is easier and more
straightforward. =]

We want to salve the following probles:

& What i the complesity of the approsimate computation of ascillatary integeals o the
form

L)

/D‘ Sy

where k & Z and [ € H"? Our emphasize is on large [K|. We improve the known upper
bounds and also prove matching lower bounds.

We sk (and answer) the same question also for the periodic case, i.c. for the subspace of H*
sivon by

700 for

1 H | 100) 1 0}

cquipped with the same inner product as for the space H*. Note that for f.g € H* this
inner product simplifies to

(Fah = (0T + (170,

Tho results are prosented in the followia order. Wo first considor the intogration problem
for periodic functions, e, for functions from 17, and then, using this knowledge, we analyze
the integration problem for the space H-
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The worst case error of 4, is defined a5

a4,

s () - A
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For n > 1, we first define the linear algorithm

A

XSG e e fe il

We use the superscript QMC to stress that the algorithim uses squal weights 1/n for the
function () exp(~27 &), This means that this s a QMC (quasi Moste Carlo) algorithi.
This is the standard way to compute Fouricr cooficients for periodic functions, with com-
putation of intograls for a rango of £ facilitated by the FFT. Obsorve, however, that our
problem is to compute 1u(f) for & single &

‘s we shall see, the worst case error of A
sespect to [k, Later, we will modify the als
all n. First wo prove the following theorem.

1€ i small anly i 1 is sufficiently lacge with,

ithin AT to have & good error bound for

Theorem 4.

() The worst case error of ASNC 1 > 1,is

ey (5 ' '
AT (;(..muuwn,u *..m“um,,.fm—)))
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f©)(x,) a5 in [l An important special case are linear algorithms that use only function
al

Anlf) = X wifla). 0}
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For n 2 1, we first define the linear algorithm

XSG e e fe il

A =

We use the superscript QMC to stress that the algorithim uses squal weights 1/n for the
mction f(-) exp(—27i k). This means that this is a QMC (quasi Monte Carlo) algorithm.
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A comparison of some methods for the evaluation of highly
oscillatory integrals
G.A. Evans" ", JR. Webster®

e Ve o1 3 s ok ko © 108 Bt Scnet 0. A g e

1. Tntroduction

The problem of cvaluating osillvtory integeals arses in many applications, and, together with
singular ftegrals, forms one o the main clases of ntegrals for which conventional methods, such
5 Gaussan [8] and Clenshaw-Curtis 7] quadratuss, prove quite insdequat, In paricular, evauatiog.
e e Fourisr ransform

[ roras w

ere requie 3 nomalized terval, commonly [ 1,11, This is caily accomplished usng he tans.
formation

i

im - ans

o+ o

mse @

05770427995 st mater © 1999 Evior Sl Y. Al gt eered
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s, F(5) = f(nt + ) and K = me™. As & consequence of demand, u great desl of

¢ been devoted o developing efcctive numerical techniques to deal with such ntcgrls,
The broader pictre o oscilltory quadrature includss osillsory forms othe than egonometrc oncs,
of which the Bessel type s the next most common. These are the subjct of curent research and &
Vimited number of afien qute specalis approsches ar in the literature. Equally, muli-dimensional
osillory inegrals have not been studied extensively except again for minor inclusions 35 product
iules in basically 4 one-dimensional sexing [21]

“The infite-range problems also form & separate class in which the most ofen used methods use
the fait-range techniques repeatedly and form 3 sequence 1o which some form of accelrtor is
appled. Hence ateation hee is restrctd to the G unge, rigonometrc problem.

Inegrsl of the form in (1) are approximated using 3 quadratuse rule

= [ et an =S ao b ©

whers (x) s spproximated by a seres o the type

SO =X e+ ests) @
for some basis functions (1) which are commnly &/ or the Chebyshev polynomials T,(x). Hence
integrting this representaion gives

eul=] [ estoean] < [ lesrar ®

\Which shows hat the eror i independent of o and hat he absolute enor is bounded by previous
analysis, such a that by O'Hara and Smith [25] for the Chebysher case. In cases where the ntegral
el s very small in magaitude due to osellory cancelation, then the relaive eror will depend
on the bebaviour of the integrl 35 & varies.

“The cariet attempt 0 obisin 3 formula of type (6) was by Fikon [16], who spproxinated /by
+ quadsatic palynomial o gencrat the asilltory quivalent of Simpson’s ul. Other approsches in
& simila vein inlude Tuck (32], who produced th trapezoidal squivalen, and Luke (23] who used
polynomials of degree <10. A further exiension was given by Alyliogls, Evans and Hyslop (3
Who implemented an automatic foutne for computing the gencral rule. The majoe imitaion i ll
ihese methods s that the underlying interpolatng polynomisl is based on equally spaced sbicisss.
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2 Gavssian [B] and Clenshaw-Curtis [7] quadratures, prove quite inadequate. In particular, svalusting
e e Fourisr ransform

W= [ o w

s a peobleas that accurs frequently throughout the applied scieaces. Many of the methods discussed
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lntegrals of the form in (1) are approximated using & quadsature rule

o= [ s =S arcos e ©




