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РЕФЕРАТ

Есеп 47 бет, 7сурет, 18 дереккөз, 3 қос.
ЭКОНОМИКАДА, ҚАРЖЫ ЖӘНЕ САҚТАНДЫРУ ТЕОРИЯСЫНДА ҚОЛДАНЫЛАТЫН ҮЗІЛІССІЗ ЕМЕС ТЫҒЫЗДЫҚТАР МЕН ҮЛЕСТІРІМ ФУНКЦИЯЛАРДЫ БАҒАЛАУ
Зерттеу нысаны үлестірім функциясының үзіліссіздік нүктелеріндегі параметрлі емес бағасы, үзіліс орны белгілі болған кездегі функцияның секірісінің бағасы, үлестірім функциясының бөліктерін үзіліссіздік нүктелерінің белгісіз кезіндегі бағасы.
Зерттеу мақсаты – әр жағдайға өз әдісі бар көптеген әдістерді ауыстыра алатын, барлық қосымшаларды атқара алатын үлестірім функциясының бағасын табу жолын түбегейлі өзгерту.
Жоғарыда атап өткен мақсаттарға өзекке (қосындыланатындығы) және үлестірім функциясына (дифференциалдануы шарт емес) минималды шарт қою арқылы жету.
Үзілісті ұлестірім функциясының бағасын табуда Лебег-Стилтьес интегралы қолданылды. Бізге дейінгі зерттеулерде бұл интегралдан бөліктеп интегралдау арқылы құтылған болатын. Сондақтан олар үлестірім функциясының тегістігіне шарт қойып, ықтималдылықта жатұан мәліметті қолдана алмайтын.
Келесі нәтижелер алынды:
Үлестірім функциясының параметрлі емес бағалары алынды.
Үлестірім функциясының үзіліссіздік нүктелеріндегі бағасы алынды.
Үлестірім функциясының секірістерінің бағасы, функцияның үзіліссіздік орны белгілі болған жағдайда алынды.
Үлестірім функциясының бағасы үзіліссіздік орны белгісіз кезде алынды.
Зерттеу нәтижелері массалар центрі бар үлестірім функциялары қолданылатын экономикада, қаржы саласы мен биомедицинада қолданысы бар. пайдалануға болады. Сонымен қатар, біздің әдіс характеристикалық функциялардың кері теоремаларында өоланыла алады. 


РЕФЕРАТ
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ОЦЕНКА РАЗРЫВНЫХ ПЛОТНОСТЕЙ И ФУНКЦИЙ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ В СВЯЗИ С ПРИЛОЖЕНИЯМИ В ЭКОНОМИКЕ, ТЕОРИИ ФИНАНСОВ И СТРАХОВОМ ДЕЛЕ
Объектом исследования являются непараметрическая оценка функции распределения в точках непрерывности, оценка скачков в предположении, что место разрыва известно, оценка частей функции распределения, не предполагая, что место разрыва известно.
Цель исследования – в корне изменить подход к оценке функций распределения, заменив много методов, рассчитанных на разные ситуации, одним универсальным методом, обслуживающим все приложения.
Указанные выше цели предполагается решить при минимальных условиях на ядро (суммируемость) и функцию распределения (не обязательно дифференцируема). Все предыдущие исследователи требовали гладкости как ядра, так и функции распределения.
В оценке разрывных функций распределения использовался интеграл Лебега-Стилтьеса. Все предыдущие исследователи избавлялись от этого интеграла путем интегрирования по частям. В результате они были вынуждены налагать условия гладкости на функцию распределения и не могли использовать вероятностную информацию, содержащуюся в ней.
Получены следующие результаты:
Получены непараметрические оценки функций распределения.
Выведена оценка функции распределения вточках непрерывности.
Выведена оценка скачков функции распределения, в предположении, что место разрыва известно.
Выведена оценка функции распределения, не предполагая, что место разрыва известно.
Наши результаты имеют значительное применение в экономике, финансах и биомедицине, где распределения имеют точки масс. Наш метод также применим к теоремам обращения для характеристических функции. 
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Отчет содержит исследования по статистике, непараметрической оценке функции распределения.















Пусть  выборка из независимых наблюдений объема случайной величины , которое имеет функцию распределения . Для любого натуральной оценкой для  будет . Тот факт, что  является ступенчатой функцией, послужил мотивом для большой литературы, в которой рассматриваются гладкие непараметрические оценки для , когда предполагается, что она абсолютно непрерывна. Например, это можно увидеть в работах [1], [2], [3] и [4]. Гораздо меньший набор работ изучали непараметрические оценки для , когда она считается просто непрерывным или даже разрывным в точке . [5] и [6] обеспечивают почти уверенную равномерную сходимость класса непараметрических оценок для случая, когда  непрерывная, а функция плотности не существует. [7] предлагает согласованные и асимптотически нормальные оценки для , когда  является точкой непрерывности , и для скачка 

	
,




когда  является точка разрыва. Ни в одной из этих работ не представлены показатели для сходимости изучаемых оценок, и, насколько нам известно, в существующей литературе эти показатели отсутствуют.








В этой работе мы рассматриваем общий класс непараметрических оценок для , когда  является точкой непрерывности , и для , когда  точка разрыва . Для оценок этих двух классов мы приводим показатели, в которых их смещения и вариации стремятся к нулю при  без наложения каких-либо условии непрерывности на . Наши результаты стали возможными благодаря использованию интеграла Стилтьеса. В качестве дополнения к этим результатам мы даем достаточные условия для получения асимптотической нормальности предложенных нами оценок.














Остальная часть этой работы организована следующим образом. В разделе 2 мы рассматриваем оценку  в точках непрерывности и в разделе 3 рассматриваем оценку . Раздел 4 содержит результаты симуляции. В дальнейшем, т.к.  является функцией распределения, мы будем брать ее непрерывной справа, через  обозначено пространство функций в  с конечной нормой , через  обозначено пространство равномерно ограниченных непрерывных функций в  с конечной нормой ,  индикатор функций множества ,  математическое ожидание и  вариация случайной величины .
Поставленные в проекте задачи на 2019 год полностью выполнены. По результатам проекта опубликованы две статьи в журналах из базы даных Scopus с ненулевым импакт-фактором, а также были сделаны доклады в трех международных конференциях, из них один за пределами РК.


[bookmark: _Toc23240164]ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

[bookmark: _Toc23240165]Непараметрическая оценка функции распределения






Мы рассматриваем непараметрическую оценку функции распределения  случайной величины , имеющая наблюдения  для . Сначала для точки непрерывности  функции  мы рассматриваем оценку в виде

	
,








с выбором  и. Также, получаем для него скорость сходимости к . В отличии от существующей литературы, мы не налагаем никаких ограничений на существование или гладкость производных . Ключевым моментом наших результатов является использование интегралов Стилтьеса. Специальным случаем  является использование ядерной оценки [1], [2], которая задается следующим образом

	
,




где  является симметрическим ядром. 


Далее, для , которая является точкой скачка  либо изолированной точкой носителя, мы получаем скорость сходимости оценки

	







для скачка с подходящим выбором . Опять же, нет никаких условии кроме правосторонней непрерывности . Здесь подходящим выбором является

	
,




которая является преобразованием Фурье ядра .
Наши результаты имеют значительное применение в экономике, финансах и биомедицине, где распределения имеют точки масс [8]. Наш метод также применим к теоремам обращения для характеристических функции. В этом отчете также приводятся некоторые симуляции для проверки полученных результатов.
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В точке непрерывности  функции мы начнем определять класс оценок для . Нам задана функция  и случайная выборка  из  и мы рассмотрим оценки в следующем виде

	
,
	(1)







где  является шириной рассматриваемой полосы либо параметром сглаживания и удовлетворяет условию  при . Кроме этого, мы накладываем следующее ограничение на :



Предположение 1. , и .

Если  интегрируема с 

	




и мы установили, что 

	
,





тогда получаем, что  удовлетворяет Предположению 1. В дополнение, если  четная функция, тогда 

	
,




где . Это сглаженная оценка распределения ядра, впервые была предложена [1] и широко изучен в литературе. Наиболее новые результаты в [9], [10], [11] и [12]. 
Пусть 

	

для ,



из Предположения 1 следует, что 
	

при .



Также, взяв 

	
,





получим, если  точка непрерывности , тогда  

	

при .



Теперь мы можем сформулировать следующую лемму:



Лемма 1. Если  удовлетворяет Предположению 1 и , тогда для всех  верно

	
.



Стандартная процедура, используемая в современной литературе (см.[11], [12], [13], [14], [15]) получение 

	






используя интегрирование по частям и далее попытаться получить скорость сходимости путем наложения условий на производные . Используя интеграл Стилтьеса, мы можем обойти наложение дополнительных условий сглаживания на . Лемма 1 является основой следующей теоремы.



Теорема 1. Предположим, что  удовлетворяет Предположению 1 и пусть  является точкой непрерывности . Тогда,
а) 
	
,




б) Если , тогда 

	
.



Отметим, что [14] и [15] установили асимптотическую несмещенность для случая, когда 

	
,








где  точка непрерывности , но отсутствуют скорости сходимости, как мы делаем в части а) Теоремы 1. Если  предполагается непрерывной в каждой точке , тогда следующие следствия дают равномерную скорость сходимости для смещения и п.н. равномерную сходимость  к .


Следствие 1. Если  удовлетворяет Предположению 1 и , тогда

	

при ,
	(2)



и 

	

при .





Следствие 2. Если  удовлетворяет Предположению 1 и , тогда

	
п.н.




Следующая теорема дает асимптотическое распределение  под хорошими нормализацией и центрированием.






Теорема 2. Предположим, что  удовлетворяет Предположению 1 и  является точкой непрерывности  и . Для , если , 

	




и 

	





при , мы имеем 

	
.
	(3)


















Замечание 1. Требования  и всегда могут быть выполнены соответствующим выбором последовательности . Если  и имеют компактный носитель (также как мы выбираем в наших симуляциях), тогда  для любого  и всех . Если  имеет компактный носитель, тогда выбор ширины полосы будет зависеть от условия . Если, в дополнение к непрерывности в точке , удовлетворяет локальному условию Липшица порядка , мы будем иметь следующее для некоторой положительной константы  и 

	




и 

	







если . Если, как обычно,  для, тогда  

	





для .
Теперь мы вернемся к оценке вероятности  

	

для .






Из Теоремы 1 мы можем получить скорость сходимости  к. Тем не менее, вариация  не может легко вывестись из Теоремы 1. Чтобы получить ее мы сделаем следующее предположение.




Предположение 2.  ограниченная непрерывная функция в интервале  либо, более точнее, упорядоченных пар , где  с 

	

, 



и 

	
.



Определим  

	







и заметим, что из Предположения 2 следует, что  при. Если ядро  удовлетворяет

	
,



тогда 

	






удовлетворяет Предположению 2. Кроме того, если , удовлетворяет Предположению 1, тогда  

	

, ,




удовлетворяет Предположению 2. Мы оцениваем 

	
.






Лемма 2. Если  удовлетворяет Предположению 2 и , тогда для всех  имеем

	








Теорема 3. Предположим, что  удовлетворяет Предположению 2,  являются точками непрерывности  и пусть . Тогда
а) 
	

при .




б) Если , то 

	
.



Следующее следствие о равномерной скорости сходимости получается сразу же после предыдущих результатов.


Следствие 3. Если  удовлетворяет Предположению 2, , тогда

	

при .
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Мы рассматриваем оценку  для , где  и 

	




с 

	

для  (ядро Епанечникова)



и следующие данные генерируют процесс (datageneratingprocess, DGP), где 

	
.



1. DGP 1: 

	

при ; 


при ;


при .




2. DGP 2:

	


при  и ;


при ;


при .




























В DGP 2 части распределения вместе дают равномерную плотность в  с левой стороны  и стандартное гауссовское распределение с правой стороны .  непрерывна в , но не дифференцируема, с  и . В DGP 2 части  вместе задают распределение ассоциированное с равномерным распределением на  с левой стороны  и равномерное распределение на  с правой стороны . Также,  непрерывна в точке , но не дифференцируема с . В DGP 2 излом в  более выражена, чем в DGP 1. Рисунки 1, 2 показывает графики распределения для каждого DGP. Мы рассматриваем две версии . Первая вычислена с шириной полосы . Это оптимальная скорость распада в результате предположения, что  дважды дифференцируема в точке  (см. [15], [16]), т.е. не подходит ни для одной из данных. Вторая вычислена с широтой  для, что соответствует требованиям в Замечании 1 (мы используем ). В этом случае, скорость распада хороша для всех двух данных. Мы рассмотрели объемы выборок 100, 500, 2500 для каждого из данных и нарисовали для 10000 выборок. Симулируя смещение, дисперсию и средне квадратическую ошибку в точке  для двух случаев и результаты написаны в таблице на Рисунке 3. 

[image: ]
Рисунок 1 - Распределение для DGP 1

[image: ]
Рисунок 2 - Распределение для DGP 2

Мы заметили следующие общие закономерности. 
- Первое, как мы и ожидали, дисперсии и MSEуменьшаются для всех оценок с увеличением объема выборок. 







- Второе, для обоих данных, используя нужную скорость перелома дл я широты полосы мы получаем результаты из теории малых смещении, дисперсии и среднеквадратического отклонения, если сравнить со случаем, когда оценка вычислена используя . Прибыль здесь может быть значимой, например, в первых данных для объема выборки 2500 среднеквадратическое отклонение для  вычислялась используя  в десять раз больше, чем вычисление  с помощью . Для вторых данных это в 15 раз дольше. Обе оценки имеют более лучшие представления чем  в терминах среднеквадратического отклонения, но, как ожидалось,  имеет маленькое и незначительное смещение. 




- В третьих, смещение, дисперсия, среднеквадратическое отклонение для  используя либо  больше, чем для вторых данных, где перегиб распределения более выражена, чем в первых данных. Конечно, производительность  не влияет на излом.
Все результаты конечных выборок соответствуют нашим ожиданиям и подтверждают в экспериментальной обстановке полученные нами асимптотические результаты.
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Рисунок 3 - Смещение, дисперсия ,среднеквадратическое отклонение для с либо и в точке и
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Доказательство Леммы 1. Т.к.  ограниченная и непрерывная, и  является ограниченной вариации получаем, что 

	





существует. Для  мы имеем

	




	
.



Далее, мы имеем следующее

	
,



	
,



	
,



и

	
.



Собирая результаты выше имеем

	
.




Для завершения доказательства положим .
Доказательство Теоремы 1. а) следует сразу же из Леммы 1, т.к. 

	
.



б) Мы имеем 

	
.



Из а) мы знаем, что 

	

при .




 удовлетворяет Предположению 1, поэтому по Лемме 1

	

при .




Если , то сразу же получаем доказательство теоремы.
Следствие 1. Т.к.

	




и

	
,












вариация  на и  будет маленькой при больших . На  функция равномерно непрерывна и ее вариация на отрезке  будет маленькой для всех маленьких  и для всех . Поэтому (2) верна и доказательство следует из Теоермы1 а).
Доказательство Следствия 2. Пусть

	
,



где 
	

при ,


при ,



является эмпирическим распределением функции. Тогда,

	
.



Согласно теореме Гливенко-Кантелли имеем, что

	
почти наверное,



Поэтому для завершения доказательства теоремы нам надо показать

	
почти наверное.



Так как 

	




и 

	
,



мы имеем

	




	




	
.




Из доказательства Леммы 1 и заданной функции распределения  имеем

	




	






Пологая  для получаем

	




	
.






Согласно непрерывности  и равномерной почти наверное сходимости  к  имеем

	

 почти наверное при .



Таким образом, доказательство завершено.
Доказательство Теоремы 2. Пусть

	


, и .



Тогда, 

	




и

	
,



где 

	



, , и .



Согласно центральной предельной теореме Ляпунова

	




отсюда

	

 для некоторого .




Это следует их факта, что  предполагается независимой одинаково распределенной и 

	
,




а также при помощи неравенство

	
.




Из Теоремы 1, если  мы имеем, что 

	
.



В следствии этого,

	




	





при . Таким образом, 

	




и

	





так как  удовлетворяет Предположению 1. Теперь, имея

	




получаем

	
.



Из чего следует

	
.



Но по Теореме 1

	
.



Так как согласно предположению

	



и 

	
,


получаем полное доказательство.

Доказательство Леммы 2. Положив  и напишем

	




	




	
.




Для первого интеграла , тогда

	
.





Для второго интеграла , и

	




	
.




Для третьего интеграла и

	
.





Сумма остальных четырех интегралов естественно ограничена . Таким образом, пологая  получаем доказательство.
Доказательство Теоремы 3. Частьа) следует из Леммы 2 потому, что

	
.



Часть б) следует из

	
,




где  удовлетворяет Предположению 2 и согласно Лемме 2

	





при . Таким образом, теорема доказана.
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Пусть скачок  в точке  задается как

	
,



где  

	
.



Мы оценим ее как 

	
,
	(4)




где функция  удовлетворяет следующему предположению.

Предположение 3. Функция  ограничена и непрерывна, удовлетворяет 

	

и .



Допустим, что 

	
,


,


,






и мы знаем, что из Предположения 3 следует 

	

 при 



и 

	

при .



Так как 

	
,



в силу непрерывности вероятности 

	
.






Обозначим через  экспоненциальное преобразование Фурье функции . Таким образом, для функции распределения  мы имеем 

	





и для ядра  мы имеем 

	
.





Если  ядро, то его экспоненциальное преобразование Фурье  удовлетворяет Предположению 3.



Лемма 3. а) Пусть ,. Для любого  имеем

	





б) Если  изоляционная точка носителя , т.е. 

	






для любого малого , тогда для любого малого 

	
.




В частности, тогда  имеет компактный носитель, 

	





для любого малого .

Замечание 2. Теорема 3.2.3 ([17], стр. 35) показывает, что скачки  могут быть найдены из его характеристической функции по 

	




для 

	





и Мынбаев [18] расширил этот результат для симметрических . Ни один из авторов не дал оценку скорости сходимости. Отметим, что

	
,
	(5)



из этого сразу следует, что Лемма 3 улучшает результат Мынбаева, снимая условие симметрии и обеспечивая скорость сходимости.

Теорема 4. Предположим, что  удовлетворяет Предположению 3.



а) Пусть ,. Тогда, для любого ,

	
.






б) Если  изолированная точка носителя , тога для любого малого 

	
.






В частности, когда  имеет компактный носитель ,  является несмещенной для любого малого .

c) Если , тогда 

	

при .



Замечание 3. Теперь предположим, что моменты 

	








являются нулями для , и производные  ограничены. Тогда, т.к. для , согласно теореме Тейлора

	
.



Используя это равенство к (17) мы получим 

	




	




	






с тем же выбором ,. Конченое ограничение

	






показывает, что введение условий ядра более высокого порядка без ограничения класса функций распределения оказывает ограниченное влияние на скорость сходимости из-за члена . Следующая теорема дает нормальность , когда есть хорошие центрирование и нормализация.








Теорема 5. Предположим, что  удовлетворяет Предположению 3 и  имеет скачок  в точке , где . Для  и, если , 

	



, , при ,



имеем 

	
.
	(6)



Замечание 4. Требования 

	


,  при




всегда выполняются при правильном выборе . Если  

	





и ядро имеет компактный носитель, тогда  

	

 для малых .



Условие 

	






всегда выполняется, если  стремиться к нулю достаточно быстро. Тем не менее, чтобы получить поддающуюся регулированию зависимость ширины полосы от , отметим, что

	





и условие Липшица порядка  накладывается на разность с правой стороны равенства, тогда мы имеем 

	
.




Как показано в Замечании 1, если , то нужно взять 

	




для того, чтобы удовлетворять условию.





Теорема 6. Если  ядро и  чисто дискретная с прыжком  в точке  тогда  может быть восстановлен из его характеристической функции следующим образом 

	
.





Это улучшается [17] Теорема 3.3.4 и [18], где скорость сходимости не были установлены и предположения на  были более ограничительными. И Lukacs, и Мынбаев опускают требование, чтобы  был чисто дискретным.
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Мы рассматриваем две оценки , где  (). Первая оценка является элементом класса, определенный уравнением (4) с 
	
,



которое является экспоненциальным преобразованием Фурье с ядром 

	
.



Вторая оценка задана уравнением (3.10) из [7], которая имеет следующий вид

	
,



где 

	









и  является стандартным ядром Гаусса.  не принадлежит исследуемой нами классу оценок скачков, т.к.  не является непрерывной в каждой точке .Murthy [7] показал, что  является асимптотически несмещенной, но не получил скорость скорость уменьшения смещения.


Мы рассматриваем следующие DGP, где =0.2, 0.1, 0.01 и :
1. DGP 1: 

	

при ,


при ,


при .



2. DGP 2: 

	

при ,


при ,


при ,


при .



3. DGP 3: 

	

при ,


при ,


при .





У всех трех DGP есть скачок в точке  размера. В DGP 1  

	










в то время как в DGP 2 и 3 эти пределы разные, с наибольшим расхождением в DGP 3. Рисунки4, 5, 6 показывают графики распределения для каждого из вышеуказанных данных со скачком . Здесь мы также рассматриваем объем 100, 500, 2500 и для каждого DGP нарисованы 10000 выборок. и  вычислены при помощи ширины полосы . Отчет о симуляции смещения, вариация и среднеквадратического отклонения в точке  приведены в Рисунке 7. 

[image: ]
Рисунок 4 - Распределения для DGP 1

[image: ]
Рисунок 5 - Распределения для DGP 2


Следующие общие закономерности были наблюдены. Во-первых, для всех оценок смещения, вариации и среднеквадратические отклонения уменьшаются с увеличением объема выборок. Для всех оценок смещения не имеют видимых связей с размерами скачков, оставаясь примерно одинаковыми для =0.2, 0.1, 0.01. Для вариации либо среднеквадратического отклонения это не верно, которое очевидно стремится к нулю при том как скачок изменяется от 0.2 до 0.01. Еще одна четкая закономерность заключается в том, что 


- когда нет разницы между  и (DGP1) либо 


- когда эта разница мала (DGP 2)  явно превосходит  в терминах среднеквадратического отклонения. 




- В то время как, в случае DGP 3, когда разница между  и большое получаем, что  очевидно превосходит  в терминах среднеквадратического отклонения. 

Хотя в Рисунке 7 результаты оценок для  не приведены, они являются не очень хорошими. В целом, похоже, что наше моделирование показывает, что наша конечная производительность выборки подтверждает наши теоретические результаты.

[image: ]
Рисунок 6 - Распределения для DGP 3

[image: ]







Рисунок 7. Смещение, дисперсия ,среднеквадратическое отклонение для  и в точке и, =0.2, 0.1, 0.01
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Доказательство Леммы 3. Согласно аддитивности вероятности для любого  имеем

	
.
	(7)



Из этого следует 

	
,
	(8)



	
.
	(9)



Мы хотим получить ограничение

	




	
.
	(10)



Видно, что 

	
.
	(11)



Из (7) и (9) 

	




	




	




	
.
	(12)



Из (8)

	

	(13)



Собирая (11)-(13) мы получаем

	



Подстановкой

	

, 



мы получаем доказательство теоремы.
б) Вместо (15) запишем 

	
.




Для всех малых 

	
.



Используя (11) получаем полное доказательство теоремы.
Доказательство Теоремы 4. Первые два пункта следуют из Леммы 3. Третьи пункт содержится в первом при условии

	





и используя факт  удовлетворяет Предположению 3.
Доказательство Теоремы 5. В доказательстве Теоремы 2 если предположить 

	




и в точности следуя доказательству получим, что

	
.



Используя Теорему 4 получим

	



Таким образом, 

	





при .
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Идея оценки подвижного колеса. Зафиксируем  и рассмотрим колеса (шарики) радиуса , катящиеся по графику функции распределения. Там, где нет скачков, колесо, которое сидит на графике, находится полностью над графиком, за исключением точки касания. Если колесо касается графика в точке перехода  или близко к ней, то часть колеса находится ниже графика. В частности, крайняя правая точка  колеса, которая находится на одной вертикальной линии с центром колеса, находится ниже графика. Нам нужно найти выражение линии, проведенной через все крайние правые точки, когда колесо переворачивает график функции распределения.


Обозначим через  центр колеса. Условие того, что  находится на колесе является следующим 

	
.






Решая это уравнение относительно  и помня, что мы хотим найти , которые к юго-востоку от  имеем

	


 (,).
	(14)



Таким образом,

	
.






Условие того, что колесо должно касаться графика  в точке  показывает  либо 

	
,





где  функция плотности . Мы должны решить это для 

	




или

	
.
	(15)






Для определения  мы используем условие, что  принадлежит колесу: из (14) и (15) с :

	
.
	(16)



Пусть является самой правой точкой на колесе (на одной вертикальной линии с его центром). Из (15) и (16) имеем

	
,



	
.
	(17)







Это параметрическое описание самых правых точек катящихся колес. После непараметрического подбора и , мы можем нарисовать линию (17) Множества, которые находятся ниже графика  (где ), будут оценивать точки скачков.
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В оценке разрывных функций распределения использовался интеграл Лебега-Стилтьеса. Все предыдущие исследователи избавлялись от этого интеграла путем интегрирования по частям. В результате они были вынуждены налагать условия гладкости на функцию распределения и не могли использовать вероятностную информацию, содержащуюся в ней.
Получены следующие результаты:
Получена непараметрическая оценка функции распределения. Выведена непараметрические оценки функции распределения в разных случаях, с оценкой скорости сходимости, не налагая никаких условий гладкости. 
Выведена оценка функции распределения в точках непрерывности. Получена оценка в точках непрерывности, не налагая условия дифференцируемости функции распределения.
Выведена оценка скачков функции распределения, а предположении, что место разрыва известно. Получена оценка скачков, не основанная на известном биномиальном подходе.
Выведена оценка частей функции распределения, не предполагая, что место разрыва известно. Выведена совместная оценка функции распределения в точках непрерывности и скачков этой функции в общем случае, без знания места разрыва.
Мы показываем, что использование интегралов Стилтьеса может легко обеспечить скорости убывания смещений некоторых классов оценок для функций распределения в их точках непрерывности и для их скачков, не накладывая никаких ограничений на распределение.
Эти результаты полезны для предоставления дополнительных асимптотических характеристик для оценок в этих классах и для установления новых теорем инверсии Фурье со скоростями сходимости.
Дальнейшая работа над точными критериями выбора полосы пропускания в наших предположениях необходима для облегчения внедрения оценок в эмпирической работе.
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