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РЕФЕРАТ

Отчет 81 с., 28 источников, 4 прил., рис. 2
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ, УПРУГО-ПОРИСТАЯ СРЕДА, ПОРОУПРУГОСТЬ, ПРОНИЦАЕМОСТЬ
Цель проекта: Построение темодинамически согласованной математической модели для насыщенных жидкостью пористых сред с учетом частотной зависимости коэффициента трения.

Задачи проекта: Разработка методов и алгоритмов численно - аналитического моделирования процессов распространения сейсмических волн в неоднородных пористых средах с произвольным коэффициентом трения, как функции пространственной переменной и времени, так и с ядром релаксации. Проведение серии полномасштабных численных экспериментов с целью установления количественной связи между динамическими характеристиками, диссипативными свойствами сейсмических волн и развитием области дилатансии. 
Разработаны методы численно-аналитического моделирования и исследованы вопросы разрешимости задач распространения сейсмических волн в неоднородных пористых средах с произвольным коэффициентом трения.  

Предложен алгоритм на основе спектрально-разностного метода численного решения динамической задачи для пористых сред. Рассматривается линейная двумерная задача в виде динамических уравнений в терминах компонент смещения, описываемых тремя упругими параметрами. Для численного решения задачи использован метод, основанный на совместном использовании интегрального преобразования Лагерра по времени и конечно-разностного приближения по пространственным координатам. Для аналогичной системы уравнений пороупругости для двухмерного случая получено аналитическое решение начально-краевой задачи с помощью применения интегрального преобразования Фурье-Лапласа. 

Для решения динамической задачи пороупругости предложен алгоритм, основанный на модифицированном лучевом методе решения динамической задачи пороупругости для SH-волн. Рассматривается нелинейная одномерная задача в виде системы уравнений гиперболического типа в терминах компоненты векторов смещении частиц упругого пористого тела и жидкости с заданными порциальными плотностями.    Основные уравнения основаны на законах сохранения и согласуются с условиями термодинамики. Предпологается, что упруго- пористая среда покойтся в начальный момент времени и на границе (по пространственным переменным) приложена сила с импульсом.

ТҰЖЫРЫМДАМА

Есеп 81 бет, 28 әдебиеттер, 4 қосымша, 2 сурет.
МАТЕМАТИКАЛЫҚ МОДЕЛЬ, СЕРПІМДІ-КЕУЕКТІ ОРТА, КЕУЕКТІЛІК, ӨТКІЗГІШТІК
Жобаның мақсаты: Үйкеліс коэффициентінің жиіліктік тәуелділігін ескере отырып, кеуекті ортаның сұйықтығымен қаныққан термодинамикалы келісілген математикалық моделін құру. 

Жобаның міндеттері: Кеңістіктік айнымалы және уақыт функциясы, сондай-ақ релаксация ядросы бар еркін үйкеліс коэффициенті бар біртекті емес кеуекті ортада сейсмикалық толқындардың таралу процестерін сандық-аналитикалық моделдеудің әдістері мен алгоритмдерін әзірлеу. Сейсмикалық толқындардың динамикалық сипаттамалары, диссипативтік қасиеттері мен дилатансия саласын дамыту арасында сандық байланысты орнату мақсатындағы толық масштабты сандық эксперименттер сериясын жүргізу. 

Сандық-аналитикалық модельдеу әдістері әзірленді және еркін үйкеліс коэффициенті бар біртекті емес кеуекті ортада сейсмикалық толқындардың таралу есебінің шешілу мәселелері зерттелді.

Кеуекті орта үшін динамикалық есепті сандық шешудің спектралды-айырымдық әдісі негізінде алгоритм ұсынылған. Үш серпімді параметрмен сипатталатын ығысу компоненті терминдеріндегі динамикалық теңдеулер түрінде сызықтық екі өлшемді есеп қарастырылады.Есепті сандық шешу үшін уақыт бойынша Лагердің интегралды түрлендіруін және кеңістіктік координаттар бойынша шекті-айырымдық жақындауын бірлесіп пайдалануға негізделген әдіс қолданылды. Екі өлшемді жағдай үшін кеуектілік теңдеулерінің ұқсас жүйесі үшін Фурье-Лапластың интегралдық түрлендіруін қолдану арқылы бастапқы-шеттік есептің аналитикалық шешімі алынды.

SH-толқындар үшін кеуектіктің динамикалық есебін шешудің модификацияланған сәулелік әдісіне негізделген алгоритм ұсынылған. Сызықты емес бір өлшемді есеп гиперболалық типтегі теңдеулер жүйесі ретінде берілген парциалды тығыздықтағы сұйықтықтың бөлшектерінің ығысу векторларының компоненттері және серпімді кеуекті дененің терминдері түрінде қарастырылады. Негізгі теңдеулер сақталу заңына негізделген және термодинамика шарттарымен келісіледі. Жылдам кеуекті орта уақыттың бастапқы сәтінде және шекарада (кеңістіктік ауыспалы бойынша) импульсті күш салынған деп болжанады.
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ВВЕДЕНИЕ
Цель проекта: Построение темодинамически согласованной математической модели для насыщенных жидкостью пористых сред с учетом частотной зависимости коэффициента трения.

Задачи проекта: Решение фундаментальной научной проблемы сейсморазведки и гидроакустики для интерпретации данных наблюдений. Проектом предусматривается построение термодинамически согласованной математической модели движения жидкости через упруго-деформируемую пористую среду с учетом частотной зависимости коэффициента межфазного трения. Также разработка методов и алгоритмов численно - аналитического моделирования процессов распространения сейсмических волн в неоднородных пористых средах с произвольным коэффициентом трения, как функции пространственной переменной и времени, так и с ядром релаксации. Проведение серии полномасштабных численных экспериментов с целью установления количественной связи между динамическими характеристиками, диссипативными свойствами сейсмических волн и развитием области дилатансии. Эти исследования позволят оценить влияние пористости, проницаемости пород на возможную нефтеносность изучаемого пласта, а также на изменение напряженного состояния среды в сейсмоопасной зоне. 

Для реализации проекта предлагается применить методы неравновесной термодинамики для построения математической модели движения жидкости через пористую среду с учетом диссипации энергии. Новые, численно-аналитические методы, решения задачи распространения волн в пористых средах. Данные методы основаны на использовании конечно-разностных по пространственным переменным и применении преобразования Лаггера по времени, а также лучевого метода. В результате этих преобразований исходная задача сводится к решению граничной задачи для системы уравнений частных производных, зависящей от параметра. Для решения полученной задачи могут быть использованы высокоточные разностные методы. Как показывают предварительные исследования, использование данных методов позволяет разработать высокоточные и эффективные алгоритмы для численного моделирования процессов распространения упругих волн в пористых неоднородных средах. Необходимо отметить что, данный подход позволяет эффективно проводить расчеты полного волнового поля для флюидо насыщенных пористых сред с учетом произвольной частотной зависимости коэффициента трения. Другая важная особенность пористой насыщенной среды, состоит в том, что в таких средах могут распространяться две продольные волны, быстрая и медленная, а также поперечная волна.

В проекте предусмотрено получение следующих научных результатов:

1) Развитие лучевого метода для решения динамической задачи пороупругости;

2) Исследование вопросов корректности решения обратных динамических задач пороупругости с учетом памяти;

3) Исследование групповых свойств для нелинейной системы пороупругости для SH волн;

4) Построение фундаментального решения для системы уравнений динамической пороупругости в случае неоднородной среды;

В первом разделе разработаны методы численно-аналитического моделирования и исследованы вопросы разрешимости задач распространения сейсмических волн в неоднородных пористых средах с произвольным коэффициентом трения.  Рассматривается возможность приведения двумерной динамической задачи для пористых сред, насыщенных жидкостью, к (эллиптической) системе обыкновенных дифференциальных уравнений с помощью применения преобразования Фурье-Лапласа. За основу взята линеаризованная модель Доровского В.Н., в которой среда описывается тремя упругими параметрами.

В работе приводится краткое описание и постановка задачи движения сейсмических волн во флюидонасыщенной пористой среде. Именно такая модель является реалистичным представлением пористой среды, состоящей из заполненной вязкой жидкостью упругодеформируемой матрицы. Данная модель позволяет объяснить эффекты, наблюдаемые в процессе сейсмических исследований свойств горных пород при наличии поровой жидкости. В силу необходимости решения практических задач в различных областях геофизики, биомеханики и нефтяной разработки в последние десятилетия получило развитие численное моделирование процесса распространения сейсмических волн во флюидонасыщенных пористых средах. Для численного моделирования таких процессов обычно используется модель Френкеля-Био [1, 2]. Основным свойством упруго-пористой насыщенной среды в теории Био является наличие дополнительной второй продольной волны для жидкости, наряду с двумя типами звуковых колебаний: поперечного и продольного в твердом каркасе. Согласно нелинейной математической модели для пористых сред, построенной в 1981 году В.Н. Доровским [4] на основе общих первых физических принципов, в ней также есть три типа звуковых колебаний: два типа продольных и поперечный. Но в отличие от моделей типа Френкеля-Био линеаризованная модель характеризует среду с помощью трех упругих параметров [4, 5]. Эти три упругих параметра взаимно однозначно определяются с помощью трех скоростей упругих колебаний, что имеет важное значение для численного моделирования распространения упругих волн в пористых средах, при известных значениях пористости, скоростей акустических волн, физических плотностей матрицы и насыщающей жидкости.

Основной целью данного раздела является исследование условий существования аналитического решения системы уравнений пороупругости, описывающих движение волн в пористой среде для компонентов скорости, напряжения и порового давления.

В отличие от предыдущих публикаций, задача в полуплоскости [image: image4.wmf]2
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 исследуется с применением преобразования Лапласа по временной переменной и преобразования Фурье по одной из пространственных переменных. Интегральное преобразования Фурье-Лапласа для частных производных по времени и по одной из пространственных переменных применяется для решения задач, зависящих от времени, таких как сейсмическое и электромагнитное моделирование, задачи теплопроводности и т.д.

В подразделе 1.2 предложен алгоритм, основанный на спектрально-разностном методе численного решения динамической задачи для пористых сред. Рассматривается линейная двумерная задача в виде динамических уравнений в терминах компонент смещения, описываемых тремя упругими параметрами. Основные уравнения основаны на законах сохранения и согласуются с условиями термодинамики. Предполагается, что среда изотропна и двумерно-неоднородна по пространственным координатам. Для численного решения задачи предлагается метод, основанный на совместном использовании интегрального преобразования Лагерра по времени и конечно-разностного приближения по пространственным координатам. Приведено описание численной реализации предложенного метода и проанализированы его особенности в расчетах. Обсуждается эффективность применения преобразования Лагерра и его отличие от преобразования Фурье для решения прямых динамических сейсмических задач. Представлены численные результаты моделирования полей распространения сейсмических волн для модели тестовой среды.

Второй раздел посвящен исследованию вопросов корректности решения начально-краевых задач для поостренной математической модели пороупругости. Модифицирован лучевой метод для решения динамической задачи пороупругости.
Предложен алгоритм, основанный на модифицированном лучевом методе решения динамической задачи пороупругости для SH-волн. Рассматривается нелинейная одномерная задача в виде системы уравнений гиперболического типа в терминах компоненты векторов смещении частиц упругого пористого тела и жидкости с заданными порциальными плотностями.    Основные уравнения основаны на законах сохранения и согласуются с условиями термодинамики. Предпологается, что упруго- пористая среда покойтся в начальный момент времени и на границе (по пространственным переменным) приложена сила с импульсом.

Установлен порядок точности приближенного решения (волновых полей) в зависимости от гладкости коэффицентов системы уравнении (от коэффицента трения, от порциальных плотностей пористого тела и жидкости и др.)

На основе модифицированного лучевого метода получено сингулярное решение для одномерного случая уравнения распространения сейсмических волн в пористой среде, когда происходит потеря энергии, обусловленная наличием коэффициента трения.  

К исследованию волновых процессов в средах, характеризующихся наличием дисперсии и поглощения, относится, в частности, изучение акустических волн в средах, где распространение волны нарушает состояние термодинамического и механического равновесия. Будучи выведенной из состояния равновесия такая среда стремится вернуться к нему, но уже при новых, измененных волной значениях параметров. Соотношение между характерным временем релаксации и периодом колебаний определяет специфику распространения волны. Если время релаксации много меньше периода, то колебания происходят также, как и в среде без релаксации, и распространяются с разновесной скоростью c0. При обратном соотношении релаксационные процессы «заморожены» и колебания распространяются со скоростью c>c0. Подобные явления описываются гиперболическими уравнениями с памятью. Для одного класса гиперболических уравнений с памятью изучены вопросы разрешимости прямых задач. Сформулирована постановка обратной задачи, изучены особенности волновых процессов с памятью при постановке обратной задачи.

1 РАЗРАБОТКА МЕТОДОВ ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ И ИССЛЕДОВАНИЯ ВОПРОСОВ РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧ РАСПРОТРАНЕНИЯ СЕЙСМИЧЕСКИХ ВОЛН В НЕОДНОРОДНЫХ ПОРИСТЫХ СРЕДАХ С ПРОИЗВОЛЬНЫМ КОЭФФИЦИЕНТОМ ТРЕНИЯ
1.1 Разработка численно-аналитического метода исследования математической модели динамической системы уравнений пороупругости
В работе приводится краткое описание и постановка задачи движения сейсмических волн во флюидонасыщенной пористой среде. Именно такая модель является реалистичным представлением пористой среды, состоящей из заполненной вязкой жидкостью упругодеформируемой матрицы. Данная модель позволяет объяснить эффекты, наблюдаемые в процессе сейсмических исследований свойств горных пород при наличии поровой жидкости. В силу необходимости решения практических задач в различных областях геофизики, биомеханики и нефтяной разработки в последние десятилетия получило развитие численное моделирование процесса распространения сейсмических волн во флюидонасыщенных пористых средах. Для численного моделирования таких процессов обычно используется модель Френкеля-Био [1, 2]. Основным свойством упруго-пористой насыщенной среды в теории Био является наличие дополнительной второй продольной волны для жидкости, наряду с двумя типами звуковых колебаний: поперечного и продольного в твердом каркасе. Согласно нелинейной математической модели для пористых сред, построенной в 1981 году В.Н. Доровским [4] на основе общих первых физических принципов, в ней также есть три типа звуковых колебаний: два типа продольных и поперечный. Но в отличие от моделей типа Френкеля-Био линеаризованная модель характеризует среду с помощью трех упругих параметров [4, 5]. Эти три упругих параметра взаимнооднозначно определяются с помощью трех скоростей упругих колебаний, что имеет важное значение для численного моделирования распространения упругих волн в пористых средах, при известных значениях пористости, скоростей акустических волн, физических плотностей матрицы и насыщающей жидкости.

Основной целью данной работы является исследование условий существования аналитического решения системы уравнений пороупругости, описывающих движение волн в пористой среде для компонентов скорости, напряжения и порового давления.

В отличие от предыдущих публикаций, где рассматривалась задача в полуплоскости [image: image6.wmf]2
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 будет рассматриваться задача на двух полосах с различными параметрами пористой среды и насыщающей жидкости. Интегральное преобразования Фурье-Лапласа для частных производных по времени и по одной из пространственных переменных применяется для решения задач, зависящих от времени, таких как сейсмическое и электромагнитное моделирование, задачи теплопроводности, и т.д.
1.1.1 Общая постановка задачи

Перейдем к математической формулировке модели для двумерной динамической задачи. Пусть две полосы находятся в полуплоскости 
[image: image7.wmf]2
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, заполненной пористыми средами и насыщенными жидкостями, имеющими различные параметры, характеризующие каждую из полос. Тогда распространение сейсмических волн в данных средах при отсутсвии потери энергии описывается следующими начально-краевыми задачами в терминах скорости насыщающей жидкости, скоростей матрицы, давления жидкости и тензора напряжений [5, 7]:

Закон сохранения импульса для жесткого каркаса:
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(1.1.1)
Закон сохранения импульса для жидкости:
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(1.1.2)
Закон Гука для жесткого каркаса:
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(1.1.3)
Закон Гука для жидкости:

[image: image12.wmf]0

)

(

,

0

0

,

0

0

=

+

-

-

¶

¶

v

div

u

div

K

t

p

l

s

r

r

r

ar

r

ar





(1.1.4)
Начальные условия:
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(1.1.5)
Граничные условия:
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(1.1.6)
где индексы i, k принимают значения 
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- векторы скорости упругого пористого тела с парциальной плотностью 
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 и  жидкости с парциальной плотностью
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- физические плотности упругого пористого тела и жидкости соответсвенно, p - поровое давление, 
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image27.wmf]l
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image30.wmf]3
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>0 – модуль объемного сжатия жидкой компоненты гетерофазной среды. Упругие модули 
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выражаются через скорость распространения поперечной волны 
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 и две скорости продольных волн  
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1.1.2 Модель для двумерного случая
Для двумерного случая индексы i и k принимают значения i=1,2 и k=1,2, и тогда система (1.1.1) - (1.1.4) будет состоять из 8 уравнений с 8 неизвестными функциями 
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 и имеет следующий вид:
 (i=1, k=1,2)
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(1.1.7)
(i=2, k=1,2)
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(1.1.8)
(i=1)
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(1.1.9)
(i=2)
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(1.1.10)
(i=1, k=1) 
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(1.1.11)
(i=1, k=2) (i=2, k=1)

[image: image41.wmf]2112

21

()0

uu

txx

s

m

¶¶¶

++=

¶¶¶






(1.1.12)
(i=2, k=2) 
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(1.1.13)
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(1.1.14)
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(1.1.15)
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(1.1.16)
1.1.3 Получение системы ОД уравнений
Для приведения поставленной задачи к системе обыкновенных дифференциальных уравнений применим к системе (1.1.7)-(1.1.16) интегральное преобразование Фурье-Лапласа по переменной времени t и пространственной переменной x1 следующего вида:
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где 
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интегрируемая функция по t и x1 функция.

Тогда все частные производные по пространственной переменной x1 примут вид функции с параметрами s и k1 вместо переменных t и 
[image: image48.wmf]1

x

.

[image: image49.wmf]11

11121112

111112

11

0

ˆ

(,,)(,,)

ˆ

(,,)

stikx

txxtxx

edxdtikskx

xx

ss

s

¥¥

--

-¥

¶¶

==

¶¶

òò



[image: image50.wmf]112212

11121212

11

112212

11121212

11

12122212

1121212212

11

ˆˆ

(,,)(,,)

ˆˆ

(,,),(,,),

ˆˆ

(,,)(,,)

ˆˆ

(,,),(,,),

ˆˆ

(,,)(,,)

ˆˆ

(,,),(,,

utxxutxx

ikuskxikuskx

xx

vtxxvtxx

ikvskxikvskx

xx

txxtxx

ikskxikskx

xx

ss

ss

¶¶

==

¶¶

¶¶

==

¶¶

¶¶

==

¶¶

12

112

1

ˆ

(,,)

ˆ

),(,,)

ptxx

ikpskx

x

¶

=

¶


где i – мнимая единица.
А частные производные по переменной времени t с учетом начальных условий (1.1.15) примут вид функции с параметрами s и k1 вместо переменных t и 
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Проведя аналогичные преобразования для всех остальных функций, можно увидеть, что для частных производных по времени 
[image: image53.wmf]t

 выполняются аналогичные равенства с параметрами, т.е. 
:
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Тогда, применив данное преобразование Фурье-Лапласа ко всем производным и функциям системы (1.1.7)-(1.1.14) получим систему из 7 ОДУ, а уравнение (1.1.9), включающее только частные производные по переменным t и 
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,  превращается в соотношение без производных следующего вида: 
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Откуда выразив 
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(**) и подставив это выражение в уравнения (1.1.11), (1.1.13), (1.1.14), можем исключить из системы неизвестную функцию
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(1.1.17)
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(1.1.18)
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(1.1.19)
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(1.1.21)
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[image: image65.wmf]0,

2

221

00,00,00,11100,1

22

ˆ

ˆˆ

ˆˆ

()()(())

s

ssss

uvF

KKikuikspik

xxss

ar

arrarrarrarr

¶¶

--+-+-=

¶¶


(1.1.23)
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(1.1.24)
А также исключив из уравнений (1.1.17) и (1.1.20) неизвестную функцию 
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, частные производные которой отсутствуют в данной системе, получим систему из 6 обыкновенных дифференциальных уравнений с шестью неизвестными функциями.
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(1.1.18’)
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(1.1.23’)
1.1.4 Приведение системы ОДУ к нормальному (каноническому) виду. Нахождение обратной матрицы

Для удобства дальнейших вычислений упорядочим уравнения в системе таким образом, чтобы первые производные искомых функций располагались в них в том же порядке, что и искомые функции вектора 
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Представим систему (1.1.24) - (1.1.29) в следующем матричном виде:
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где 
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(1.1.31)
при этом неоднородная система (1.1.31) является разрешимой, если det A ≠ 0, где  
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В рассматриваемой системе, матрицы  A1, A2 , A3  имеют следующий вид:
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Находим обратную матрицу 
[image: image90.wmf]1
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где приняты обозначения 
[image: image92.wmf]2

2

0

4

3

K

TK

m

ar

º+-

, 
[image: image93.wmf]00,

s

L

arr

=


При проверке перемножением полученной обратной матрицы на исходную матрицу 
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Произведение матриц 
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 принимает следующий вид:
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Правая часть системы 
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Таким образом можно записать систему (1.1.24) - (1.1.29) в следующем виде:
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1.1.5 Построение фундаментальной системы решений

Представим исходную систему (1.1.24) - (1.1.29) в виде линейной неоднородной системы с постоянными коэффициентами и шестью неизвестными функциями 
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(1.1.32)
Или в более компактном векторном виде можно представить следующим образом:
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(1.1.32’)
где k=(1, 2,…, 6), 
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Рассмотрим сначала однородную систему 
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(1.1.33’)
Или в виде следующей однородной системы обыкновенных дифференциальных уравнений:
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(1.1.33)

Применяя метод Эйлера найдем фундаментальную систему решений однородной системы и найдем общее решение системы (1.1.33):
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1.1.6 Решение неоднородной системы дифференциальных уравнений
Найдем частное решение неоднородной системы методом Лагранжа вариации постоянных:

Применяя к правой части системы все преобразования для приведения матрицы А к треугольному виду, также найдем эквивалентный вид правой части 
[image: image116.wmf]B
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неоднородной системы. , необходимо провести соответсвующие пробразования с правой частью системы (1.1.32).
Тогда неоднородную систему можно представить в следующем виде: 
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(А)
Применим метод Лагранжа к системе уравнений (А) находим общее решение неоднородной системы:

Выпишем полученную систему общих решений системы:
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В этих общих решениях удовлетворив условии 
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для нахождения неизвестных коэффициентов, получим следующие систему:
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Тогда система общих решений граничной задачи зависит от значений 
[image: image126.wmf]123
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 и принимает следующий вид:
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Где параметр 
[image: image133.wmf]s

преобразования Лапласа является комплексной переменной, и имеет вид 
[image: image134.wmf]12
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. А параметр 
[image: image135.wmf]1

k

- вещественная переменная преобразования Фурье. Преобразование Фурье – Лапласа имеет вид:
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Для нахождения значений 
[image: image137.wmf]123
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 в качестве дополнительных граничных условий используем физических смысл искомых функций, значения которые должны угасать на бесконечности, т.е. при 
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Используя эти свойства, а также соотношения (Х, стр 9), после ряда вычислений находим:
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Подставляя найденные 
[image: image142.wmf]1
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 в общее решение системы, получим решение искомой задачи:
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Для получения решения исходной системы уравнений в частных производных необходимо применить обратное преобразование Фурье Лапласа, которое имеет следующий вид:
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1.2 Исследование вопросов разрешимости задач распространения сейсмических волн в пористых средах, описываемых тремя эластичными параметрами
Предложен алгоритм, основанный на спектрально-разностном методе численного решения динамической задачи для пористых сред. Рассматривается линейная двумерная задача в виде динамических уравнений в терминах компонент смещения, описываемых тремя упругими параметрами. Основные уравнения основаны на законах сохранения и согласуются с условиями термодинамики. Предполагается, что среда изотропна и двумерно-неоднородна по пространственным координатам. Для численного решения задачи предлагается метод, основанный на совместном использовании интегрального преобразования Лагерра по времени и конечно-разностного приближения по пространственным координатам. Приведено описание численной реализации предложенного метода и проанализированы его особенности в расчетах. Обсуждается эффективность применения преобразования Лагерра и его отличие от преобразования Фурье для решения прямых динамических сейсмических задач. Представлены численные результаты моделирования полей распространения сейсмических волн для модели тестовой среды.
Моделирование физических свойств пористой среды и связанные с ними исследования движения жидкости в пористых структурах традиционно занимают одно из важных мест среди современных задач вычислительной математики и математического моделирования.

С одной стороны, это связано с тем, что пористыми могут быть структуры различных природных и искусственных материалов: почвы и пород, тканей растений и животных, волоконных, порошковых и вспененных металлов, керамических, полимерных и композитных материалов. С другой стороны, это связано со сложностью как теоретического, так и экспериментального анализа внутренней структуры пористой среды. Без учета такой сложности невозможно прогнозировать и оценивать эффективность применения пористых материалов в новых и модернизированных технологических процессах.

Использование моделей пористых структур сильно повлияло на развитие многих областей научных исследований: теории фильтрации и энергетики, механики и материаловедения, медицины и биологии, сельского хозяйства и наук о Земле. В качестве математических моделей обычно используются модели типа Френкеля-Био [1, 2]. Характерной особенностью последнего является наличие дополнительной вторичной продольной волны. В теории типа Френкеля-Био скорости распространения таких волн являются функцией четырех упругих параметров при заданных значениях физических параметров среды [1, 2]. В 1989 году В.Н. Доровский [15], основываясь на первых общих физических принципах, построил нелинейную математическую модель для пористых сред. Как и в теории Френкеля-Био, в модели Доровского существует три типа звуковых колебаний: поперечные и два типа продольных колебаний. В отличие от моделей типа Френкеля-Био, в линеаризованной модели Доровского среда описывается тремя упругими параметрами [6, 7]. Эти упругие параметры взаимно однозначно выражаются через три скорости упругих колебаний. Это обстоятельство важно для численного моделирования распространения упругих волн в пористых средах, когда известно распределение скоростей акустических волн по скоростям, соотношения физической плотности окружающей среды и ее насыщающей жидкости и значения коэффициента пористости.

Мы решаем систему линеаризованных динамических уравнений для двумерной задачи распространения сейсмических волн в пористых средах [6, 7, 16, 17]. Исходная система записана в терминах смещений каркаса и смещений насыщающей жидкости. При численном решении указанной задачи используется метод комбинирования аналитического преобразования Лагерра по времени и метод конечных разностей по пространственным переменным. Этот метод решения динамических задач теории упругости был впервые рассмотрен в [18, 19], а затем разработан для задач вязкоупругости [20, 21]. Предложенный метод решения можно рассматривать как аналог хорошо известного спектрально-разностного метода, основанного на спектральных преобразованиях Фурье, только вместо частоты ω мы имеем параметр m, т.е. степень полиномов Лагерра. Однако, в отличие от преобразования Фурье, использование интегрального преобразования Лагерра по времени позволяет свести исходную задачу к решению системы уравнений, в которой параметр разделения присутствует только в правой части уравнения и имеет рекуррентную зависимость. В отличие от метода конечных разностей, используя спектральный метод с аналитическим преобразованием, мы можем свести исходную задачу к решению дифференциальной системы уравнений, в которой существуют производные только по пространственным координатам. Это позволяет нам применять хорошо известные устойчивые разностные схемы для последующего решения аналогичных систем. Этот подход эффективен при решении нестационарных динамических задач для пористых сред. Однако наличие вторичной волны с низкой скоростью приводит к увеличению объема вычислений при использовании явных разностных схем.

Пусть полуплоскость 
[image: image156.wmf]2
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 заполнена пористой средой насыщенной жидкости. Распространение упругих колебаний в пористой среде, насыщенной жидкостью, в обратимом гидродинамическом приближении описывается системой уравнений [22, 23]:
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(1.2.1)
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(1.2.2)

где 
[image: image159.wmf]ls
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; 
[image: image160.wmf]s

r

 - частичная плотность твердого содержимого среды с упругими колебаниями с данным вектором смещения 
[image: image161.wmf]U

; 
[image: image162.wmf]s

r

- частичная плотность насыщающей жидкости с колебаниями данного вектора смещения 
[image: image163.wmf]V

; 
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 –массовая сила; 
[image: image165.wmf]s
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 - скорость поперечных волн; 
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 (
[image: image167.wmf]k

 = 1,2,3,4) - коэффициенты, определенные из уравнения состояния, которые являются функциями скоростей распространения волн [7, 23-26]:

[image: image168.wmf]11

2

343

2

12

,

3

,,,

l

s

sss

slst

KKK

aa

KK

aac

r

m

arar

rrrrr

araraarmr

r

r

æö

=++-=-

ç÷

èø

=-==+=



[image: image169.wmf](

)

(

)

1212

1212

2

222224

2

2

222224

3

22

864

,

239

1864

,

39

2

slls

ppspps

l

sls

ppspps

Kcccccc

cccccc

rrrr

r

rr

r

rrr

a

r

rr

æö

=+----

ç÷

ç÷

èø

æö

=+-+--

ç÷

ç÷

èø



[image: image170.wmf]1
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 и 
[image: image171.wmf]2
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 - скорости быстрых и медленных продольных волн соответственно. Приведенная система уравнений является результатом линеаризации полной нелинейной системы уравнений, полученной в [7, 15]. 

Проблема решена с нулевыми начальными данными
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(1.2.4)
и граничные условия на свободной поверхности в плоскости 
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(1.2.5)
где поровое давление и тензор напряжений определяются по формулам
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(1.2.6)
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(1.2.7)
В формулах (1.2.6), (1.2.7) 
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 является символом Кронекера, 
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Отметим, что когда пористость исчезает, то с учетом 
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 [5], где 
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 соответственно являются модулем трехосного сжатия и плотностью однородного упругого изотропного тела, формула (1.2.7) имеет отношение к закону Гука для однородного упругого изотропного тела [27].

Для решения начально-краевой задачи (1.2.1) - (1.2.5) мы применяем интегральное преобразование Лагерра по времени:
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(1.2.8)
с формулами обращения
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(1.2.9)
где 
[image: image185.wmf](
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- функция Лагерра.

Функции Лагерра 
[image: image186.wmf](
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 выражаются через классические ортонормированные полиномы Лагерра 
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 [18]. В этой статье мы выбираем параметр 
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 целочисленным и положительным, следовательно:
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Для первой и второй производных полиномов Лагерра мы имеем следующие формулы:
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Легко видеть, что для удовлетворения начальных условий задачи достаточно задать значение 
[image: image191.wmf]2
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. Кроме того, в этих формулах вводится параметр сдвига 
[image: image192.wmf]0
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, значение и эффективность которого подробно обсуждаются в [20, 21].

В результате проведенного преобразования исходная задача (1.2.1) - (1.2.5) сводится к двумерной пространственной дифференциальной задаче в спектральной области, которая записывается в виде:
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(1.2.10)
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(1.2.11)

с граничными условиями
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(1.2.12)

где поровое давление и тензор напряжений определяются по следующим формулам:
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(1.2.14)

В уравнениях (1.2.10) - (1.2.14) 
[image: image198.wmf]m
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 - коэффициенты разложения Лагерра функции времени 
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 в источнике, а 
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 - коэффициенты разложения Лагерра соответствующих компонент поля. , Верхний индекс 
[image: image201.wmf]m

 для всех компонентов означает число коэффициентов в разложении Лагерра. Легко видеть, что значение 
[image: image202.wmf]m

 явно присутствует только в правой части уравнений в виде рекуррентного соотношения для всех компонент поля.

Для решения задачи (1.2.10) - (1.2.14) используется конечно-разностное приближение производных по пространственным координатам со вторым порядком точности. Для этого в области расчета введем разностную сетку с шагом дискретизации 
[image: image203.wmf]x

D

 по обеим пространственным координатам. Определим обязательные компоненты вектора решения в узлах этой сетки. Для аппроксимации уравнений (1.2.10), (1.2.11) на верхней границе используем граничные условия (1.2.12). Для боковой и нижней границ даны граничные условия первого или второго рода для соответствующих компонентов.

В результате конечно-разностного приближения задачи мы получаем систему линейных алгебраических уравнений. Представим требуемый вектор решения W⃗ в следующем виде:
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где 
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- количество узлов по координате 
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- количество узлов по координате 
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. Тогда данная система линейных алгебраических уравнений в векторной форме может быть записана как:
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(1.2.15)

На главной диагонали матрицы системы (1.2.15) компоненты появляются в уравнениях системы как слагаемые, имеющие параметр 
[image: image211.wmf]h

 в качестве кофактора. Следует отметить, что за счет соответствующего выбора параметра 
[image: image212.wmf]h

 появляется возможность существенно улучшить кондиционирование матрицы системы. Решив систему линейных алгебраических уравнений (1.2.15), можно определить спектральные значения для всех компонент волнового поля 
[image: image213.wmf](
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.Затем, используя формулу обращения преобразования Лагерра (1.2.9), получаем решение исходной задачи (1.2.1) - (1.2.5).

В формуле (1.2.9) аналитического преобразования Лагерра для определения значений функций по их коэффициентам разложения используется сумма с бесконечным пределом. В числовой реализации необходимым условием является определение необходимого количества слагаемых в серии, которые должны быть суммированы для построения решения с заданной точностью. Количество гармоник Лагерра, необходимое для определения функций по формуле (1.2.9), зависит от заданного сигнала в источнике 
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, выбора параметра 
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 и значений временного интервала моделируемого волнового поля. , Способ определения необходимого количества гармоник и выбора оптимального значения параметра 
[image: image216.wmf]h

 подробно рассмотрен в [18-21].

Результаты расчета волнового поля для различных моделей сред представлены на рисунках 1, 2. Первая модель представляет собой среду, состоящую из трех однородных слоев: верхний слой представляет собой упругую среду; нижний левый слой представляет собой пористую среду; нижний правый слой представляет собой упругую среду. Физические характеристики слоев были определены следующим образом:

1) верхний эластичный слой 
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2) нижний правый пористый слой 
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3) нижний левый эластичный слой 
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Толщина верхнего упругого слоя составляет 600 м. Вертикальная граница раздела между нижним пористым и упругим слоями проходит по линии 
[image: image229.wmf]700
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. Волновое поле моделировалось от центра точечного источника расширения с координатами 
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, расположенного в верхнем упругом слое.

Временной сигнал в источнике был задан в виде импульса Пузырева:
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(1.2.16)
где 
[image: image233.wmf]00
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Результаты численных расчетов волнового поля для данной модели показаны на рисунке 1. На этом рисунке представлен снимок волнового поля для вертикальной компоненты смещения 
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в фиксированный момент времени для 
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секунды. На рисунке видно, что в нижнем левом пористом слое имеется вторичная продольная волна 
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, тогда как в правом упругом слое распространяется только одна продольная волна и одна поперечная волна. В качестве второй модели была выбрана трехслойная среда с тонким слоем посередине. Были рассмотрены два случая. В первом случае было смоделировано волновое поле для тонкого пористого слоя, во втором случае был задан тонкий упругий слой такой же толщины. Физические характеристики среды с пористым слоем задавались следующими:

1) верхний и нижний упругие слои 
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2) средний пористый слой 
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Толщина верхнего слоя составляет 700 м. Толщина среднего слоя составляет 10 м. В случае тонкого упругого слоя 
[image: image246.wmf]1

,

s

сс

rr

rr

==

 и 
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. Волновое поле моделировалось от точечного источника типа центра расширения с координатами 
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 расположенного в верхнем упругом слое. Временной сигнал в источнике задавался в виде импульса Пузырева по формуле (1.2.16).

Результаты численных расчетов волнового поля для данной модели среды показаны на рисунке 2. На этом рисунке представлены снимки волнового поля для вертикальной компоненты смещения 
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 в фиксированный момент времени 
[image: image250.wmf]0.4
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 секунды. Левый с тонким пористым слоем. Справа - для тонкого упругого слоя. Из рисунка видно, что в случае тонкого пористого слоя возникают волны, генерируемые многократным отражением вторичной (медленной) продольной волны в тонком пористом слое, толщина которого составляет приблизительно одну пространственную длину этой волны.
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Рисунок 1 - Снимок волнового поля для вертикальной компоненты смещения 
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 секунды. Интерфейсы слоя показаны сплошной линией

В следующем случае модель среды была определена как модель, состоящая из трех однородных слоев: верхнего упругого слоя, среднего пористого слоя, нижнего упругого слоя. Физические характеристики среды были определены следующим образом:

1) верхний упругий слой 
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2) средний пористый слой 
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3) нижнее упругое полупространство 
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Толщина верхнего слоя составляет 1,7 км. Толщина среднего слоя составляет 2,6 км. Волновое поле моделировалось от точечного источника расширения типа центра с координатами 
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расположенного в пористом слое. Временной сигнал в источнике подавался в виде импульса Пузырева по формуле (1.2.16). Несущая частота сигнала в источнике составляет 
[image: image267.wmf]0

10

fHz

=

.

[image: image268.jpg]0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 Skm 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 km





Рисунок 2 - Снимок волнового поля для компонента смещения 
[image: image269.wmf](
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. Слева - в момент времени T = 1,2 секунды, справа - в момент времени T = 1,6 секунды.

Результаты численных расчетов волнового поля для данной модели среды показаны на рисунке 2. На этом рисунке представлены снимки волнового поля для вертикальной компоненты скорости смещения 
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 секунды, справа - в момент времени 
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секунды. Из рисунка видно, что данный источник генерирует в пористой среде два типа продольных волн 
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, которые распространяются со скоростями 
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 соответственно. 

Предложенный алгоритм является аналогом известных спектральных методов решения динамических задач. Однако, в отличие от классических преобразований Фурье и Лапласа, применение преобразования Лагерра приводит к системе уравнений, в которой параметр гармонического разделения присутствует только в правой части в рекуррентной форме. В результате в приведенной задаче матрица системы линейных алгебраических уравнений имеет хорошую обусловленность, что позволяет использовать эффективные методы решения таких систем. Анализ тестовых расчетов показывает стабильность алгоритма, представленного даже для моделей среды с резко контрастными интерфейсами между слоями или моделей среды, содержащих тонкие слои, сопоставимые с пространственной длиной волны.
2 МОДЕРНИЗАЦИЯ ЛУЧЕВОГО МЕТОДА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ДИНАМИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ПОРОУПРУГОСТИ
2.1 Лучевое решение динамической задачи пороупругости для sh – волн
При конечной скорости распространения энергии в каждый момент времени возмущение захватывает область конечного размера. Поэтому в любой момент времени существует поверхность, разделяющая возмущенную и невозмущенную области. Эту поверхность называют фронтом возмущения или фронтом волны. Следовательно, распространение возмущения можно описать, как разрастание поверхности фронта. Если в момент 
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 - поверхностью 
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, то это означает, что возмущение с поверхности 
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 распространилось на поверхность 
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, т. е. прошло в среде некоторый путь. Если в произвольной точке 
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 построить нормаль к этой поверхности 
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[image: image287.wmf]2

S

 в некоторой точке 
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. Направление распространения волны в точке 
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. Естественно принять, что скорость распространения возмущения (волны) 
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. В общем случае она может зависеть от положения точки 
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)

1111

,,

Axyz

. Если среда однородна, то нет оснований считать, что скорость от точки к точке тела изменяется. В неоднородной среде, когда изменяются упругие модули и плотность, скорость также может стать функцией координат, т. е. 
[image: image295.wmf](

)

,,

xyz

nn

=

.

Постановка задачи

Рассмотрим случай, когда векторы скорости смещений зависят только от 
[image: image296.wmf]t

 и 
[image: image297.wmf]z

. Распространение сейсмических волн в пористом полупространстве 
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, когда происходит потеря энергии обусловленной коэффициентом трения 
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 описывается следующей системой уравнений
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(2.1)

Здесь 
[image: image301.wmf]U

 и 
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 - компоненты векторов смещений частиц упругого пористого тела и жидкости с парциальными плотностями 
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Предположим, что упруго-пористая среда покоится при 
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Пусть на границе 
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 приложена сила с импульсом [27]:
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Здесь 
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Требуется по этой информации и заданным функциям, непрерывно дифференцируемым 
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Решение задачи (2.1) – (2.3) ищем в виде лучевого ряда
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(2.4) 
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(2.5)

где коэффициенты 
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Будем считать 
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Из (2.4) и (2.5) путем дифференцирования получим (для удобства зависимость от 
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 опускаем)
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Подставляя эти разложения в уравнения (2.1), (2.2) и приравнивая коэффициенты при 
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Граничное условие (2.3) запишется в виде
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Отсюда
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или 
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(2.12)
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(2.13)

Далее получим уравнение Эйконала для 
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где 
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 есть скорость распространения поперечных волн в упруго-пористой среде.

Из уравнения (2.7) получим 
[image: image339.wmf](

)

0

l

z

a

=

. Теперь из уравнения (2.8) получим
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Учитывая (2.14), приведем это уравнение к виду
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Где
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(2.16)

Уравнение (2.15) является обыкновенным линейным дифференциальным уравнением первого порядка относительно неизвестной функции 
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решение, которого легко выписывается в квадратурах
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Учитывая начальное условие (2.12), найдем постоянную 
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Таким образом,
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По известной функции 
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(2.18)

Из уравнения (2.8) получим уравнение для определения 
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которое представим в виде
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где 
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 известная функция от 
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: она определяется формулами (2.16) и (2.18). Решая это линейное дифференциальное уравнение первого порядка, находим
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(2.19)

Используя начальное условие (2.13), а также формулы (2.14), (2.16), определим постоянную 
[image: image358.wmf]2

c

:


[image: image359.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

2

000

.

200

l

s

c

scr

rm

¢

+

=






(2.20)

Подставляя (2.20) в (2.19), найдем 
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Таким образом, мы определили однозначно неизвестные функции 
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Можно получить сколько угодно членов разложения волновых полей 
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, точнее столько, сколько допускает гладкость коэффициента 
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При исчезновении пористости парциальные плотности 
[image: image365.wmf]s

r

 и 
[image: image366.wmf]l

r

 стремятся к 
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 и 0 соответственно [15, 27]. Здесь 
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 - плотность упругой среды. Поэтому, устремляя пористость 
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 к нулю в (2.17), (2.19) получим известные формулы, приведенные в [28] для коэффициентов разложения волнового поля для упругой среды.

Заключение

Таким образом, получили сингулярное решение для одномерного уравнения поперечных волн для упруго – пористой среды с учетом потери энергии на межкомпонентное трение.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработаны методы численно-аналитического моделирования и исследованы вопросы разрешимости задач распространения сейсмических волн в неоднородных пористых средах с произвольным коэффициентом трения.
Предложен алгоритм на основе спектрально-разностного метода численного решения динамической задачи для пористых сред. Рассматривается линейная двумерная задача в виде динамических уравнений в терминах компонент смещения, описываемых тремя упругими параметрами. Для численного решения задачи использован метод, основанный на совместном использовании интегрального преобразования Лагерра по времени и конечно-разностного приближения по пространственным координатам. Приведено описание численной реализации предложенного метода и представлены численные результаты моделирования полей распространения сейсмических волн для модели тестовой среды. Для аналогичной системы уравнений пороупругости для двухмерного случая получено аналитическое решение начально-краевой задачи с помощью применения интегрального преобразования Фурье-Лапласа. Данное преобразование позволило свести исходную систему к системе обыкновенных дифференциальных уравнений по одной из пространственных переменных. К полученной системе можно применять численные методы высокой точности, например, Метод Рунге-Кутты и другие.

Модифицирован лучевой метод для решения динамической задачи пороупругости.

Предложен алгоритм, основанный на модифицированном лучевом методе решения динамической задачи пороупругости для SH-волн. Рассматривается нелинейная одномерная задача в виде системы уравнений гиперболического типа в терминах компоненты векторов смещении частиц упругого пористого тела и жидкости с заданными порциальными плотностями. Основные уравнения основаны на законах сохранения и согласуются с условиями термодинамики. Предпологается, что упруго- пористая среда покойтся в начальный момент времени и на границе (по пространственным переменным) приложена сила с импульсом.

Установлен порядок точности приближенного решения (волновых полей) в зависимости от гладкости коэффициентов системы уравнении (от коэффициента трения, от парциальных плотностей пористого тела и жидкости и др.)

На основе модифицированного лучевого метода получено сингулярное решение для одномерного случая уравнения распространения сейсмических волн в пористой среде, когда происходит потеря энергии, обусловленная наличием коэффициента трения.  

К исследованию волновых процессов в средах, характеризующихся наличием дисперсии и поглощения, относится, в частности, изучение акустических волн в средах, где распространение волны нарушает состояние термодинамического и механического равновесия. Будучи выведенной из состояния равновесия такая среда стремится  вернуться к нему, но уже при новых, измененных волной значениях параметров. Соотношение между характерным временем релаксации и периодом колебаний определяет специфику распространения волны. Если время релаксации много меньше периода, то колебания происходят также, как и в среде без релаксации, и распространяются с разновесной скоростью c0. При обратном соотношении релаксационные процессы «заморожены» и колебания распространяются со скоростью c∞ > c0. Подобные явления описываются гиперболическими уравнениями с памятью. Для одного класса гиперболических уравнений с памятью изучены вопросы разрешимости прямых задач. Сформулирована постановка обратной задачи, изучены особенности волновых процессов с памятью при постановке обратной задачи.

Результаты исследований подтверждается 12 публикациями за указанный отчетный период, в том числе в научных журналах – 5 статей, из них 3 в базах Scopus and Web of Science, и 7 публикаций на международных научных конференциях. 

По материалам отчетного периода проекта были сделаны научные доклады в следующих международных научных конференциях и форумах:

· Международная конференция Воронежской весенней математической школы XXXII в рамках «Понтрягинских чтений – ХХХ», 3 мая – 9 мая 2019, Россия, г. Воронеж, ВГУ, МГУ им. М.В. Ломоносова;

· 9th International Congress on Industrial and applied mathematics, 15-19 July, 2019. ICIAM-2019, Valencia;

· Conference on transfer between Mathematics & Industry. CTMI-2019, 22-24 July, 2019. Santiago de Compostela, Spain;

· International Research Conference “Inverse Problems in Finance, Economics and Scinces”, August 31 – September 4, 2019, Almaty;

· IV Международная научно-практическая конференция «Информатика и прикладная математика», посвященная 70-летнему юбилею профессоров Биярова Т.Н., Вальдемара Вуйцика и 60-летию профессора Амиргалиева Е.Н. CSAM-2019. 25-29 сентября 2019, Алматы;

· Международной конференции «Актуальные проблемы анализа, дифференциальных уравнений и алгебры» (EMJ-2019), посвященной 10-летию выпуска журнала «Eurasian Mathematical Journal», Евразийский национальный университет им. Л.Н. Гумилева. 16-19 октября 2019, Нур-Султан;

· Узбекско-Российская Научная конференция «Неклассические уравнения математической физики и их приложения», проведенная совместно Национальным университетом Узбекистана имени Мирзо Улугбека, Институтом математики имени В.И.Романовского АН РУз., Институтом математики имени С.Л.Соболева СО РАН и Новосибирским государственным университетом. 24-26 октября 2019, Ташкент.

Отдельные результаты научного проекта обсуждены с профессорами Вальдемаром Вуйциком (Люблинский технический университет, Польша), Hamdani Saidi (Малазийский технический университет, Малайзия) и Mohamed Othman (Малазийский университет Путра, Малайзия).
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ПРИЛОЖЕНИЕ А. КАЛЕНДАРНЫЙ ПЛАН
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1. Pecniy6iMKanHcKoe ToCy1apCTBEHHOE NMpeANpPHSITHE HA NpPaBe XO3AHCTBEHHOro
senenust «MHCTHTYT MHPOPMANHOHHBIX M BbHIYHCIHTEILHBIX TEXHOJIOIHH)
Komutera Hayku Munncrepcrea OOpa3oBaHMsi H HAyKH Pecniy®JiMKH
Ka3zaxcran.

1.1 ITo npuoputety: 3. MTHGOpMALIMOHHEIE, TEICKOMMYHHKAMOHHBIC H KOCMHICCKHC
TEXHOJIOTUH, Hay4YHEIE HCCIIEIOBAaHHU B 00/IaCTH €CTECTBEHHBIX HayK.

1.2 [To moxnpuopuTeTy:3.6 HayuHble HCCieN0BaHMS B 00JIaCTH €CTECTBEHHBIX HAYK.
MaTeMaTHyeckoe ¥ KOMIBIOTEPHOE MOJENMPOBAHME B OONACTH MATEMATHKH, (H3UKH
nactpoHomMu. [IpHKIagHOE UCCIIEI0BAHHE.

1.3 ITo Teme npoexra: NeAP05131026, «MaTeMaTH4eCKOE MOIETUPOBAHIE IMHAMUKH
yIpyro-aehopMIpyEMBIX TIOPUCTHIX CPEJL € YIETOM YACTOTHON 3aBUCHMOCTH koaddunmenTa
TpeHHs (C MaMATBIO)».

1.4 O6mascymma npoekra 45 000,0 Teic. (COPOK mATh MUJUIHOHOB)TEHIE, B TOM

yncrec pa3GUBKOIA 110 TOaM, JULA BHITIONHEHUS paboT COrIacHo MYHKTY3:

- Ha 2018 rox - B cymmel5 000,0 Tic.(nATHAAIATS MHIUTHOHOB) TEHIE;
- 1a 2019 rox - B cymme 15 000,0 ThIC.(MATHAAUATS MILTHOHOB) TEHIE;
- Ha 2020 rox - B cymMe 15 000,0 Thic.(MATHAALATH MUUIMOHOB) TEHTE.

2. XapaKTepHCTHKA HAYYHO-TEXHHYECKOH NPOTYKIHH 10 KBAIHPHKANHOHHBIM
NPU3HAKAM H 3KOHOMHYECKHE MOKA3aTe/IH

2.1 Hanpasnenue paGotsi: PaspaboTka MaTeMaTiyeckoi MOJEIH TMHAMUKH yNpyro-
nepOpMHUPYEMBIX TIOPUCTHIX CPELI.

2.2 O61acTh MPUMEHEHHS: [e0I0ropa3Be/iouHas ¥ HedTerazopas HHKEHEPHAL.

2.3 KoHeuHBbIii pe3ynbrar:

- 3a 2018 rom: Bymyr moaydyeHHl peIICHHMs HadaJbHO-KPaeBBIX 3ajad JUld
rAnepGONMYEcKOro YpaBHeHHs BTOPOro MOpsAJKa B KPHBOJIMHEHHOH monymonoce ¢
NepeMEHHBIMH KOd(OOHUMEHTaMH H C TaMATBIO. ByAyT omyGaHKOBaHbI 2 craThu B
OTEYECTBEHHEBIX XKYpHaIaX.-

- 32 2019 roa: ByIyT Mccie[0BaHbI TPYIOBBIE CBOMCTBA [Vl HEJIMHEHHOH CHCTEMBI
nopoynpyroctd st SH BosH. By ayT omy6iikoBaHb! 3 CTaTbU B OTEYECTBEHHBIX XKYpHAJIaX.

- 322020 rox: Byiet mocTpoeHa TepMOAMHAMMYECKH COIIacOBaHHAA MaTeMaTHYeCKas
MOJIE/Ib BOJIHOBOW JMHAMHMKHA MHOTO(GA3HBIX CpEll ¢ Y4€TOM YacTOTHOH 3aBHCHMOCTH
Kkoa(h¢upenta TpeHus (¢ NamaThio). BynyT omyGIMKOBaHEI 3 CTAThH B OTEYCCTBEHHEIX
)ypHallaX U 2 CTaThH B 3apyOeXHBIX XKypHalaX C HHIEKCHPOBAHUCM B Oase naHHBIX Web
of Science unu Scopus.

2.4 ITaTeHTOCTIOCOOHOCTE: HET

2.5 HayuHo-TexHMYeCcKui ypoBeHb (HOBM3Ha): B mpoexre Oyner mocTpoeHa HOBas
MaTeMaTHdecKasd MoZe/b BOJTHOBOHM JMHAMHMKM MHOTOGA3HBIX CPEJ C y4eTOM YacTOTHOH
3aBUCHMOCTH Koo duuenta TpeHus (C NaMATBIO).

2.6 Ucrnonp30BaHHe HAYYHO-TEXHAYECKOM IIPOXYKIIMH OCYIIECTB/IAETCS: 3aKa3YNKOM.

2.7 Bui HCIONB30BaHHS pe3yibTaTa HayyHoM M (WJIM) Hay4HO-TEXHHYECKOH
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PK, TeopeTHueckue 3HaHHs — B He(TerasoBoii  reos1oropa3BeiouHON HHKEHEPHH.

3. HanmenoBanue paGoT, CPOKH HX peaTH3ALHH H Pe3yJIbTaThl

[Iudpp | HaumenoBanue pabot no | Cpok BHINOIHEHHS OxuaaeMslif pe3ynbTar
safanns, JIOroBopy M OCHOBHBIC | Haua T (xomuan
JTama | 9Tamsl ero BHITOJHEHUS -

1. [TocTpoennue SuBaps | Wions |Byaer nmocrpoena
TEPMOAMHAMHUYECKH 2018 2018 |TepMoAMHAMHYECKH
COIJIacOBAHHOM COrJlacoBaHHas
MaTeMaTU4ecKOi MOAeIH MaTeMaTH4ecKas MOJENb
IBHXKCHHS )KHKOCTH IBIDKEHUS )KUAKOCTH Yepes
4yepes ynpyro-ropucTyIo YIIPYTO-IIOPUCTYIO Cpeny C
cpeny ¢ y4eToM y4Y€TOM YaCTOTHOMH
YacTOTHON 3aBUCUMOCTH 3aBHCHMOCTH K03(dueHTa
k03¢ GuLHeHTa TpeHus (C TpeHHs (C MaMAThIO)
MaMATHIO)

1.1 Hccnenosanue BonpocoB |Mait Asrycr |BynyT uccienoBaHsl BOIpPOCH
KOppekTHOCTH pemennus |2018 2018 |KOpPEKTHOCTH PELIEHHS
HayaJlbHO-KPaeBbIX 3a7a4 Ha4YaJIbHO-KPaeBhIX 3a1a4 I
JUTA TIOCTPOEHHO#H IIOCTPOEHHOH
MaTeMaTHYEeCKOH MOENn MaTeMaTH4YEeCKOH MOJeNn
HOPOYNPYTrOCTH HOPOYIPYTrOCTH

1.2 Pemenune HayaapHO- Centa6ps | 1 HOs0ps | Byzner nony4yeHo pemenue
KpaeBBIX 3a/a4 VI 2018 2018 |HayaIbHO-KpaeBBIX 3a1a4 JUIs
runep060oIn4ecKoro runepbonu4IecKoro
ypaBHEHHsS BTOPOTO ypPaBHEHHS BTOpPOro MOpAAKa
nopsAKa B B KPUBOJIMHEHHOH
KpUBOJIMHEHHON ITOJIYTI0JIOCE C IIEPEMEHHBIMHU
TNOJIYTIONOCE C ko3 puIpeHTaMu 1 C
NepeMEeHHBIMHU namsaTeio. by ayT
K09(bGHUIMEHTAMH U C oIy 6JIMKOBaHBI 2 CTAaTHH B
namaTeio. [Ty6nukanus 2 OTEYECTBEHHBIX XKypHaax.
CTaTeH B OTEYECTBEHHBIX
KypHaJax.

1.3 IToaroToBka rogoBoro Oxkrts6ps | 1 Hos6psa | Otuer 32 2018 r
oryera 3a 2018r. 2018 2018

2. Pazpaborka MeTon0B SluBaps | Mione |Bynyr paspabGoraHsl MeTOABI
YUCJICHHO- 2019 2019 |uucieHHO-aHAIMTHYECKOTO
aHATUTHYECKOI 0 MOZETUPOBaHHUA U
MOJETHPOBaHHUA U HCCII€I0BaHEl BOIIPOCH
HCCIIEZIOBAHUE BOIIPOCOB paspelIMMOCTH 3a/1a4
Pa3peIInMOCTH 3a1a4 pacnpoCcTpaHeHHs
pacrpoCTpaHEHHA celicMUYECKUX BOJIH B
CeHCMHMYECKUX BOJIH B HEOJHOPOJHBIX MMOPUCTHIX
HEOHOPOAHAIX MOPUCTHIX cpeaax ¢ MpOU3BOJIbHEIM
cpelax ¢ IPOU3BOJIBHBIM K09 GULHEHTOM TpEeHUs
KO3 OULIMEHTOM TPEHHS





[image: image372.jpg]2.1 Moaudukanus tyyesoro | Mapt Wions | byner Moxupuuuposas
METO/a IS peLIeHUA 2019 2019 |myueBoii METON JUIS PEIICHUA
IMHAMHYECKOH 3a1a4u OMHaMHYeCKoH 3a1a4n
HOPOYIPYTrOCTH NIOpOYNpPYTOCTH

2.2 Hccenenosanue Bonpocos Mait Aspryct |BynyT uccienoBaHbl BOIIPOCH!
KOPPEKTHOCTH PELICHMS 2019 2019 |KOppPEKTHOCTH PELICHUS
00paTHBIX THHAMHAYECKHUX o0paTHBIX TUHAMHYECKHX
3a/1a4 OPOYNPYTOCTH C 3a7ia4 MopoyNpyrocTH ¢
YYETOM NaMSTH. YyY€TOM IaMSTH.

23 Hccnenosanue Cenrs6ps | 1 HO6ps | ByayT uccie1oBaHbl
IPYNIIOBBIX CBOMCTB JUIs 2019 2019 |rpynmnoBble CBOHCTBA JJis
HEJIMHEHHON CHCTEMBI HEJIMHEHHOHN CHCTEMBI
nopoynpyroctd i1 SH nopoynpyroctd wis SH BonH.
BoJiH.. [Ty6nukanus 3 BynyT omy6nukoBaHbl 3
cTaTeil B 0T€4ECTBEHHBIX CTaThy B OTEYECTBEHHHIX
XKypHaJIax. XKypHajax.

24 [Toaroroska rogoBoro Oxrs6ps | 1 HOA6ps |OTversa 2019 r
oryera 3a 2019r.. 2019 2019

3. Paszpa6orka anroputmoB| SuBaps | Cenrsbps | bynyt pa3paboTaHsl
YHCIIEHHO- 2020 2020 |anropuTMsl YKCIIEHHO-
aHATUTHYECKOTO aHAJTUTUYECKOr0
MOZEIHPOBAHUA MOJETHUPOBAaHUI  IPOLECCOB
IpOLIECCOB pacnpoCTpaHeHHs
pacnpocTpaHeHHs CeHCMHUYECKUX BOJIH B
CeliCMHYECKMX BOJH B HEOAHOPOJHBIX MOPHUCTBIX
HEOJHOPOJHEIX MOPHCTHIX cpemax € IPOH3BOJIBHBIM
cpelax C TNPOH3BOJIIBHEIM KOOGGHUUHEHTOM TpeHHA H
K03 () PHUIHEHTOM TPEHUS H NpPOBEICHBI YUCJICHHBIE
NpOBECHUE YHCIEHHBIX OKCIIEPUMEHTBI  C  LIENBIO
9KCIIEPUMEHTOB C LEIBIO yCTaHOBJICHUA
yCTaHOBJICHUA KOJINYECTBEHHOMH CBSI3U
KOJIMYECTBEHHOH  CBA3H MEeXy JUHAMUYECKUMHU
MeXJQy JAWHAMHYECKUMHM XapaKTepHCTHKaMH,
XapaKTepHCTHKAMH, JUCCUITATUBHBIMU
JUCCUITATHBHBIMH CBOMCTBAMH  CEHCMHMYECKMX
CBOHCTBaMH BOJIH.

CEHCMHYECKHUX BOJIH.

18 | IToctpoenue Maprt Wionp |byner moctpoeHo
(byHIaMEHTAIBHOTO 2020 2020 |dyHIaMEHTAIBHOE PELIEHHE
pelleHus A1 CUCTEMBI JUISL CHCTEMB] ypaBHEHHIH
ypaBHEHHH JUHAMUYECKON
JUHAMHYECKOH NOpOyNpYrocTH
TIOPOYIIPYTOCTH

32 PazpaboTka anropur™a Mait Asryct |Bynyt paspaborans!
YHCJIEHHO- 2020 2020 |aaropHTMBI YHCIICHHO-

AQHAJTUTUYECKOrO pELIECHHs
JMHAMHYECKUX
ypaBHEHHH
MOPOYNpPYTroCTH Ha
OCHOBE CIIEKTPAJIBHOIO

AHAIMTUYECKOIO PEIICHHA
JUHAMHYECKHX YPaBHEHHH
NOpOYIPYroCTH Ha OCHOBE
CNEKTPAJILHOIO0 METO/A

M =




[image: image373.jpg]MeToa

3.3 IIposenenue cepuu | CentsOps | 1 HosGps | Bymytr mnposeaensr cepuu
BBIYHMCITMTENIbHBIX 2020 2020 BEIYUCITUTENIBHBIX
9KCIIEPUMEHTOB 1o 9KCIIEPUMEHTOB 1o
PacIpoCTpaHEHHIO PaCNpOCTPaHEHHIO YIPYTHX
YIPYTHX BOJNH B IOPUCTEIX BOJIH B IOPHCTHIX Cpeaax M
cpenax U a”amm3 aHau3 JUHAMHUYECKHX
JUHAMHYECKUX XapaKTepUCTUK
XapaKTEepUCTHK CEHCMHMYECKHX  BOMH W
CEHCMHYECKUX BOJIH H HCCIIeNOBaHHE
HCCIIEIOBAaHKE KOJINYECTBEHHOM CBS3H
KOJIMYECTBEHHOM CBA3H MEXIy JUHaAMUKOM
MEXIy JTHHaAMHUKOM CEHCMHUYECKUX  BOJAH U
CEHCMHMYECKHX BOJH U napaMeTpaMu IIOPHCTOMH
NapaMeTpaMu  HOPUCTOH CpenEl. Bynyt
cpemsl. IlyGmuxaums 3 Ony0IMKOBaHEL 3 CTaTbH B
CTaTei B OTEYECTBEHHHIX OTEYECTBEHHBIX JKYpHalax ¢
XypHajmax U 2 craTedl B HEHYJIEBEIM UMIIaKT-
3apy0exHBIX JKypHagax c dakTopoM M 2 craThm B
HHIEKCUPDOBaHUEM B Gaze 3apyOexHBIX JKypHanax ¢
naHHBIX Web of Science HHACKCHPOBaHHEM B 0aze
uiu Scopus. naHHelx Web of Science

HIM Scopus ¢ HeHyJeBBIM
UMITaKT-(aKTOPOM.

3.4 [Toaroroska ronosoro | Oxtabps | | HOs6ps | OTyer 3a 2020 r
oryera 3a 2020r. 2020 2020

Ot 3akasuuka: Ot Ucnonuurens:

lpeacenarens TV Komurer Hayku I'enepanenbllt  gupexkrop PITI Ha IIXB

MunucrepeTBa o6pasoBanus u Hayku PK Hucruryr HHGOPMaIIHOHHBIX U

BBIMHCIIMTENBHBIX TexHONMorud KH MOH PK

/ A6apacunos B.C.

% »
oy d





ПРИЛОЖЕНИЕ Б. СПИСОК ПУБЛИКАЦИЙ
1. Imomnazarov Kh.Kh, Berdyshev A.S., Bliyeva D.N. Numerical diagnostics of destruction of the blow-up solution of the initial boundary value problem arising in the incompressible two-velocity medium equation / Материалы II международной научно-практической конференции: «Современная мировая экономика: проблемы и перспективы в эпоху развития цифровых технологий и биотехнологии». –Москва, 2019. – С. 109-115.

2. Бердышев А.С., Блиева Д.Н. Об одном методе исследования математической модели динамической системы уравнений пороупругости // Вестник КазНИТУ им. Сатпаева; –2019; – №3; –C. 527-233.

3. Imomnazarov Kh.Kh., Mikhailov A.A. Rakhmonov. T.T. Simulation of the seismic wave propagation in porous media described by three elastic parameters // Сибирские электронные математические известия; –2019; –№. 16; –С. 591-599.

4. Имомназаров Х.Х., Герасимов В.В. Лучевое решение динамической задачи пороупругости для SH-волн / Материалы XIII Международной научно-технической конференции молодых специалистов, аспирантов и студентов, «Математическое и компьютерное моделирование естественно-научных и социальных проблем»; – Пенза, 2019; –C. 14-19.

5. Бердышев А.С., Хасанов А.Х., Рыскан А.Р. Краевая задача для одного класса четырехмерного вырождающегося эллиптического уравнения. Современные методы теории краевых задач / Материалы международной конференции Воронежской весенней математической школы XXXII в рамках «Понтрягинских чтений – ХХХ». – Воронеж, 2019. – C. 287-289. 

6. Hasanov A., Berdyshev A.S., Ergashev T. Double-Layer Potentials for a Generalized Bi-Axially Symmetric Helmholtz Equation II // Complex Variables and Elliptic Equations (GCOV).DOI: https://doi.org/10.1080/17476933.2019.1583219 (Scopus and Web of Science)

7. Hasanov A., BerdyshevA.S., Ryskan A. Fundamental solutions for a class of four-dimensional degenerate elliptic equation // Complex Variables and Elliptic Equations (GCOV).DOI: https://doi.org/10.1080/17476933.2019.1606803.(Scopus and Web of Science, Scopus: IF – 0,806, CiteScore – 0,91)
8. Имомназаров Х.Х., Бердышев А.С., Абдираманов Ж.А. Классическое решение первой смешанной задачи для уравнения пористых сред с памятью в криволинейной полуполосе // Известия МКТУ имени Х.А.Ясави. Серия Математика, физика, информатика. –2019. –№1(8). – С. 7-19 

9. Berdyshev A.S., Bliyeva D.N.  Construction of fundamental solution system for dynamic poroelasticity problem using Laplace-Fourier transform / Материалы IV Международной научно-практической конференции «Информатика и прикладная математика», посвященной 70-летнему юбилею профессоров Биярова Т.Н., Вальдемара Вуйцика и 60-летию профессора Амиргалиева Е.Н. –Алматы, 2019. -С. 23-31.
10. Бердышев А.С., Хасанов А.Х., Рыскан А.Р. Решение задачи Неймана-Дирихле для 
вырождающегося эллиптического уравнения / Материалы IV Международной научно-практической конференции «Информатика и прикладная математика», посвященной 70-летнему юбилею профессоров Биярова Т.Н., Вальдемара Вуйцика и 60-летию профессора Амиргалиева Е.Н. – Алматы, 2019. –С. 197-204.

11. Бердышев А.С., Блиева Д.Н. Construction of fundamental system for numeric and analytical solution of dynamic poroelasticity problem / Материалы Международной научной конференции «Inverse problems in finance, economics and life sciences». –Алматы, 2019. -С. 5-12. 

12. Бердышев А.С., Рыскан А.Р. Разрешимость краевой задачи со смешанными условиями для вырождающегося эллиптического уравнения второго порядка / Материалы Международной научной конференции «Inverse problems in finance, economics and life sciences». –Алматы, 2019 -С. 19. 

ПРИЛОЖЕНИЕ В. ОТТИСКИ ПУБЛИКАЦИЙ
[image: image374.jpg]Boiciuas mkosaa MBA Integral

(KoprniopaTuBHbIii yHUBepCUTET)
PYCCKO-UTAJILAHCKUI
MEKJIYHAPOJHBII1 YHUBEPCUTET

CoBpemMeHHas1 MUPOBAasi IKOHOMMKA:
npoo0JieMbl U NMEPCNEeKTUBBI B 3M0XY Pa3BUTHS HHU(PPOBLIX
TEXHOJOTuil U OMOTEXHOJIOIMH

Coopnuk nayunvix cmameil
no UMo2am padomel 6MOPO20 MeNCOYHAPOOHO20 KPY21020 CHONA
(15-16 masn 2019 2.)
Yacme 2

Mocksa 2019




[image: image375.jpg]NUMERICAL DIAGNOSTICS OF DESTRUCTION OF THE BLOW-UP SOLUTION
OF THE INITTAL BOUNDARY VALUE PROBLEM ARISING IN THE
INCOMPRESSIBLE TWO-VELOCITY MEDIUM EQUATION

Imomnazarov Kh.Kh., Berdyshev A.S, Bliyeva D.N,,

109

WMHHOBAIIUM B POSHUYHOM TOPI'OBJIE
bycnaesa 1.10., Oukacosa E.O., Ctpoesa T.C.

116

POJIb COLTMAJIbHBIX TEXHOJIOI' MU B ITIPOIIECCE ®OPMHUPOBAHU
NMHHOBAIIMOHHOI O ITOTEHLIUMAJIA YEJIOBEUYECKOI'O KAITUTAJIA
Tporuna A.C., ecatuxk M YO, Jlebenesa JL.I.

118

PA3BUTHE IT-TEXHOJIOI M KAK HEOBXOIUMOE Y CJIOBUE OBECIIEUEHH
®UHAHCOBOU BE3OIMACHOCTHU
Kyszybosa O.N.

121

BBICOKOTEXHOJIOTUYHBIE CTAPTAIIBI B MEJUILIMHCKOW C®EPE: OITHIT
PETMOHAJIBHBLIX TEXHOITAPKOB
Jlesuyx M.B.

123

NHO®OPMAILIMOHHBIE TEXHOJIOI' M, BA3A JAHHBIX
Menaranmuesa A.A-C., Ounp-I'opsieBa K.C., Hopmxues [1.JI., Ko6naes J1.0.

126

NCKYCCTBEHHbIM UHTEJUIEKT B BAHKOBCKOM JIEJIE
Mumwuna A A, Hemmuna K.C. | IllecrakoB A b.

131

BJIMAHUE KPAY I®AHUHI' A HA ®OHJIOBBIE BUPXXI
Mummuna A A, IllectakoB A.b.

134

MHHOBAIIMOHHBIE TEXHOJIOT M B PASBUTHUU OBIIIECTBA
Jlxanrapos A.M., Axmerosa X. A.

136

ITPABOBBIE OCHOBBI ITPOEKTUPOBAHUWA CUCTEMBI 3AIIIUTHI UIC
MNPEAITPUATHUA
Buren6ypr E.A., CanoBuuk E.A.

138

NFC KAK CIIOCOB BECKOHTAKTHOM OITJIATBI
Hcaxuu I B.

141

NHHOBAITMOHHAA AKTUBHOCTD PETUOHA, KAK ®AKTOP PA3ZBUTUA
TEXHOJIOITMMYECKOI'O ITPEAITPUHUMATEJIbCTBA HA ITPUMEPE PECITYBJIMK
CAXA (AKYTHA)

Pymsanuesa M.B.

143

PA3BUTUE POCCUMCKOI'O BUOTEXHOJIOI MUECKOI'O CEKTOPA B YCJIOBUAX
[IUPPOBOM SKOHOMKHU
Hronuna E.M.

146

BJIMSAHUE PA3BUTUA TEXHOJIOT MU YMHBIM TOM HA SKOHOMUKY
Bononuna E .U, Kpacaosa E.A., ®enorosa O.H.

148

IMPUMEHEHUE UCKYCCTBEHHOI'O MHTEJIJIEKTA B SGKOHOMHYECKOU COEPE
Jlxanrapos AWM., Axmerosa X. A.

151

IMPOLIECC ®OPMHMPOBAHNA ABTOMATHU3MPOBAHHOI'O 3AKA3A
INIOCTABIIHUKY CETBIO ITPOAOBOJILCTBEHHBIX CYIIEPMAPKETOB
baoxuna A.C.

153




[image: image376.jpg]NUMERICAL DIAGNOSTICS OF DESTRUCTION OF THE BLOW-UP
SOLUTION OF THE INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM ARISING IN THE
INCOMPRESSIBLE TWO-VELOCITY MEDIUM EQUATION
Imomnazarov Kh.Kh.', Berdyshev A.S?, Bliyeva D.N.?

Unstitute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics of SB RAS,
Novosibirsk
Institute of Information and Computational Technologies, Almaty

An initial boundary value problem for systems of viscous two-fluid media with equilibrium of
pressure phases is considered, i.e. the solution or some integral characteristic turns to infinity
in a finite time. Using the test function method proposed by S.1. Pokhozhaev and E. Mitidieri,

the effect of boundary and initial conditions on the appearance, time and rate of destruction

of solutions of this problem is investigated.

Key words: Two-velocity hydrodynamics, initial boundary value problem, destruction.

Introduction

The hydrodynamics equations and their various generalizations are among tools for
distributing nonlinear waves in the microscopic physics

Collapse, as a process of forming a singularity in a finite time from the initial smooth
distribution, plays a fundamentally important role in physics, representing one of the most
effective mechanisms of energy dissipation. For the hydrodynamics of an incompressible
fluid, collapse must also play a highly important role. It is well known that the appearance of
a specific feature in gas dynamics, that is, in compressible hydrodynamics, is associated with
the phenomenon of overturning, which is the main cause of the formation of shock waves.
From the point of view of the classical theory of catastrophes [1] this process is nothing but
the formation of folds. It is completely characterized by a mapping which describes the
transition from the Eulerian description to the Lagrangian description. The inversion of the
Jacobian J of this mapping to zero means the appearance of singularity for the derivatives of
the velocity and density of gas. In the incompressible case, there is no overturning, since the
Jacobian of the corresponding mapping is fixed, it is equal to unit in a simple calibration. For
this reason, it may seem, there is no basis for the existence of such phenomena. However,
despite of this fact, there is a rollover, as indicated in the published works [2—4].

One of the most important issues in the theory of nonlinear differential equations is the
question of uniqueness, existence and destruction of solutions. If there is a local solvability,
a smooth solution to the evolution equations may not exist on the whole time axis, and may
collapse in a finite time. Theoretical studies of the destruction phenomenon of the Cauchy
problems for hydrodynamics models have begun since the last century [5], [6]. However,
from the practical point of view, the formulation of a problem in an unbounded domain is
complicated, and in the numerical simulation we have to consider the initial boundary value
problem by adding the boundary conditions [7]. The question of the local solvability for
systems of equations of a two-fluid medium with the equilibrium pressure phases was raised
in paper [8] and the ability of the method offered by S.1. Pokhozhaev and E. Mitidieri to obtain
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ON A STUDY METHOD OF MATHEMATICAL MODEL OF DYNAMIC SYSTEM OF
POROELASTICITY EQUATIONS

Abstract. In this paper, we consider a method for studying a mathematical model by reducing a two-dimensional
dynamic problem for porous media saturated with liquid to a system of ordinary differential equations by applying the
integral Fourier-Laplace transform. The linearized model of Dorovsky V.N., where the medium is described by three
elastic parameters, is taken as a basis.

Key words: porous media, poroelasticity equations, integral Fourier-Laplace transform, acoustic waves.

A.C. Bepapiues, /I.LH. binesa
(MucTuTyT HEpOpMaIMOHHBIX B BeraucauTenbHbIX TexHonoruin KH MOH PK,
Anmarsl, Kazaxcran e-mail: dana.bliyeva@gmail .com)

Ob OJHOM METOJAE HCCJIETOBAHUSI MATEMATHHECKOPI MOJEJIN
JUHAMMWNYECKOU CUCTEMbI YPABHEHUMU ITOPOYIIPYT'OCTU

Annotamus. B paGote paccmarpuBacTCsl METOX MCCIEIOBAHIA MAaTeMATHYECKON MOJCIH IyTEM NPUBEICHIA
JBYMCPHON TUHAMHYCCKON 3a0a4d IS HMOPHCTBIX CPEI, HACBINICHHBIX JKUIKOCTBIO, K CHCTEMC OOBIKHOBCHHBIX
mu(depeHIHANPHBIX YPAaBHEHUH C NOMOMIIBIO NPHMEHEHHUS HHTETPATbHOrO mpeoOpazosanmst Pypsee-Jlammaca. 3a
OCHOBY B3iATa JIHHEAapH30BaHHAsd Moaenb Jlopockoro B.H., B kOTOpo# cpesa OMUCBHIBAETCA TpPeMs YHOPYTHMU
nmapaMeTpaMH.

KioueBbie cjI0Ba: MOpHCTas CPeAa, YPaBHEHHS MOPOYNPYTOCTH, HWHTETpaibHOE mpeobOpasoBanme Dypse-
Jlanmaca, akyCTHYECKUE BOJIHBL

Beenenne

B pa6ore [1, ¢.80-81] npuBeacHsI OMUCAHKUE U MOCTAHOBKA 33Ja4U JBHKCHHS CCHCMUYECKUX BOJIH BO
(bIFOMIOHACHIIIICHHON TMOPUCTON Cpeae, KOTopas SIBISICTCS PCANUCTHYHON MOJCIBIO IPEACTABICHUS
MOPUCTOM CpPEAbl, COCTOSIICH M3 3aOJHCHHON BS3KOH MKHAKOCTBIO yrpyroachopmupyemoii marpumsl. C
MMOMOIIBIO 3TOH MOACIH MOXHO OOBsICHUTH 3¢ ¢eKTsl, HAOMOJACMBIC B MPOLECCE CEHCMUYCCKUX
HCCIICIOBAHUN CBOMCTB TOPHBIX MOPOX NPU HATHYMU MOPOBOH kuakoctu. HeoOxoammocTs pemieHus
MPaKTUYECKUX 3aJa4 B Pa3NUYHBIX OO0NACTSIX TeOPU3NKH, OHOMEXaHMKM U HE(TSIHOW pa3paboTKu B
MTOCNEAHNUE AECATUICTHS TO3BOJIET Pa3BUBATh YHMCICHHOE MOJEIMPOBAHHE IPOLECCAa PACIPOCTPAHEHUS
ceficMUYeCcKUX BOJNH BO (DIFOMIOHACHIIICHHBIX MOPHUCTHIX cpegax. YWCICHHOE MOJCTHPOBAHHE TAaKHX
MPOLIECCOB O0BIYHO OCHOBaHO Ha Mmoaenu Dpenkens-buo [2, 3]. B Teopun bruo OCHOBHBIM CBOWCTBOM
YIPYTO-TIOPUCTON HACHIIEHHON CpEbl SBJSETCS HAJIUYMUE AOMNOJHUTEIBHOW BTOPOW MHPOJOIbHOI BOJIHBI
JUTSL J)KUAKOCTH, HapsAy C ABYMSI THIIAMH 3BYKOBBIX KOJCOAHHU: MOMEPEYHOTO M MPOJOJIBHOTO B TBEPAOM
kapkace. CormacHO HeTMHEHHON MaTeMaTUYECKOW MOAETH A MOPUCTHIX cpel, nocTpoeHHou B 1981 roay
B.H. JlopoBckum [5] Ha ocHOBEe OOLIMX MEPBBIX (HU3MYCCKUX MPUHIMIOB, B HEH Takke €CTh TPH THIIA
3BYKOBBIX KONEOaHWiA: ABa THNA MPOJObHEIX U nonepeunslid. Ho B otamdme ot mozaenei tuna dpeHkerns-
buo nuHeapu3oBaHHAS MOJCIb XapAKTEPHU3YET CPEAY C MOMOIIBIO TPEX YIPYTUX mapaMeTpos |5, 6]. Dtu tpu
VOPYTUX MapaMeTpa B3aHMOOJIHO3ZHAYHO OMPEACIISIIOTCS C MOMOIIBIO TPEX CKOPOCTEH YHPYruxX KoicOaHWid,
YTO HMMEET BAXXHOE 3HAYCHHE M YHCICHHOTO MOJESIMPOBAHMS PACIPOCTPAHEHHS YNPYTUX BOJIH B
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ABSTRACT. An algorithm based on the spectral-difference method for
numerical solution of the dynamic problem for porous media is proposed.
We consider a linear two-dimensional problem in the form of dynamic
equations in terms of displacement components described by three elastic
parameters. The governing equations are based on conservation laws and
consistent with the thermodynamics conditions. The medium is assumed
to be isotropic and two-dimensional-inhomogeneous with respect to the
spatial coordinates. To numerically solve the problem, we propose a
method based on the joint use of the Laguerre integral transformation
with respect to time and the finite difference approximation with respect
to spatial coordinates. A description of the numerical implementation
of the proposed method is given and its features are analyzed in the
calculations. The efficiency of applying the Laguerre transformation and
its difference from the Fourier transform for solving the direct dynamic
seismic problems is discussed. Numerical results of the simulation of the
seismic wave propagation fields for the test medium model are presented.
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Ilpy xoHeuHOW CKOPOCTH pacHpOCTPaHEHHs SHEPTUH B KAXKIBIH MO-
MEHT BPEMEHM BO3MYILI[EHHE 3aXBaTblBaeT 00JIacTh KOHEYHOro pasmepa. [o-
OTOMY B JIFO0O0H MOMEHT BPEMEHH CYLIECTBYET MOBEPXHOCTb, pa3ieiisioiias
BO3MYIIIEHHYIO M HERO3MYIICHHYIO 00/1aCTU. DTy MOBEPXHOCTH HA3BIBAIOT
(bporTOM BO3MYIIEHNS HIH GPOHTOM BOIHEL CIIEIOBATENHEHO, PACIPOCTpPa-
HEHHE BO3MY ILIEHUsI MOKHO OIMCATh, KAK pa3pacTaHUe [I0BEPXHOCTH PPOHTA.
Ecim B MOMEHT 7=/ TOBepXHOCTh (POHTA 3a/1aCTCSI OBEPXHOCTBIO S|, a

4Eepe3 OYEHb MaJIBIi MHTEpPBaJl BpeMeHU Al B MOMEHT f, =t + At — OBepX-
HOCTBIO S, TO 5TO 03HAYAET, YTO BO3MYINEHHE C IOBEPXHOCTH S| Pacnpo-
CTPaHHU/IOCh Ha MOBEPXHOCTH S5, T. €. MPOIIIO B Cpee HEKOTOPEIN 1y Th. Ec-
TTA B IPOU3BOJIBHOM TOUKE A (x|, )),Z;) MOBEPXHOCTU S| MOCTPOHTH HOPMAIh
K 9TOH MOBEPXHOCTH 71(A), TO OHA IEPECEUET NOBEPXHOCTH S, B HEKOTOPOIL
TO4YKe Ay(Xy,Y7,27). OTpesok AjA, =An — 3T0 1MyTh, MPONIEHHEINA BOTHOI
3a BpeMs Af. Hampaprenue pacnpocTpaHeHHs: BOIHEI B TOUKe A (X, 1.2;)
YKasbIBaeTCsi BeKTOPOM 7(A) . EcTecTBeHHO MPUHSITH, 9TO CKOPOCThH PaCIIpo-
CIpaHeHus BO3MYylUeHus (BOJHBI) V(A)=An/Ar. B obmem ciayuae oHa Mo-

' PaBora BBIIOMHEHA npu QuHaHcoBoi noagepxkke HAP Ne 0315-2019-0005
u rpanta MOH PK NoAP(05131026.
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ABSTRACT ARTICLE HISTORY

In earlier papers, the double-layer potential has been successfully Received 29 December 2017
applied in solving boundary value problems for elliptic equations. ~ Accepted 9 February 2019
All the fundamental so.Iutlons of the generalized bl-aX|§II¥ sym- COMMUNICATED BY
metric Helmholtz equation were known [Complex Var Elliptic Equ. Y. Steve Xu

2007;52(8):673-683], while the potential theory was constructed
only for the first one [Sohag J Math. 2015;2(1):1-10]. Here, in this =~ KEYWORDS ,
| is to construct theory of double-layer potentials cor-  Singular partial differential
paper, our goal is y yer p il )
responding to the next fundamental solution. We used some proper- ﬁquat'ons' Appells
: 7 : - . ypergeometric functions
ties of one of Appell’s hypergeometnc functlor)s vylth respect to two with respect to two variables;
variables to prove the limiting theorems, while integral equations  generalized bi-axially
concerning the denseness of double-layer potentials are derived. symmetric Helmholtz
equation; degenerated
elliptic equations;
generalized
axially-symmetric potentials;
double-layer potentials

AMS SUBJECT
CLASSIFICATION
Primary: 35A08

1. Introduction

Potential theory has been successfully implemented in analysis as well as in computation
of boundary value problems for elliptic partial differential equations. Practical applications
can be seen in numerous areas such as electrodynamics, fracture mechanics, fluid mechan-
ics, electromagnetic, and acoustics. Thanks to latest potential theory results, boundary
value problems can be represented in the form of integral equation. And quite powerful
numerical approximation schemes can be derived from the integral equation formulation
for problems with known Green’s functions.

The double-layer potential is appeared to be critical in solving boundary value prob-
lems of elliptic equations. The representation of the of the (first) boundary value problem
solution is sought as a double-layer potential with unknown density and the function is
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in a domain Ri ={xy,zt):x>0y>02z>0,t>0}. Here

e KEYWORDS
m,n,k,/ > 0 are constants. The goal of the present paper is finding the Firdarnertal selutiche
fundamental solutions for the generalized four-dimensional Geller- wulfdiandonal

stedt equation in an explicit form. Solutions are expressed by F/(f) hypergeometric functions;
Lauricella hypergeometric functions of four variables. By means of ~ elliptic differential equation
expansion of the hypergeometric Lauricella function by products of With'SinglIJ'af coefficients;
Gauss hypergeometric functions, it is proved that the found solutions fLa””c,e"a J ??’perge‘?“ﬁ"'c
havea singularity of the order 1/r2 atr — 0.These fundamental solu- unctions offour variables
tions are important for solving a number of boundary value problems AMS SUBJECT

for the aforementioned degenerate elliptic equation. In addition, CLASSIFICATIONS

some properties of these solutions are shown. 35J25; 35E05

1. Introduction

Increased interest in special functions in recent years, and particularly in multidimensional
hypergeometric functions, is explained on the one hand by the needs of applied disciplines,
for example, in constructing mathematical models for many real processes [1], and on the
other hand, by the need for mathematical science itself. Hypergeometric functions often
arise while integrating differential equations. However, there are other important cases that
lead to these functions. Many algebraic and integral transformations in various physical
and chemical models generate multidimensional hypergeometric functions. These func-
tions arise in a number of physical applications, for example, the Appells functions in
quantum mechanics of atomic systems [2], the Lauricella’s functions in the model of hyper-
spherical harmonics [3], etc. The vast field of hypergeometric functions application is also
represented by problems of quantum chemistry, in particular, the problem of multicen-
ter matrix elements, the calculation of which is the main difficulty in applying variational
methods to molecular systems.
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KJIACCHYECKOE PEIIEHHUE IIEPBOI CMEIIAHHOM 3AJAYN UIA YPABHEHMS
MHOPUCTBIX CPEJl C TAMATHIO B KPUBOJIMHENHOU ITOJYIIOJIOCE

Ha ocHoBe Meroma XapakTepUCTUK IOJy4e€Hbl IOCTATOYHbIE YCJIOBUs CYyIIEeCTBOBAHUS
€IMHCTBEHHOT'O PELICHHUs B KJIACCe NBAXKIbI HEMPEPBIBHBIX (PYHKUMU At 00yacTeil onpeneneHus
IUIsl TIEpBOIl CMeLIaHHOW 3ajauyM JUIsl YpaBHEHMsI MOPHUCTBIX Cpel B JUCCUIIATUBHOM Ciydae IJis
KPUBOJIMHENHOM Moynosockl. Perenne 3anaun CBOOUTCS K PELIEHNIO SKBUBAJIEHTHOIO YPaBHEHUs
Bonprepa BTOpOro poaa.

Cucrema ypaBHEHHIA [JIs1 IOPHUCTBIX CPel MPEACTaBJsIeT cOOO0M runmepOOIHMYECKYI0 CUCTEMY
muddepeHIraTbHbBIX YPaBHEHUI BTOPOrO MOPSIAKA U OMUCHIBAET PACIPOCTPAHEHUE aKyCTHYECKUX
BOJIH B HACBIIIEHHBIX JKUAKOCTBbIO mopuctoii cpene. Hacrosimee BpeMs HMEIOTCS MHOIO
nyONMKanui, KOTOPBIE PacCMATPUBAKOT PA3JIMYHbIE TPEACTABICHUS YPAaBHEHUH, OMMCHIBAIOIINE
B3aMMOCBSI3aHHOE PACIpPOCTPAHEHUE aKyCTHYECKWX BOJH B TOPHUCTON ympyro-aedopmupyemoii
cpene, nisi koropoit L. .®penkens [1] u M. buo [2, 4] BBenu nByx(a3HyHO MOHEIb CPEIbL
bonpioe BHUMaHue yaessieTcs Takke MOAENSM IOUCCUMNATUBHBIX SIBJIEHUN B MOPUCTOI cpene U
criocobaMm ee y4eTa B ypaBHEHHSIX COCTOSTHUSI,

Teopust @penkens-buo (Biot A. [2-5]) -- nuneliHas Teopus 3¢ deKTUBHBIX NBYX()a3HBIX Cpex
(MaTemaTuyeckass MOIEJIb CpPeObl COCTOUT M3 JKECTKOW MOPHUCTON MAaTPUIBI U HACHIIIAIOIIEH
JKUJIKOCTH, 3aITOJIHSIOIIErO MOPhI), YPABHEHUSI KOTOPOH BBIBOASITCS MPH HEKOTOPBIX IOIMYIIEHHUSIX
Ha OCHOBE IOCTYJIMPOBAHUS ONpeAeNeHnid PyHKUNN TUIOTHOCTH SHEPTUH YIpyroi nedopmManuu u
kuHeTnueckord sHepruu. C HCMONB30BAaHMEM METONOB OCPENHEHHUs Pa3HbIMH aBTOpamMH ObLIH
MOJIy4EeHbI MaKpOCKONUYECKHe CHUCTeMbl YypaBHEeHMs mopoynpyroctu (cm., Hanpumep, CaHuec-
[Manencus [6], Burridge u Keller [7], B. H Hukonaesckwuii [8], Berryman J.G., Thigpen L. [9],
Whitaker [10], Pride u ap. [11], JI. A Monotkos [12]), KOTOpbIE B LIEJIOM COTJIACYIOTCS C TEOpHEi
Dpenkensa-buo B ciydae cnaboBsA3KOH HACHIINAOIMIEH JKUAKOCTH.

JluHeapu3oBaHHAsE TEOpHs KOHTHHYaJIbHOW TeOpuu (UIbTPALMM SIBJIAETCS 3aMKHYTOU
cucremoii aupepeHnnanbHbIX YpaBHEHUI BTOPOrO MOPSAKA OTHOCHUTENIBHO BEKTOPOB CKOPOCTHU
CMELIEHU! yIpyroro MOPUCTOro Tena u ckopoctu >kumkoctu [13, 14]. Takke kak Teopus
Odpenkensa-buo ONuCHIBAET pacHpOCTPAHEHUs CEMCMMYECKUX BOJH B IOPUCTOM  Cpene.
DyHIaMeHTaIbHOE CBOICTBO YNPYro-MOPUCTON HACBHIIMIEHHOI Cpelbl, COCTOUT B TOM, YTO B TaKUX
cpemax MOTyT pPaclpOCTPAHSATBCS IBE MPOAOJbHBIE BOJIHBL, ObICTpas M MEIJICHHAs, a TakKKe
roriepeyHasl BojHa. B oTinyue ot Hero B M30TPOMHOM CJIydae ONUCHIBAETCS TPEMsT HE3aBUCHUMbIMU
yOPYyTMMHU NapameTpamu.

B nmanHOi1 paboTe B ciy4yae KpUBONMHENHHON 00JaCTH A MEePBO CMEILIAHHOW 3amadyul aJis
YpPaBHEHHs TOPUCTOM Cpenbl C MaMAThIO, MCIOJB3Yys METOA MpemsioxkeHHON B [15], mocTtpoeHo
KJIACCUUYECKOE peLIeHNE, BbIINCAHbI YCIOBUS COTJIAaCOBAaHMUs, IIPU KOTOPBIX peLIEHNE CYIIEeCTBYET.
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Abstract. In this paper, a two-dimensional dynamic problem for porous media
saturated with liquid is reduced to system of ordinary differential equations using the
Fourier-Laplace transform. A linearized model of Dorovsky V.N., where the medium is
described by three elastic parameters, is taken as a basis. The fundamental system of
solutions is constructed using Fuler method.

Keywords: porous medium, equations of poroelasticity, Fourier-Laplace integral
transform, acoustic waves.

1.  Introduction

The main goal of this work is to construct fundamental system of solutions for a two-
dimensional problem of poroelasticity equations describing the wave propagation in a
porous medium for the components of velocities in porous medium, stress, and pore
pressure. Such a model is a realistic representation of a porous medium consisting of an
elastically deformable matrix filled with a viscous liquid. This model explains the effects
observed in the process of seismic studies of the properties of rocks in the presence of a
pore liquid. Numerical modeling of the seismic wave propagation process in liquid-
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Abstract. In this paper, a two-dimensional dynamic problem for porous media saturated with liquid is
reduced to system of ordinary differential equations using the Fourier-Laplace transform. A linearized
model of Dorovsky V.N., where the medium is described by three elastic parameters, is taken as a basis.
The fundamental system of solutions is constructed using Euler method.

Keywords: porous medium, equations of poroelasticity, Fourier-Laplace integral transform, acoustic
waves.

1. Introduction

The main goal of this work is to construct fundamental system of solutions for a two-dimensional
problem of poroelasticity equations describing the wave propagation in a porous medium for the
components of velocities in porous medium, stress, and pore pressure. Such a model is a realistic
representation of a porous medium consisting of an elastically deformable matrix filled with a viscous
liquid. This model explains the effects observed in the process of seismic studies of the properties of
rocks in the presence of a pore liquid. Numerical modeling of the seismic wave propagation process in
liquid-saturated porous media has been developed in recent decades [3].[4].[8]-[12], due to the need to
solve practical problems in various fields of geophysics, biomechanics and oil development. The Frenkel-
Bio model is often used [1, 2] for the numerical simulation of such processes, where two longitudinal
waves for a liquid and a solid frame are present along with one transverse wave in an elastic-porous
saturated medium according to Biot's theory. Further, in 1981 V.N. Dorovsky [5]-[7] built the nonlinear
mathematical model for porous media based on general first physical principles, which also describes
three types of acoustic vibrations: two types of longitudinal and a transverse one. But unlike models of
the Frenkel-Bio-linearized model, the Dorovsky model characterizes the medium using three elastic
parameters [5]-[7]. These three elastic parameters are mutually uniquely determined using known values
of porosity, velocities of acoustic waves, physical densities of the matrix and of the saturating liquid.

The work continues study started in previous papers [13], where Laplace transform was used to
reduce the initial PDE system to elliptic system equations. The integral Fourier-Laplace transform for
partial derivatives with respect to time and one of the spatial variables is used to solve time-dependent
problems, such as seismic and electromagnetic modeling, thermodynamic problems, etc.

We apply such Fourier-Laplace transform for the two-dimensional dynamic problem and Euler
method to construct fundamental system of solutions in the explicit form.

2. Statement of two-dimensional problem
The mathematical model for a two-dimensional dynamic problem can be formulated in the half-

plane x, >0 filled with porous media and saturated liquids having parameters characterizing each of

them. It includes eight equations with eight unknown functions u,,u,,v,,v,, 0,

1170_

12> Oay, P . Based on
physical principals, including Momentum conservation laws for elastic medium and the liquid, the
Hooke’s law for solid matrix (elastic medium) and liquid, the propagation of seismic waves in these
environments in the absence of energy loss is described by the initial-boundary values problems in terms
of the velocities of the saturating liquid and the matrix, the liquid pressure, and the stress tensor [3, 7] as

follows:
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OrpomMHOE KOMHYECTBO (U3MYCCKMX W TEXHUYECKUX 3aJad NpHBOIAT K AuddepeHuraaIbHpM
VPaBHCHMSIM B YacCTHBIX MPOM3BOIHBIX. CTalMOHApHBIC MPOLECCHl PA3IMYHON (DPU3UUCCKOH HPHPOIBI
OMKCHIBAIOTCS YPABHEHHMSAMU 3/UTMNTHYCCKOro THna. Kpaesble 3amaum sl TakuX ypaBHEHWH 00IamaroT
HEKOW OCOOCHHOCTBIO, HHOTAA HA TpaHHIle 00IacTu, TAe¢ MPOUCXOANT BBIPOXKICHHE, IPAHHYHOE YCIOBUE
CTaBUTCS ¢ HEKOTOPO# BecoBoi (yHkiuei. HeoOXouMoCTs M3yUeHUsI TaKUX YpaBHCHUN O0YCIOBICHA
MHOTOYHCICHHBIMH HX NPWIOKECHUSIMH B Ta30BOH AMHAMHKE, TCOPUHM ODONOYEK, TCOPUU YIPYrOCTH,
MEXAHHUKE CIUIOIIHOW CPEeAbl, B TCOPHU (HIBTPALMK HPU HCCICIOBAHHH MPOLECCOB MEPEHOCA MACCHI
Yyepe3 HEOJHOPOIHBIE TOPUCTHIE IIIACTHI, A TAK)KE B COBPEMEHHON KocMonoruu u t.4. [ 1-2].

PaccmatpuBaeTces 4eTEIpeXMEpPHOE BBIPOXKAAOLICECS SITUOTHYCCKOE ypaBHeHue [ ennepereara

m_k I n_k,l n_ . myl n_m_k _
Yz tu, +x"z tu, + X"y tu +x"y"z"u, =0, m,n,k,l = const >0 (1
Bo6nacmD:{(x,y,z,t):x>0,y>0,z>0,t>0}.

Hs netampHOro m3yucHus ypasuenust (1) B pabGore [3] Obuiu mOCTpoCHBI €ro (yHIAMECHTAIbHBIC
1
pELICHHS ¥ TIOKa3aHO, 4TO (yHAaMEHTATbHBIE PEMIEHHUS 001anar0T OCOOCHHOCTBIO TMOpSAKAa —r, MPH
r
r — 0. VYpasuenne (1) umeeT 4eThIpe THICPIOBEPXHOCTH BBIPOJKACHHS THIA, B CBSI3H C 4eM OBLIO
MOJAYYCHO INECTHAAUATh (yHIAMCHTANbHBIX peweHuid. [lanHple QyHAaMEHTAIbHBIC pEIICHUS
BBIPKAIOTCS Yepe3 runepreoMetpuieckre GyHkuun Jlayprdenna, Kakaoe U3 KOTOPBIX MPUMEHSICTCS B
PCLICHUN COOTBETCTBYIOIIMX KpaeBbIX 3axad. llempro Hacrosmield paGoOTHI SIBISETCS HCCIEIOBAHUC
KOPPEKTHOH Pa3peIiuMOCTH 3a1a49H cO cMEIIaHHbIMH yeiaoBusvu Heitvana-/{upuxne nis ypassenus (1).
Pemenne 3amaum crpourcss B siBHOM BuAe mocpeactBoMm ¢opmynel laycca Octporpagckoro u

3aIMUChIBACTCSI C TIOMOLIBIO (I)yH,Z[aMCHTaHLHOFO PCUICHUA g6 X
86 (%, 2,2,6,%,, Y5, 29,1,)
=k, (r2 )7%'67%571 51’2“771’2'5}7/54) (3 —a—-p+y+o.l-a,l-L£,7,0,2-20 ,2-23 ,2y,25;§,77,§,g),

4 o o
rae F/E ) sBseTesn runepreoMerpudeckor pyHkipeit Jlaypudenna ot yeTbipex NepeMeHHBIX [4].

PaGota BeImOMHeHa npu QuuHaHcOBoWM moamepxke rpaHta Ne AP05131026 Mununctepcrsa
oOpazoBanus u Hayku PK.
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