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РЕФЕРАТ

Отчет  37 с., ч.3, 35 источников, 2 приложения.
Ключевые слова: оператор гиперболического типа, оператор Шредингера, резольвента, компактность, сингулярные числа (s-числа).

Непосредственным вычислением можно убедиться, что изучение некоторых классов уравнений гиперболического типа в пространстве можно свести с помощью метода Фурье к изучению следующего дифференциального оператора с отрицательным параметром:


,




,  – оператор Лапласа, .

При  выше указанный оператор является известным оператором Шредингера. 







При  слагаемое  в коэффициенте  стремится к , следовательно дифференциальный оператор  не является полуограниченным. В этом случае возникает совершенно иная ситуация по сравнению с оператором Шредингера, и в частности, методы, отработанные для оператора Шредингера  оказываются мало приспособленными при изучении оператора Шредингера  с отрицательным параметром. Все это говорит об актуальности данной работы.

Согласно календарному плану проекта (второй год) объектом исследования являются вопросы о коэрцитивности, обратимости, компактности обратного оператора оператора Шредингера  с отрицательным параметром в пространстве .
Цель работы:

- найти условия существования обратного оператора Шредингера с отрицательным параметром в пространстве ;

- получить коэрцитивные оценки оператора Шредингера с отрицательным параметром в пространстве .


- найти вид обратного оператора оператора Шредингера с параметром  в пространстве ;

- найти двусторонние оценки собственных чисел по Шмидту (s-чисел) обратного оператора оператора Шредингера с отрицательным параметром в .
Методы исследования:  метод локализации, метод коэрцитивных оценок, теоремы вложения весовых пространств, теория линейных операторов в гильбертовом пространстве.



Полученные результаты и новизна. При исследовании для оператора Шредингера с параметром  в пространстве  найдены следующие новые результаты в гильбертовом пространстве :

- получены коэрцитивные оценки для оператора Шредингера с ;


- доказана теорема о существовании обратного оператора оператора Шредингера с параметром  в пространстве ;


- найдено условие компактности обратного оператора Шредингера с параметром  в пространстве ;


- получены двусторонние оценки сингулярных чисел (s-чисел) обратного оператора оператора Шредингера с параметром  в пространстве .
Полученные в работе результаты имеют как теоретическое, так и прикладное значение. Разработанный в работе метод может быть использован для решения прикладных задач физики, механики и других областей науки.


РЕФЕРАТ

Есеп  37 б., б.3, көздер 35, қосымшалар 2.
Кілт сөздер: гиперболалық типті оператор, Шредингер операторы, резольвента, компактілік, сингулярлы сандар (s-сандар).

Тура есептеу арқылы  кеңістігіндегі кейбір гиепрболалық типті теңдеулерді зерттеуді Фурье әдісі арқылы келесі теріс параметрлі дифференциалдық операторды зерттеуге келтіруге болатындығын анықтауға болады:

,




,  –Лаплас операторы, .

 болғанда жоғарыда аталған оператор белгілі Шредингер операторы болып табылады. 







 болғанда   коэффициентінің    қосылғышы  ұмтылады. Демек  дифференциалдық операторы жартылай шенелген болмайды. Бұл жағдайда Шредингер операторымен салыстырғанда басқа жағдайға келеміз. Дербес жағдайда,   Шредингер операторы үшін қолданылған әдістер теріс параметрлі   Шредингер операторы үшін, жалпы алғанда, жарамсыз болып табылады.

Календарлық жоспарға сәйкес (екінші жыл) зерттеу нысаны ретінде  кеңістігіндегі теріс параметрлі Шредингер операторының коэрцитивтілігі, қайтарымдылығы, кері операторының компактілігі мәселелері алынған.
Жұмыс мақсаты:

-  кеңістігінде теріс параметрлі Шредингер операторының кері операторының бар болу шарттарын табу;

-  кеңістігінде теріс параметрлі Шредингер операторының коэрцитивті бағалауларын алу; 


-  кеңістігінде  параметрлі Шредингер операторының кері операторының түрін табу;

-  кеңістігінде теріс параметрлі Шредингер операторының кері операторының Шмидт бойынша меншікті сандарының (s-сандары) екіжақты бағалалуларын алу.
Зерттеу әдістері:  локализация әдісі, коэрцитивті бағалау әдісі, салмақты кеңістіктердің енгізу теоремалары, гильберт кеңістігіндегі сызықты операторлар теориясы.



Зерттеу нәтижелері және жаңалығы.  кеңістігінде  параметрлі Шредингер операторын зерттеу кезінде   гильберт кеңістігінде төмендегідей жаңа нәтижелер алынған:

-  параметрлі Шредингер операторы үшін коэрцитивті бағалаулар алынған;


-  кеңістігінде  параметрлі Шредингер операторының кері операторының бар болуы туралы теорема дәлелденген;


-  кеңістігінде  параметрлі Шредингер операторының кері операторының компактілі болу шарты табылған;


-  кеңістігінде  параметрлі Шредингер операторының кері операторының сингулярлы сандарының (s-сандары) екіжақты бағалалулары алынған. 
Жұмыста алынған нәтижелер теориялық тұрғыдан да, қолданбалы тұрғыдан да маңызды. Жұмыста құрастырылған әдіс физиканың, механиканың және ғылымның басқа салаларының өолданбалы есептерін шешуде пайдаланылуы мүмкін. 
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ВВЕДЕНИЕ


Согласно календарному плану проекта в работе изучается вопрос о существовании резольвенты, а также, после замыкания в пространстве , вопрос о гладкости элементов из области определения (разделимость) одного класса дифференциальных операторов гиперболического типа заданных в неограниченной области сильно растущими коэффициентами.
	Здесь заметим, подробный анализ показывает, что при изучении спектральных свойств дифференциальных операторов заданных в неограниченной области важную роль играет поведение коэффициентов на бесконечности.
Отметим, что весьма исчерпывающая библиография по вопросам существования, единственности и качественных поведений решений для дифференциальных уравнений гиперболического типа содержится, например, в работах О.А. Ладыженской [1], Ж.Адамара [2], К.Фридрихса [3], С.Л.Соболева [4], L. Carding [5], А.В.Бицадзе [6], Ш.Лере [7], А.М.Нахушева [8], Т.Ш.Кальменова [9], Т.И. Кигурадзе[10], A.V. Filinovski [11],  Т.Ш.Кальменова, М.Садыбекова [12] Д.Джумабаева, А.Т.Асановой [13], А.С.Бердышева [14] и др.
В этих работах для дифференциальных уравнений гиперболического типа изучены задачи Дарбу, Гурса, задача Коши, периодические и некоторые краевые задачи.

Здесь отметим, что дифференциальный оператор гиперболического типа во всем пространстве  (евклидово пространство размерности n) с непрерывными и ограниченными коэффициентами изучен в работе Н.Нагумо [15]. 
Как известно, подробный анализ показывает, что для изучения спектральных характеристик дифференциальных операторов заданных в неограниченной области важной задачей является вопрос о поведении коэффициентов на бесконечности. Здесь также отметим работу Ж.Лере [7], в ней сказано, что изучение гиперболических операторов во всем пространстве является важной и интересной задачей.
Согласно плану проекта, будут изучены для одного класса дифференциальных операторов гиперболического типа сиьно растущими коэффициентами следущие вопросы:
1) существование резольвенты;
2) компактность резольвенты;
3) коэрцитивность оператора;
4) оценки сингулярных чисел.
	Согласно плану проекта (второй год) здесь изучен оператор Шредингера с отрицательным параметром


,



,  – оператор Лапласа, .


	Заметим, что оператор  нетрудно убедиться, естественным образом возникает при изучении сингулярных дифференциальных операторов гиперболического типа в пространстве .


Как известно при  существование резольвенты (самосопряженность) оператора Шредингера  достаточна хорошо изучены в работах Т.Като [16], М.Рида и Б.Саймона [17], Б.М.Левитана, М.Отелбаева [18], М.Отелбаева [19 – 20], Р.С.Исмагилова [21], Ф.А.Березина, М.А.Шубина [22], К.Х.Бойматова [23], C.F.Yang [24], A.Zettl [25], T.Iwabuchi, T.Matsuyama, K.Tanigichi [26] и др.

Существование резольвенты при  исследован в работах В.Б.Лидского [27], М.Отелбаева [28] и др.






Здесь сразу заметим, что при  получим . Поэтому для оператора  при  возникает совершенно иная ситуация по сравнению с оператором Шредингера . Следовательно естественным является изучение для оператора  выше указанные вопросы 1) – 4).

Работа состоит из трех разделов. В первом разделе для оператора Шредингера с отрицательным параметром в пространстве  с нерегулярными коэффициентами получены:
 –  существование резольвенты;
 –  коэрцитивные оценки;
 –  представление резольвенты.
	Во втором разделе для оператора Шредингера с отрицательным параметром сильно растущими и быстроколеблющимися коэффициентами:
 –  доказана компактность резольвенты;
 –  получено необходимое и достаточное условие компактности.

	В третьем разделе получены двусторонние оценки функции распределения сингулярных чисел (s – чисел) резольвенты оператора Шредингера в пространстве .







1 СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ И КОЭРЦИТИВНЫЕ ОЦЕНКИ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ ПАРАМЕТРАМ В ПРОСТРАНСТВЕ 

1.1 Введение. Формулировка основных результатов 










	Будем обозначать через  различные постоянные (разные в разных местах), точные значения которых нам неважны:   –  мерное вещественное евклидово пространство:  точка в ;  –  норма в .  – область определения оператора ,  –  множество сколь угодно раз дифференцируемых финитных функции. Другие обозначения будут введены по ходу изложения.
	Приведем формулировки основных результатов.
	Рассмотрим оператор


			(1.1)



первоначально определенный на множестве , где .


В дальнейшем предположим, что коэффициенты ,  удовлетворяют условию 



   –  непрерывные функции в .



	Оператор 	 допускает замыкание в пространстве , которое обозначим также через 




Теорема 1.1. Пусть выполнено условие . Тогда оператор  при  ограниченно обратим в пространстве . 



	Теорема 1.2. Пусть выполнено условие .  Тогда при  для всех  справедливы оценки:

а) , 

 – постоянное число;

б) ,


для всех ,   –  постоянное число.

1.2 Вспомогательные оценки и леммы



	Лемма 1.1. Пусть выполнено условие .  Тогда при  для всех  справедлива оценка:


,			(1.1)

где .

	Доказательство. Пусть . Тогда справедливо равенство:




,			(1.2)



где  – скалярное произведение в .
	Отсюда имеем, что


.

Из последнего неравенства следуют справедливость следующих неравенств:


;			(1.3)

.			(1.4)



Из (1.4) пользуясь неравенством Коши с «», здесь , находим, что


.			(1.5)

	Далее, рассмотрим следующее скалярное произведение:


.  	(1.6)

Из (1.6) находим, что


 .			(1.7)


	Так как , то из (1.7) получаем, что 


 .				(1.8)
Отсюда 

.					(1.9)


Обе части (1.9) умножая на число  имеем:


 .				(1.10)



	Объединяя (1.10) и (1.5) и выбирая число  так чтобы  получаем, что


.


Отсюда, учитывая условие , находим


,


где . Неравенство (1.1) доказано.


	Возьмем набор  – неотрицательных функций из  таких, что

,


где   –  открытые множества, кратность пересечение которых не выше чем некоторое число . Существование такого покрытия следует из результатов работ [28 – 29].






	Продолжим ,  из  на все  так, чтобы их продолжения  и  были ограниченными и периодическими функциями одного и того же периода.

	Обозначим через  замыкание оператора    


		(1.11)






определенного  на , где знак вещественного числа  совпадает со знаком функции , т.е.  при .




	Лемма 1.2. Пусть выполнено условие .  Тогда при  для всех  справедлива оценка в пространстве :


,			(1.12)


где .

	Доказательство. Пусть . Тогда имеем:


 . (1.13)

Отсюда имеем следующие неравенства:


,			(1.14)

.			(1.15)



	В неравенстве (1.15) мы воспользовались неравенством Коши с «», где .
	Далее, рассмотрим следующее скалярное произведение:




.



Отсюда и в силу условия  при  имеем, что


.

Из последнего неравенства находим, что


.				(1.16)



	Объединяя неравенства (1.15) и (1.16) и выбирая  так, чтобы  получаем, что


.		(1.17)

Из неравенства (1.17) находим, что


,

где  	
	Лемма 1.2 доказана.



	Лемма 1.3. Пусть выполнено условие .  Тогда при  для всех  справедливы оценки:


;				(1.18)

,	(1.19)



 для всех , где  – любое положительное число.

	Доказательство. Из неравенства (1.14) пользуясь неравенством Коши с «» имеем:





Теперь возьмем , тогда из последнего неравенства получим, что

.			(1.20)

Из (1.16) и (1.20) находим, что


.



Отсюда выбирая  так, чтобы  имеем:


 .			(1.21)

Из (1.21) и (1.17) находим, что


		

.

Отсюда



.

Из последнего неравенства находим:


.

Окончательно имеем:

,


где .
Неравенство (1.18) доказано.

	Докажем неравенство (1.19). Пусть . Тогда интегрируя по частям скалярное произведение


.




Отсюда согласно условию , а также учитывая свойство  при  имеем, что








	Здесь мы воспользовались неравенством Коши с «». Теперь учитывая, что  и выбирая   так чтобы  получаем оценку


			(1.22)

Из (1.18) и (1.22) следует оценка (1.19).
	Лемма 1.3 доказана полностью.




	Лемма 1.4. Оператор  при  имеет непрерывный обратный оператор  определенный на всем .



	Доказательство. Из оценки (1.12) следует чтобы доказать лемму 1.4 достаточно показать, что область значений  оператора  совпадает с . Докажем это от противного.


	Пусть найдется элемент , такой что для любого 



	Из последнего равенство получаем что


	(1.23)






в смысле распределении. Так как , то из (1.23) следует, что  при конечном , т.е. . Теперь, если для любого  справедливо неравенство


.				(1.24)











 – постоянное число, то оно верно и для элемента . Действительно, для  существует последовательность  сходящаяся к  в норме . Нетрудно доказать, что неравенство (1.24) справедливо для каждого . Это доказывается точно также как неравенство (1.12) в лемме 1.1. Переходя в нем к пределу по , получаем, как нетрудно видеть,    неравенство (1.24) для  (эта процедура коротко называется замыканием неравенства (1.24) в норме ), т.е.


.



Так как , то из последнего неравенства следует что . Лемма 1.4 доказана.


	Лемма 1.5. Пусть выполнено условие . и . Тогда справедливы следующие неравенства:

а) ;

б) ,

где .
	Доказательство. Оценка а) следует из оценки (1.12). Так же из оценки (1.12) следует неравенство


				(1.25)

  Из неравенства (1.14) пользуясь неравенством (1.25) находим, что


		(1.26)


Умножая обе части неравенства (1.16) на число  находим следующее неравенство


 			(1.27)

	Теперь объединяя (1.26) и (1.27) получаем, что






	Выбирая  так, чтобы , тогда из последнего неравенства находим оценку


,

.
	Оценка б) доказана. Лемма 1.5 доказана полностью.


1.3 Некоторые оценки во всем 


	Обозначим через  замыкание в  дифференциального выражения





определенного на множестве . 



	Лемма 1.6. Пусть выполнено условие . и . Тогда для всех  имеют места неравенства:


						(1.28)

				(1.29)




	Неравенства (1.28) и (1.29) доказываются с помощью функционалов , , .
	Для доказательства основных теорем, кроме вспомогательных лемм приведенных в пунктах 1.2 и 1.3, нами будут использован следующее утверждение [28 – 29].
	Лемма 1.7. Существует такое покрытие, которое обладает следующими свойствами: 

а) ,


где,    –  куб ребром, равным 1 и центром в точке  ;





б) ,   –  постоянное число, , , ;




с) каждое  множество  может пересекаться не более чем  множествами из семейства , где  – некоторое постоянное число.
	Положим 


 ,



где   –  набор функций из леммы 1.2,   –  оператор из леммы 1.2.
	Нетрудно убедиться, что


,				(1.30)
где


, .


	Лемма 1.8. Пусть выполнено условие . Тогда найдется число  такое, что 


 при всех .


	Доказательство. Пусть . Теперь, учитывая конечно кратность покрытия   имеем:






.


	Отсюда и из леммы 1.5, учитывая ,  получаем, что


.




Из последнего неравенства следует, можно найти такое число , что при  .
Лемма 1.8 доказана.




	Лемма 1.9. Пусть выполнено условие . Тогда оператор  при  ограниченно обратим, причем для обратного оператора  выполняется равенство


.				(1.31)

	Доказательство леммы следует из представления (1.30) с учетом лемм 1.6 и 1.8.

	Теперь рассмотрим разрешимость исходного оператора . Для этого рассмотрим следующее уравнение:


,		(1.32)

где, .


	Определение. Решением уравнения (1.32) назовем функцию , для который существует последовательность  такая, что




при .




	Отсюда видно, что обратный оператор  совпадает с замыканием в  оператора  определенного на .  




	Лемма 1.10. Пусть выполнено условие . Тогда оператор  при  ограниченно обратим, причем для обратного оператора  выполняется равенство


			(1.33)


где, .

Доказательство. Пусть . Уравнение


					(1.34)
перепишем в виде

					(1.35)



где , где  .  Из леммы 1.6 вытекает, что

					(1.36)

Отсюда .
	Из (1.34) – (1.36) следует, что




при  .


	Как известно, что при  оператор существенно самосопряжен [17], и для всех  справедлива оценка







Отсюда следует, что оператор  имеет ограниченный обратный оператор  определенный на всем .
Лемма 1.10 доказана полностью.



	Лемма 1.11. Пусть выполнено условие . и пусть . Тогда для всех  справедливы оценка: 


,

.

	Доказательство. Лемма 1.11 доказывается точно также как лемма 1.6.
	Следующая лемма известно [30]:




	Лемма 1.12. Пусть оператор  ограниченно обратим в  и при  для всех  выполнена оценка


,


где   –  постоянное число.

Тогда оператор  также ограниченно обратим.
Доказательство теоремы 1.1. Доказательство следует из лемм 1.1 и 1.10, 1.12.



Лемма 1.13. Пусть выполнено условие . и пусть . Тогда справедливы для всех  следующие оценки:

а) ;

б) ,


где ,  – постоянное число.


Доказательство. Пусть . Тогда из представления (1.31) с учетом свойств функций  имеем:





.			(1.37)




	Здесь учитывалось, что функции  и  на множестве  – совпадают.

	Из (1.37), учитывая конечнократность покрытия   и неравенство (1.18), получаем, что




.

	Отсюда и из лемм 1.3 и 1.8 окончательно имеем:


.
Откуда

	,


где . Пункт а) леммы 1.13 доказан.
	Докажем пункт б) леммы 1.13.







.

	Здесь учитывалось конечнократность покрытия .
	Из последнего неравенства имеем:   







,

где .
Отсюда и из леммы 1.5 находим, что




.



	Из леммы 1.8 следует, что оператор  ограничен , следовательно из последнего неравенства окончательно имеем, что


,


где .
Лемма 1.13 доказана.
	Доказательство теоремы 1.2. Доказательство теоремы 1.2 следует из лемм 1.3, 1.10 и 1.13.



2 КОМПАКТНОСТЬ ОБРАТНОГО ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ В ПРОСТРАНСТВЕ 
 
Здесь изучим вопрос о компактности обратного оператора для следующего оператора


,			(2.1)





,  – оператор Лапласа, , .
	В этом пункте доказана следующая

	Теорема 2.1. Пусть выполнено условие і). Тогда обратный оператор компактен в том и только в том случае, если


, 					(2.2)




Когда куб  удаляется в бесконечность, где  – открытый n-мерный куб с длиной ребра d,  – совокупность всех подмножеств куба имеющих достаточно малую емкость.





	Доказательство. Из теоремы 1 следует, что существует обратный оператор . Теорема 2 показывает, что ,  - область значений оператора,  пространство, полученное пополнением  относительно нормы




где .




	Для завершения доказательства остается показать, что оператор вложения пространство  в  компактно. Как известно, ответ для данного вопроса можно получить из работы [31]. Из результатов работы [31] следует, что оператор вложения пространство  в  компактно в том и только в том случае, если


,



когда куб  удаляется в бесконечность,  – открытый n-мерный куб с длиной ребра d,  – совокупность всех подмножеств куба имеющих достаточно малую емкость.





	Замечание. Компакты  удовлетворяющие неравенству  () называется -несущественными, .
	Теорема 2.1 доказана.



3 ОЦЕНКИ СИНГУЛЯРНЫХ ЧИСЕЛ (S-ЧИСЕЛ) РЕЗОЛЬВЕНТЫ ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ В ПРОСТРАНСТВЕ 
	

	Пусть А – произвольный вполне непрерывный оператор и для этого оператора построим другой оператор .



	Собственные числа оператора  называются сингулярными числами (s-числами) оператора А. Как известно, s-числа играют важную роль при изучении вполне непрерывных операторов. s-числа оператора  обозначим через  и будем нумеровать их следущим образом:




Здесь нумерация идет в порядке их убывания с учетом кратности.



	Через  обозначим количество  больших .
Справедлива теорема 3.1:
	Теорема 3.1. Пусть выполнено условие теоремы 2.1. Тогда


,






где , , постоянная ,  – усреднения функций  [32].
	Для доказательства теоремы 3.1 сперва докажем следующие леммы [33-34].
	Рассмотрим множества:








где ,  – постоянное число.

	Лемма 3.1. Пусть выполнено условие теоремы 3.1. Тогда справедливы следующие соотношения множеств :


,



где  – не зависит от  и параметра .

	Доказательство леммы 3.1. Пусть . Отсюда находим, что




.


Последнее неравенство показывает, что , т.е. . Левое включение доказано.

	Теперь докажем правое включение. Пусть . Тогда в силу теоремы 2.1 находим, что







где .

	Отсюда . Лемма 3.1 доказана полностью.

	Определение. k-поперечником по Колмогорову множества М в пространстве  называется величина


,


где  – множество всех подпространств в  размерности которых не превосходят k.

	Поперечники  обладают следующими свойствами:

1) ;


2)  если ;


3) , где ;




4) , где  – замыкание  в .

	Лемма 3.2. Пусть выполнено условие леммы 3.1. Тогда для сингулярных чисел оператора  справедлива оценка

,





где  – постоянное число,  – s-числа оператора ,  – k-поперечники по Колмогорову множеств .
	Доказательство леммы 3.2. Пользуясь леммой 3.1 и свойствами поперечников по Колмогорову, нетрудно убедиться в справедливости следующей оценки:

						(3.1)
Из неравенства (3.1) следует доказательство леммы 3.2. Здесь мы воспользовались равенством [35]

.

	Лемма 3.3. Пусть выполнено условие теоремы 3.1. Тогда для функции распределения сингулярных чисел оператора  справедлива оценка


,










где  – количество   больших ,  – количество  больших ,  – количество  больших 
	Доказательство леммы 3.3. Из леммы 3.2 находим, что



Точно также



Из этих неравенств следует доказательство леммы 3.3.


	Доказательство теоремы 3.1. Ообозначим через   пространства полученные пополнением  относительно норм:





функции  из теоремы 3.1.
	Непосредственно можно убкдиться в справедливости следующих включений:

				(3.2)

Из (3.2) и из результатов лемм 3.1-3.2 имеем, что оценки поперечников множеств  эквивалентны оценкам поперечников вложения пространств. Теперь, доказываемая теорема 3.1 следует из результата работы [32].



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Согласно календарному плану проекта (второй год) работа посвящена изучению следующих вопросов:

а) существование обратного оператора оператора Шредингера с отрицательным параметром в пространстве ;


б) компактность резольвенты оператора Шредингера с параметром  в пространстве ;

в) оценки сингулярных чисел резольвенты оператора Шредингера с отрицательным параметром в пространстве .
	Сформулируем полученные результаты:

- доказана теорема о существовании обратного оператора оператора Шредингера с отрицательным параметром в пространстве ;

- найдено условие компактности резольвенты оператора Шредингера с отрицательным параметром в пространстве ;

- получены двусторонние оценки сингулярных чисел (s-чисел) обратного оператора оператора Шредингера с отрицательным параметром в пространстве .
	Полученные результаты работы обсуждались и докладывались на международных, республиканских конференциях, семинарах и опубликованы в зарубежных и республиканских журналах, которые приведены в Приложени А.
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