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КОНЕЧНОМЕРНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ, МНОГОМЕРНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ, РЕЗОЛЬВЕНТА, СПЕКТРАЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ


Объектом исследования являются: спектральный анализ одномерных и многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. 
Цель работы – исследование спектральных свойств одномерных и многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. 
Метод или методология проведения работы: для исследования спектральных свойств конечномерных возмущении фредгольмовых операторов используются методы теории операторов и тоерии функций комплексных переменных. 
Результаты работы и их новизна: 
- Проведение спектрального анализа конечномерных возмущений фредгольмовых операторов;
- Разработка метод спектрального анализа одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов; 
- Проведение спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. 
- Разработка метода спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. 
Экономическая эффективность или значимость работы: прикладной характер. 
Область применения: результаты спектрального анализа одномерных и многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов могут быть применены для решения актуальных проблем   прикладной математики, теоретической физики. 
Прогнозные предложения о развитии объекта исследования: применение полученных результатов для решения прикладных задач в области классической механики.

ТҰЖЫРЫМДАМА
Есеп 54 бет, 17 дерекнама, 3 қосымша.
АҚЫРЛЫ ӨЛШЕМДІ АУЫТҚУЛАР, КӨПӨЛШЕМДІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ОПЕРАТОРЛАР, РЕЗОЛЬВЕНТА, СПЕКТРЛІК ЫДЫРАУ

Зерттеудің нысаны болып резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын бірөлшемді және көпөлшемді дифференциалдық операторлардың спектрлік талдауы табылады. 
Жұмыстың мақсаты – резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын бірөлшемді және көпөлшемді дифференциалдық операторлардың спектрлік қасиеттерін  зерттеу.
Жұмысты жүргізудің әдістемесі мен әдісі: фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқуларының спектрлік қасиеттерін зерттеу үшін операторларр теориясы мен комплекс айнымылылы фукнциясының әдістері қолданылады. 
Жұмыстың нәтижелері және олардың маңыздылығы: 
-  Дифференциалдық операторлардың резольвенталарының аналитикалық тұрпаты негізінде операторларға спектрлік талдау жасау.
- Фредгольм операторларының ақырғы өлшемді ауытқуларына спектрлік талдау жасау;
- Резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын көпөлшемді дифференциалдық операторлардың спектрлік талдау жасау;
- Резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын көпөлшемді дифференциалдық операторлардың спектрлік талдау әдісі жасау.
Жұмыстың экономикалық тиімділігі немесе маңыздылығы: қолданбалы сипат.
Қолдану аймағы: резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын бірөлшемді және көпөлшемді дифференциалдық операторлардың спектрлік талдауының нәтижелері теориялық физика, қолданбалы математиканың өзекті мәселелерін шешу үшін қолданылуы мүмкін.
Зерттеу нысанының дамуы туралы болжам ұсыныстар: классикалық механика аймағында қолданбалы есептерді шешу үшін алынған нәтижелерді қолдану.
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ВВЕДЕНИЕ

В отчете проведен спектральный анализ конечномерных возмущений фредгольмовых операторов. Получены теоремы о распределении собственных значении конечномерных возмущений фредгольмовых операторов. Разработан метод спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. При проведении спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов, уточнены некоторые новые моменты по сравнению с общим случаем. Доказана теорема о сходимости спектральных разложений конечномерных возмущений фредгольмовых операторов. Более того, на основе полученных представлений резольвент, установлена формула  М.Г. Крейна, которая описывает спектральные свойства рассматриваемых многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. Абстрактная теорема о сходимости спектральных разложений конечномерных возмущений фредгольмовых операторов в случае операторов с частными производными имеет наглядный геометрический смысл.
Цель работы – исследование свойства конечномерных возмущении фредгольмовых операторов и их спектральный анализ. Метод или методология проведения работы: для исследования свойств конечномерных возмущении фредгольмовых операторов используются методы теории функций и функциональных пространств. 
Результаты работы и их новизна: 
- Проведение спектрального анализа конечномерных возмущений фредгольмовых операторов;
- Разработка метода спектрального анализа одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов; 
- Проведение спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. 
- Разработка метода спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. 



ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ
1 Спектральный анализ конечномерных возмущений
фредгольмовых  операторов

1.2 Спектральный анализ одномерных дифференциальных операторов, резольвенты 
которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых  операторов 

В данном разделе проведем спектральный анализ одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. 	При проведении  спектрального анализа конечномерных возмущений фредгольмовых операторов основным составляющим компонентом является изучение влияния граничного возмущения на структуру жордановых клеток дифференциальных операторов. 

1.2.1 Постановка задачи
Пусть  и на отрезке  задано самосопряженное дифференциальное выражение с вещественными коэффициентами



где достаточно гладкие вещественные функции.	
Пусть также задана система линейно независимых функции  из . Известно [1], что найдется биортогональная к системе  система линейных функционалов   , то есть . Обозначим через  оператор, порожденный дифференциальным выражением  и граничными условиями 

.

Нетрудно понять, что оператор  обратим в функциональном пространстве . Непосредственно убеждаемся в том, что

 			(1)

где   .
Здесь функция  определяется по формуле 
,
где
 

Определитель    получается из определителя    заменой ее последней строки на следующую строку 
В дальнейшем предполагаем, что  – самосопряженный оператор в . Пусть  – собственное значение оператора  кратности . Жорданова клетка  соответствующая собственному значению , имеет вид  – матрица размерности . 
В данном разделе исследуется вопрос: как влияют возмущения оператора  на структуру жордановых клеток? Возмущения первого рода могут изменять только дифференциальное выражение , оставляя неизменными граничные формы . Подобного рода возмущения в случае периодической задачи для дифференциального выражения второго порядка изучили О.А.Велиев и А.А. Шкаликов [2]. Возмущения второго рода могут менять область определения оператора , сохраняя дифференциальное выражение . Такие возмущения систематически исследовались А.С.Макиным [3, 4, 5]. В настоящей работе изучается влияние возмущении второго рода на структуру жордановых клеток. Затем, как следствие, вытекают результаты о базисности системы корневых функции возмущенного оператора. Также обращаем внимание на то, что здесь исследуются дифференциальные операторы высших порядков. До этого большинство исследовании касалось опероторов второго порядка. 
Несколько предложении по поводу предлагаемого метода исследования  данного отчета. Здесь существенно используется представление резольвентт возмущенного и исходного операторов. Для этого сначала пришлось распространить второе резольвентное  тождество Гильберта  для двух операторов на случай, когда их области определения не совпадают. Затем важную роль играет анализ канонической по М.В.Келдышу цепочки собственной и присоединенных функции [6]. 
1.2.2 Аналитическая природа резольвенты самосопряженного оператора 
В данном пункте собраны в удобной для дальнейшего форме известные факты и утверждения о самосопряженных операторах [1, 6]. 
Введем стандартным образом фундаментальную систему решении  однородного дифференциального уравнения  , подчиненную набору условии . Обозначим через  характеристический определитель оператора  , задаваемый по формуле



 В дальнейшем важную роль играет система функции . Функция  представляет определитель, получаемый из определителя   заменой  j-той строки на строку . Нетрудно заметить, что . 
Пусть  – собственное значение оператора  кратности . Тогда 

 			 (2)

Обозначим через  операцию . 
Теорема 1. a) При любом натуральном  верны соотношения

,

.

b) Если   и 
  – ненулевая функция  при , хотя 
Тогда - собственная функция оператора .
c) Если   и 
  – ненулевая функция  при , хотя 
Тогда - первая присоединенная функция к собственной функции   оператора .
Доказательство теоремы 1 осуществляется непосредственной проверкой.
Из теоремы 1 следует, что   – ненулевая функция  при   всегда существует присоединенная функция. В самосопряженном случае присоединенных функции нет, поэтому при  всегда выполняются соотношения

 				 (3)

Теорема 2. При всех  в окрестности  справедливо разложение



.

Причем .
Доказательство теоремы 2 вытекает из двух следующих разложении



,

.

При этом учтены соотношения (2) и (3).
Из равенства (1) сразу же вытекает следующее утверждение.
Теорема 3. Если  то справедливо представление для резольвенты оператора   

.

Здесь


Причем функция  определяется по формуле 

 , 					 (4)

где   .

Определитель  P  получается из определителя    заменой ее последней строки на следующую строку . Заметим, что . Также отметим, что  – целая функция от . 
Из теорем 2 и 3 сразу же следует утверждение.
Теорема 4. В окрестности  справедливо разложение



          +



Причем 
Для более детального анализа главной части лорановского разложения резольвенты  распишем ядро  в виде

 .		 (5)

Последнее соотношение вытекает из равенства (4). Надо определитель P  разложить по последней строке. Поскольку оператор  – самосопряженный, то из теоремы 5 [1, стр. 212] следует, что граничные формы  представляют двухточечные граничные формы.

,

где . Следовательно, верно соотношение

  			(6)

так как выполняется (5). Согласно теореме 4 главная часть лорановского разложения в окрестности  имеет вид



 	 (7)

где 

,


\


Отметим, что в квадратной матрице   функции  зависят от спектрального параметра . Чтобы получить зависимость от  в матрице  вместо  надо подставить . Знак  означает транспонирование. 
Выберем в корневом подпространстве Ker ( ортонормированный базис . Существует структурная (числовая) матрица  размерности  такая, что справедливо представление

,

где вектор-строка . 
Теперь соотношение (7) примет вид

	 (8)

Поскольку оператор   – самосопряженный, то из последнего соотношения вытекает

 	 (9)

1.2.3 Граничные возмущения оператора  
В данном подпункте рассмотрим специальные граничные возмущения. Набор функции  из  заменим на следующий набор линейно независимых функции . Для этого фиксируем натуральное число q, не превосходящее .  Выберем также функцию p(из  такое, что . Положим

,

.

Теорема 5. Биортогональная к системе  система линейных функционалов   имеет вид

.

Прямой проверкой убеждаемся в справедливости теоремы 5.
Обозначим через  оператор, порожденный дифференциальным выражением  и граничными условиями 

.

Несамосопряженный оператор  считаем возмущением оператора . Исследуем влияние функции p(  на структуру жордановых клеток оператора .
1.2.4 Характеристический определитель возмущенного оператора и теоремы спектрального анализа
Обозначим через  характеристический определитель оператора  , задаваемый по формуле

.

Теорема 6. a) При всех   справедливо представление



b) При всех натуральных  верно равенство

  	 (10)

c) Пусть  – собственное значение оператора  кратности . Тогда  является также собственным значением оператора , причем его кратность не ниже . 
Утверждения a) и b) теоремы 6 следуют непосредственно из определении характеристических детерминантов   и  . Докажем утверждение  c). Запишем соотношения (10) при   при . Теперь учтем соотношения (2) и (3). В результате получим равенства 

.

Из приведенных равенств вытекает утверждение c) теоремы 6. Для полноты изложения приведем еще одно полезное соотношение

 .	 (11)

Заметим, что функция  представляет либо тождественно нулевую либо собственную функцию оператора . Таким образом, возможны три сценария:
1) Когда , то  является также собственным значением оператора , причем его кратность равна . 
2) Когда  - собственная функция оператора  и число , то  является также собственным значением оператора , причем его кратность равна .
3) Когда  - собственная функция оператора  и число , то  является также собственным значением оператора , причем его кратность равна . 
Случай   - ненулевая функция и число  уточняется следующим утверждением.
Теорема 7. Пусть  - ненулевая функция на отрезке   и число . Выберем круг  , в котором оператор  , не имеет собственных значений отличных от . Тогда при достаточно большом  оператор  в круге  имеет (с учетом кратностей) ровно  собственных значений. Иначе говоря, в круге  оператор  имеет одно простое собственное значение отличное от .
Смысл теоремы 7 заключается в том, что жордановы клетки соответствующие кругу  операторов   и   существенно отличаются. Наличие возмущения  в граничном условии качественно меняет структуры жордановых клеток. Более детальный анализ структуры жордановых клеток будет осуществлен в следующем подпункте настоящей отчета.
Теорема 7 доказывается стандартным образом с использованием теоремы Руше и леммы Римана. Здесь существенно, что 



по некоторой последовательности в  – плоскости. 


1.2.5 Аналитическая природа резольвенты возмущенного оператора 
Сначала найдем представление резольветы . Для этого надо обобщить второе резольвентное тождество Гильберта для операторов с разными областями определения. В нашем случае область определения  может отличаться от  . 
Теорема 8. Если , то справедлива формула для резольвент

.

Для доказательства теоремы 8 достаточно проверить равенство , 
если .
Остальные пункты доказательства очевидны. Так как , то

-

.

Дальнейшая цель - вычислить главные части разложений Лорана в полюсах резольвенты . Полюса резольвенты  полностью характеризуются нулями . В предыдущем пункте указано, что нули  и их кратности могут располагаться по трем сценариям. 
Пусть спектральный параметр  принадлежит кругу  из теоремы 8. В этом круге присутствуют как нули  так и нули . 
Рассмотрим случай  и  . В таком случае можно считать параметр  вещественным и всюду в этом случае опускать знак комплексного сопряжения. 
Теорема 9. Пусть  и  . 
a) В окрестности  справедливо разложение



Причем .     ,

.

b)   - собственная функция оператора , отвечающая собственному значению . 
c) Функция  является решением уравнения , причем выполняются граничные условия 
Теорема 9 доказывается точно также как теорема 2. Согласно теореме 7 необходимо рассмотреть скалярное произведение . Поскольку  – вещественное число, то

 .     	 (12)

Согласно теореме 4 имеем в окрестности  справедливо разложение

 	 (13)

причем ,
,



.

Сразу же отметим, что  - собственная функция оператора , отвечающая собственному значению . Для полноты изложения заметим, что функция принадлежит области определения оператора  , причем выполняется равенство



Из соотношений (12) и (13) получаем 

 	 (14)

причем . Из теорем 7 и 8, а также соотношения (14) вытекает следующее утверждение.
Теорема 10. Пусть  и  . В окрестности  справедливо разложение





2 Метод спектрального анализа одномерных  
дифференциальных операторов, резольвенты которых 
представляют конечномерные возмущения
В функциональном пространстве  рассмотрим оператор  , порождаемый двукратным дифференцированием  на функциях  , подчиненным требованиям . Считаем, что функция . Если , то вместо  будем использовать обозначение . 
В дальнейшем удобно ввести целые по параметру  функций

, ,



Прямой проверкой убеждаемся в справедливости представлении

,



,
\


где ,
.

Здесь  – решение неоднородного уравнения  с нулевыми условиями Коши в нуле. 
Сначала  выделим главные части лорановских разложений резольвент   и   в их полюсах. Затем в качестве следствия получим результат работы А.С.Макина [5]. 
Для этого нам понадобятся следующие соотношения. Пусть  В окрестности  справедливы разложения

,

,

,

,

,

=








,



,





.

В приведенных выше разложениях одной и той же буквой   обозначены соответствующие остаточные члены. Смысл их ясен из контекста. 
Замечание 1. Из структуры главной части лорановского разложения резольвенты  в окрестности  вытекает, что  – ортонормированный базис в корневом подпространстве . 
Теперь аналогичные разложения выведем для   и  . Пусть  обозначает производную по параметру . Понятно, что при любом натуральном  выполняется равенство



Поэтому верны равенства
.

Сначала рассмотрим случай . В этом случае  - двукратное собственное значение оператора . Причем согласно замечанию 1 функция  является также собственной функцией оператора . В окрестности  справедливо разложение



где 

,

.

Точно также получим разложения

+

,



,







Из последнего соотношения и определения по М.В. Келдышу цепочки собственной и присоединенных функций вытекает утверждение. Определение М.В. Келдыша можно найти в работе [6]. 
Теорема 11. Если  и , то  - двукратное собственное значение оператора . Причем собственная функция  порождает одну присоединённую функцию

.
Более того, канонической цепочке собственной и присоединенной функций  соответствует нормированная каноническая цепочка собственной и присоединенной функций сопряженной краевой задачи  , определяемые по формулам

,

.

Теперь рассмотрим случай . В этом случае  - простое собственное значение оператора , так как . Выберем круги  в    - плоскости с центром в точке  и радиуса 1 при . Найдется последовательность указанных кругов, на границе которых выполняется предельное соотношение

.

Указанный факт доказан в монографии В.А.Марченко [7]. Тогда из  теоремы Руше  стандартным образом вытекает утверждение.
Теорема 12. Существует счетное число кругов   , в которых оператор имеет ровно два собственных значения. 
Одно собственное значение  уже указано и оно простое. Следовательно, в круге  имеется еще одно собственное значение, которое обозначим через . Из теоремы 12 следует, что  – также простое собственное значение оператора . Таким образом, кратное собственное значение оператора   под влиянием возмущения   трансформировалось в два неравных между собой собственных значения оператора . А.С. Макиным в работе [5] доказана оценка   при достаточно больших  . 
В круге  оператор  два простых полюса. Выпишем главные части лорановских разложений резольвенты соответствующих кругу .
 


-2

+







Теперь вычислим норму в пространстве 

.

Когда существует последовательность  таких, что выполняется предельное равенство , то по теореме В.А. Ильина система корневых функций оператора  не является базисом пространства . В противном случае система корневых функций оператора  - базис пространства . Подобный результат другим способом доказан в работе Мак [5].  


3 Многомерные дифференциальные операторы,
резольвенты которых  представляют конечномерные
возмущения фредгольмовых операторов и их  спектральный анализ
Настоящий раздел посвящен многомерным дифференциальным операторам, резольвенты которых  представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов и их  спектральному анализу. Проведен спектральный анализ многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых  представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. Перечисленные результаты являются новыми.
3.1 Обзор результатов и постановка задачи
В данном подразделе приводим постановку краевой задачи для оператора Лапласа.   





Пусть -натуральное число. В пространстве возьмем односвязную ограниченную область   с гладкой границей . Пусть  Запишем неоднородную уравнение


                                                                                (15)

с условием Дирихле  


                                                    .                                                                                  (16)  




Оператор соответствующий задаче Дирихле (15), (16) пространстве  обозначим через . Считаем, что потенциал  выбран так, что существует 


                                                                                                           (17)  



Ядро интегрального оператора (17) называют функцией Грина краевой задачи Дирихле  (15), (16). Существование функции Грина задачи Дирихле и её свойства можно найти в монографии [8, гл. 8]. Когда оператор  и поэтому обладает следующими свойствами:


1)

2) Существует бесконечное число вещественных собственных значений
 






3) Система собственных функцией  оператора  образует ортогональный базис пространства .



В данном отчете потенциал  заменим на другой потенциал  и соответствующий оператор обозначим через .





 	Основной результат данного подраздела – существуют функций  с где , для которых  собственные значения операторов  и совпадают. 










Известно, что при  спектр оператора  не изменится при замене потенциала   на потенциал . В отличие от указанного случая в настоящем отчете возмущение  имеет точечный носитель. Здесь сохранение спектра оператора  выполняется не за счет симметрии, а за счет других механизмов. Утверждения о сохранении собственных значении при  в случае многоточечных задач можно  найти в работе [9].  В работах [10,11,12,13] исследуется возможность конечномерного возмущения спектра оператора. В данной работе показано, что возмущение   с точечным носителем можно выбрать так, чтобы изменилось только конечное число собственных значений оператора . В указанных работах [10,11,12,13] рассматривались только регулярные возмущения потенциала. В предполагаемым  случае возмущение   представляет дельтаобразную функцию.


В 80-ые годы на семинаре В.А. Садовничего результаты Hochstadt H. усиленно  обсуждались с тем, чтобы перенести его результаты на случай одномерных дифференциальных операторов с нераспадающимися граничными условиями  операторов с нераспадающимися граничными условиями. Представленные в настоящей работе можно интегрировать как перенес некоторых резуьтатов Hochstadt H. на операторы с условиями во внутренней точке. Представленные в работе результаты справедливы при всех . В то же время работы [10,11,12,13] посвящены случаю .


3.2 Корректное определение максимального оператора


Во втором пункте отчета дается корректное определение оператора  при  - дельтаобразное функция с одноточечным носителем.



А также во втором пункте отчета исследован спектр оператора , где  где .


В случае когда  при то требуется корректное определение выражения 


                                                    .                                                                      (18) 





Поскольку  представляет линейную комбинацию дельта  - функции и её производных, сосредоточенных в точке , то корректно определить произведение определить серьезная проблема. В данном случае достаточно корректно определить  произведение .





Для  обозначим через  шар радиуса  с центром в точке . При  введем предельные функционалы по формулам 





.










Здесь означает производную по нормами к границе в точке . Пусть Обозначим через элементы  пространства , для которых  и конечны значения функционалов а также справедливо включение 


.



Возьмем произвольную функцию  из пространства  и введем функцию по формуле 





где  ,


.


Преобразуем   по формуле Грина 


.

В результате имеем 


.



Так как при или  верны 






Распишем интеграл


.


Поскольку при имеем




то


.

Точно также получаем равенство  


.

Следовательно, окончательное представление можем записать в виде 


                                         .                                             (19)

Из представления (19) вытекает 

Лемма 1. Система функционалов  биортогонально к системе функции 


                                           

то есть


.

Доказательство леммы 1. Поскольку 













то при  значение функционала . Тождество (19)  выполняется при всех . Применяя к обеим частям соотношения (19) функционал  и вспоминая произвольность  получим требуемые равенства . Лемма 1 полностью доказана.  Смысл леммы 1 заключается в том, что зная функцию  Грина и её производные из Ker можно восстановить функционалы из условия их биортогональности.
Теперь образуем новую функцию 


                                                                                    (20)



для произвольных .  Введем максимальный оператор  по формуле 


.


Теорема 13. Функция введенная по формулам (19)-(20), является решением задачи


                                                                                                 (21)


                                                                                                                                   (22)


                                                                                             (23)


при  .
Более того, задача (21), (22), (23) имеет единственное решение.
Доказательство теоремы 13. Заметим, что из соотношении (19), (20) получаем 


                                            .                                     (24)

Теперь непосредственный проверкой убеждаемся в справедливости теоремы 13. Единственность решения задачи (21), (22), (23) вытекает из теоремы Лиувилля об устранимой особенности.


Теорема 14. Показывает, что по функции и числам 



при  решение задачи (21), (22), (23) существует и единственно в пространстве . Представление (24) показывает, что пространство состоит из элементов вида 


где                                             



3.3 Определение оператора , резольвенты которых  представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов

Из теоремы 14 с помощью следующего приема можно определить обратимое сужение опреатора . Выберем конечномерный оператор к по формуле 








где - линейный непрерывный функционал в . Понятно, что оператор к отображает пространство   в пространство .


Теперь в задаче (21), (22), (23) положим  при .
Тогда вытекает новая краевая задача 



                                    ,                                                          (25)


                                                                                                                               (26)
 

                                                                        (27)

Здесь использованы соотношения биортогональности 


                                                                    (28)



Соотношения,  аналогичные (28) доказаны в работах [14,15]. Оператор, соответствующий задаче (25), (26), (27) обозначим через . Из теоремы 14 следует, что оператор  обратим, причем





В следующем утверждении приведено представление резольвенты оператора .

Теорема 15. Резольвента оператора  имеет представление 





и представляет мероморфную операторную функцию от спектрального параметра .

Доказательство теоремы 15 при имеется в работах [14,15] Для полноты изложения приведем его. Понятно, что




Отсюда


.


Таким образом . Отсюда легко проверить, что 








.


Также легко видеть, что  . Отсюда вытекает 


.


Остается проверить, что при 


                                         .                                          (29)

Рассмотрим выражение






.
Так как 




то первое слагаемое в правой части последнего равенства аннулируется.
Вычислим 


.

Теперь рассмотрим
 

.

Отсюда имеем


.

С другой стороны, вычислим выражение
 







.


Отсюда видим, что . Следовательно, выполняется соотношение   (29). 
Пример 1. Выберем 








где число.
Тогда задача  (25), (26), (27) примет вид 








.

Последняя задача эквивалентна следующей задаче 





.




Таким образом в данном  случае дельтаобразное возмущение примет вид  отметим, что  область определения оператора  шире чем  и состоит из функции вида 





где  .


3.4  Спектральный анализ оператора 



Пусть   Обозначим через  сужение оператора , заданного на области определения
 




.

Теорема 15 обобщается следующим образом

Теорема 16. Резольвента оператора имеет представление   


           


и представляет мероморфную операторную функцию от спектрального параметра .
Доказательство теоремы 16 получается дословным повторением доказательства теоремы 15. Нас интересует следующее утверждение, вытекающее из теоремы 16.
Следствие 1. Справедливо представление 





.

Удобно ввести определитель возмущения 


.

Отметим,  что  похожие формулы резольвент можно найти в работе В.А. Садовничего, В.А. Любишкина [16]. Из теоремы 15 также вытекает формула М.Г. Крейна следствие  сразу же следует из соотношения 





которое проверяется непосредственно. В частности,  при   имеем



.


Так как , то


.




Выберем граничный функционал так, чтобы . В таким случае определитель возмущение . Из свойств регуляризованных определителей возмущения [17] следует утверждение.  











Теорема 17. Собственные значения при   операторов  совпадают с собственными значениями оператора . Допустим, что первое собственное значение оператора  простое. Выберем точку так, чтобы .Тогда из теоремы 17  вытекает следующее следствие. Пусть и . Тогда все собственные значения оператора  совпадают с собственными значениями оператора  .

Замечание 1. Первым собственным значением оператора  можно обозначить любое его собственное значение. Поэтому узлы собственной функции существуют.



Замечание 2. В данной работе изучен случай одной проколотой точки . Наши рассуждения не изменяться, если проколотых точек в области  конечное число. Таким образом, все результаты настоящей работы сохраняются в случае конечного числа проколотых точек в .
Примеры.
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где 


 




семейство    замкнутое и полно в 
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Теорема 18. Предположим, что выполнено условие вещественно-значная, измеримая функция (3.10) Задача Дирихле для уравнения  имеет единственное решения, если . Поэтому можно установить соответствие  где то есть  является непрерывным линейным оператором из  на .


Следствие 2. - положительно определенный оператор, если  - ограниченное множество.


ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведен спектральный анализ конечномерных возмущений фредгольмовых операторов. Доказаны теоремы о спектральных свойствах конечномерных возмущений фредгольмовых операторов. Разработан метод спектрального анализа одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. Более того, на основе полученных представлений резольвент, установлена формула  М.Г. Крейна, которая описывает спектральные свойства рассматриваемых двухточечных краевых задач. 
Получены теоремы о распределении собственных значении конечномерных возмущений фредгольмовых операторов. Разработан метод спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. Доказана теорема о сходимости спектральных разложений конечномерных возмущений фредгольмовых операторов.
	Таким образом, за отчетный период нами проведен спектральный анализ конечномерных возмущений фредгольмовых операторов, а также разработан метод спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов.
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