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МОЛЕКУЛАЛЫҚ СУТЕГІ ИОНДАРЫ, МОЛЕКУЛАЛАРДЫҢ ДӘЛ (ПРЕЦИЗИОНДЫ) СПЕКТРОСКОПИЯСЫ, ВАРИЯЦИЯЛЫҚ ӘДІС, ЭНЕРГЕТИКАЛЫҚ СПЕКТР, БАЙЛАНЫСҚАН КҮЙЛЕР, ЭКЗОТИКАЛЫҚ АТОМДАР МЕН МОЛЕКУЛАЛАР
Зерттеу аймағы: молекулалық сутегі ионы, экзотикалық атомдар мен молекулалар.
Жұмыстың мақсаты - сутегінің молекулалық иондарының спектрін зерттеу, атап айтқанда лазерлік әсері кезінде негізгі күйден қозған деңгейлерге өту ықтималдығын есептеу.
Жұмыс барысында барлық теориялық есептулер есептеуіш құрылғылардың көмегімен істелінді (сервер 2x 8-core Xeon E5-2690 2.9 GHz, 256 GB RAM, Дубна қ., Ресей).
Зерттеу нәтижесінде лазерлер әсер еткенде тербелмелі қозған деңгейлерге өту ықтималдығын есептеу жүргізілді. Атап айтқанда, сутегінің молекулалық ионында  келесідей күйлер үшін Е2 квадрупольдық өтпелер есептелді:  , мұнда  – бұрыштық момент,  - вибрациондық кванттық сан. Сандық есептеулер вариациялық тәсіл көмегімен жүргізілді, яғниэкспоненциалды ыдырау негізінде кездейсоқ таңдалған көрсеткіштермен саналған. Алынған нәтижелер алты мәнді сан дәлдігімен көрсетілген.
Негізгі конструктивті және техникалық пайдалану көрсеткіштері: есептеулердің жоғарғы дәлдігі.
Іске асырылуы қамтамасыз етілмеген.
Есептеулерде пайдалынылған әдістер өз тиімділігін растайды.


РЕФЕРАТ
Отчет 30 с., 1табл., 41 источников, 2 прил.
МОЛЕКУЛЯРНЫЙ ИОН ВОДОРОДА, ПРЕЦИЗИОННАЯ СПЕКТРОСКОПИЯ, ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ СПЕКТР, ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД, СВЯЗАННОЕ СОСТОЯНИЕ, ЭКЗОТИЧЕСКИЕ АТОМЫ И МОЛЕКУЛЫ
Объектами исследования являютсямолекулярные ионы водорода.
Цель работы -изучение спектра молекулярных ионов водорода, в частности вычисление вероятности переходов от основного состояния к возбужденным уровням при воздействии лазеров.
В процессе работы все теоретические вычисления проводятся с помощью вычислительной техники (сервер 2x 8-core Xeon E5-2690 2.9 GHz, 256 GB RAM, г.Дубна, Россия).
В результате исследования проведены вычисления вероятности переходов к колебательным возбужденным уровням при воздействии лазеров. В частности, в молекулярном ионе водорода были вычисленыквадрупольные переходы Е2 для следующих состояний: , где  – угловой момент,  – вибрационное квантовое число.Численные расчеты проводились с помощью вариационного подхода, основанного на экспоненциальном разложении со случайно выбранными показателями. Полученные результаты представлены шестью значащими цифрами.
Основные конструктивные и технико-эксплуатационные показатели: высокая точность вычислений.
Внедрение не предусмотрено.
Методы используемые для вычислении подтверждают свою эффективность.
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Для решения некоторыхфундаментальных проблемы физики и других наук, включающие практические задачи, необходимо применять определенные методы исследования, позволяющие определять качественные и количественные составы вещества, их строения, свойства и другие параметры в широких пределах температур и давлений, в различных агрегатных состояниях и прочих физических условиях.
Универсальный метод, который удовлетворяет условиям работы нашего проекта, является спектроскопия. Спектроскопия – раздел физики занимающийся исследованием строения вещества с помощью электромагнитного излучения, поглощенного, испущенного, рассеянного или отраженного объектом исследования.
Молекулярные спектры наших изучаемых объектов, описывается более сложным образом, нежели двухатомные. Наряду с движением электронов существенную роль играют периодические колебания относительного расположение ядер – колебательное движениемолекулы и периодические изменения ориентации молекулы как целого в пространстве – вращательное движение молекулы. Таким образом, в молекуле существует три вида движений – электронное, колебательное и вращательное. Это приводит к тому, что спектры молекул значительно сложнее спектров атомов и, как правило, имеют очень характерный вид.
В данном проекте рассматривается квантовая задача трех тел с кулоновским взаимодействием, которая является одной из наиболее известных неинтегрируемых задач в квантовой механике. Задача на связанные состояния для системы трех частиц допускает сколь угодно точные численные решения на современных вычислительных машинах.
Молекулярные ионы водорода представляют собой системы из трех тел, которые позволяют точно теоретически оценить их спектр и влияние внешнего поля [1,2]. Правильно подобранные переходы проявляют слабую чувствительность к внешним полям. Эта особенность делает их отличными кандидатами для стандартов частоты с потенциальной точностью на уровне [3,4]. Текущие и будущие результаты прецизионной спектроскопии этого молекулярного иона водорода в сочетании с теоретическим предсказанием частот перехода также позволяют определить несколько фундаментальных констант атомной физики, таких как отношение массы протона к электрону и постоянную Ридберга [5,6,7]. В данной работе мы даем полное рассмотрение электрических квадрупольных переходов в , а именно, вычисляются скорости для переходов между состояниями с колебательным квантовым числом до.
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Предложим вариационный метод, определяющий вид базисных функций разложения решения, а также стратегию выбора вариационных параметров при построении волновой функций. В дальнейшем этот метод будем называть «экспоненциальным разложением». Также проведем анализ основных подходов к построению вариационного разложения решений для систем трех частиц, в том числе для основного состояния молекулярных ионов водорода и для состояний с ненулевым орбитальным угловым моментом.
Уравнение Шредингера запишем в следующем виде

[image: ]						(1.1)

для некоторого гамильтониана [image: ]. Основными задачами вариационного исчисления, являются задачи на определения экстремумов или стационарных значений функционалов. Сущность этого метода состоит в замене задачи поиска стационарных значений функционалов принципиально более простой задачей поиска стационарных значений функций нескольких переменных [8]. Данный вариационный принципХиллерааса-Ундгейма, более известный в математике как вариационный принцип Релея-Ритца, считается универсальным методом при получении приближенного решения.
Допустим [image: ]самосопряженный оператор, который определен в гильбертовом пространстве, и для которого выполняется условие

[image: ]						(1.2)

где [image: ] - некоторая константа. Далее определяем функционал

[image: ]						(1.3)

этот функционал ограничен снизу значением константы [image: ].
Нахождение собственных значений (энергии связанных состояний) стационарного уравнения Шредингера приводит к вычислению седловых точек функционала (1.3).
Далее рассматриваем метод, использующий вариационный принцип Релея-Ритца для практического решения задач на собственные значения.
Пусть [image: ] - последовательность векторов в гильбертовом пространстве, подчиненная двум требованиям:
1) вектора [image: ] принадлежат области определения оператора [image: ];
2) при любом [image: ], вектора [image: ] линейно независимы.
Предположим, что [image: ], где [image: ]-скалярные коэффициенты. Подставляя [image: ] при фиксированном[image: ] в функционал [image: ], получим функцию, зависящую от конечного набора параметров [image: ]

[image: ]					(1.4)

где

[image: ]					(1.5)

Тем самым поиск решений сводится к вычислению соответствующих собственных значений обобщенной задачи на собственные значения

[image: ]						(1.6)

матрицы [image: ] и [image: ] составлены из коэффициентов [image: ] и [image: ], соответственно.
Вектора [image: ] могут зависеть от нелинейных параметров [image: ]. В этом случае, для каждого фиксированного [image: ] и конкретного номера собственного значения [image: ] решается задача (1.6) и выбирается [image: ], затем данная величина минимизируется по всем значениям нелинейных параметров:

[image: ]					(1.7)

Для оценок Ритца выполнено одно важное свойство:

[image: ]						(1.8)

Отсюда можно сделать вывод, что оценки Ритца являются оценками сверху. Для базисных функций, зависящих от нелинейных параметров, неравенство (1.8) следует из

[image: ]					(1.9)
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В первых работах Хиллераас [9] использовал разложение вариационной функции по базису

[image: ]				(1.10)

где введены новые переменные: [image: ] и [image: ]. Скалярный параметр [image: ], также как и коэффициенты [image: ], определялись из минимизации вариационного функционала (1.3).
Дальнейшим толчком для развития разложения (1.10), стало «обобщенное» разложение Хиллерааса [10]. Для состояний с произвольным полным угловым моментом системы [image: ] оно имеет вид:

[image: ]		(1.11)

где [image: ] для состояний "нормальной" пространственной четности [image: ] для состояний "аномальной" пространственной четности [image: ]. Здесь функция [image: ]есть[11]

[image: ]			(1.12)

а оператор пространственной четности [image: ], действует на пространственные координаты следующим образом: [image: ]. Удобство использования функций [image: ] обусловлено тем, что они правильно воспроизводят поведение волновой функции при [image: ] (или [image: ]), оставляя для выражения входящего в квадратные скобки в (1.11) разумное требование ограниченности функции в области изменения переменных.
Происхождение названий «нормальной» и «аномальной» пространственной четности объясняется следующими соображениями. Как можно видеть из разложения (1.11), состояния «аномальной» четности могут распадаться на кластеры с угловым моментом связанной пары [image: ]. В атомной физике основное состояние пары частиц обладает нулевым угловым моментом, а граница непрерывного спектра в системе трех частиц определяется энергией основного состояния, пары с наиболее глубоким уровнем энергии, либо нулевой энергией в случае отсутствия связанных пар. Из этого следует, что связанные состояния «аномальной» четности располагаются ниже порога кластера с возбужденным состоянием пары и обычно лежат в непрерывном спектре системы трех частиц. Поэтому включение в гамильтониан любого оператора взаимодействия нарушающего пространственную четность приводит к тому, что эти состояния растворяются в непрерывном спектре, образуя резонансы.
Для [image: ] - состояний вычисление матричных элементов сводится к вычислению интегралов вида:

[image: ]			(1.13)

Дифференцируя по[image: ] под знаком интеграла получаем, что

[image: ]				(1.14)

и таким образом все интегралы могут быть вычислены из[image: ] простым дифференцированием:

[image: ]		(1.15)

Далее, следуя работе [12], мы воспользуемся рекуррентным соотношением

[image: ].			(1.16)

Применяя его поочередно к каждой паре переменных[image: ] и [image: ] мы приходим к рекуррентной схеме вычисления интегралов для неотрицательных значений параметров [image: ]:

[image: ]				(1.17)

Важной особенностью соотношений (1.17) является положительность входящих в них величин [image: ] и [image: ], что делает рекуррентную схему (1.17) вычисления интегралов устойчивой к погрешностям округления в компьютерных вычислениях.
Усреднение по угловым переменным для состояний с ненулевым полным орбитальным моментом системы, сводящее вычисление матричных элементов к интегралам вида (1.13), было рассмотрено Дрейком [13]. Позднее Эфрос [14] предложил компактную и эффективную рекуррентную схему, реализующую эту редукцию.
Вариационные разложения наиболее эффективны для исследования систем состоящих из двух электронов и тяжелого ядра. Для трехчастичных систем состоящих из одной легкой частицы и двух тяжелых, таких как положительные ионы водорода [image: ]и [image: ]. Приемлемой схемой вариационного разложения волновой функции решения является молекулярное разложение:

[image: ]			(1.18)

Здесь [image: ] - радиус вектор взаимного расположения двух ядер, а [image: ] – радиус вектор легкой частицы относительно геометрического центра тяжелых частиц. Функции [image: ] - симметризованные функции Вигнера:

[image: ]	(1.19)

которые являются собственными функциями операторов [image: ] и [image: ]:

[image: ]				(1.20)

и нормированы так, что

[image: ]		(1.21)

Переменные [image: ] и [image: ] определяют углы Эйлера подвижного репера связанного с системой трех частиц следующим образом: ось [image: ] направлена вдоль оси двух тяжелых частиц, а [image: ] лежит в плоскости трех частиц по направлению к легкой частице.
Данный способ отделения угловых переменных приводит к гамильтониану, зависящему от внутренних координат частиц и азимутального квантового числа [image: ]. Полученный гамильтониан является трехдиагональным, и внедиагональные матричные элементы имеют параметр малости [image: ], где [image: ] приведенная масса тяжелых частиц. Проектируя гамильтониан на подпространство [image: ], мы получим приближение, которое содержит адиабатическое решение Борна-Оппенгеймера. Для больших угловых моментов разложение (1.18) сходится быстро по азимутальному квантовому числу [image: ] и использование только первых двух-трех компонент из (1.18) в вариационном разложении достаточно для получения прецизионных значений энергии. Чтобы определить функции, зависящие от внутренних степеней свободы удобно использовать сфероидальные координаты (в которых факторизуется кулоновская задача двух центров):

[image: ]			(1.22)

В этих координатах разложение азимутальных волновых функций [image: ] из (1.18) определяются следующим образом:

[image: ]			(1.23)

Впервые это разложение было предложено Хальперном [15], для расчета энергий связи в мюонной молекуле [image: ]. В дальнейшем это разложение подробно исследовалось в работе кандидатской диссертации Коробова В.И. [16] и использовалось для прецизионных расчетов слабосвязанных состояний мюонных молекул изотопов водорода [image: ] и [image: ][17]–[23].
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Для [image: ] - состояний это разложение имеет вид:

[image: ]				(1.24)

где параметры в экспоненте выбираются тем или иным образом. В ранних работах [24], использовавших разложение (1.24), полученное представление связывали с дискретизацией интегрального представления волновой функции

[image: ]			(1.25)

предложенного еще Гриффином и Уиллером [25] в 1957 году. При этом параметры [image: ] и [image: ] выбирались в соответствии с различными квадратурными формулами интегрирования (1.25). Систематическое исследование разложения (1.24) с использованием параметров, генерируемых с помощью псевдослучайных чисел, было дано в [26]. В предлагаемом подходе нелинейные параметры из уравнения (1.24) генерируются с помощью следующих простых формул:

[image: ]				(1.26)
здесь [image: ] обозначает дробную часть [image: ], а [image: ] и [image: ] – некоторые простые числа. Преимущество этих простых генераторов псевдослучайных чисел состоит в воспроизводимости результатов вариационных вычислений. Скорость сходимости экспоненциального разложения с псевдослучайной стратегией выбора нелинейных параметров (1.26) необычайно высока на наборах базисных функций умеренных размерностей (до 100–200 пробных функций). К недостаткам метода следует отнести быстрое вырождение базиса, что приводит к потере устойчивости вычислений в арифметике двойной точности уже при размерностях базиса [image: ].
Другой существенной особенностью метода является медленная сходимость разложения для систем с двумя тяжелыми ядрами, такими как [image: ] и [image: ]. Подобное поведение можно легко объяснить отсутствием осцилляций у экспоненты, описывающей взаимное движение тяжелых ядер, в то время как осцилляторное поведение характерно для колебательных степеней свободы молекулярных систем. Однако рецепт, позволяющий избавиться от этого недостатка, очень прост, достаточно  ввести вместо вещественных экспонент в (1.24) комплексные и перейти к базису состоящему из вещественных и мнимых частей исходного базиса:

[image: ]			(1.27)

Данный рецепт был предложен Ребане и Юсуповым [27] (в варианте для одной комплексной базисной функции) и независимо Коробовым В.И. [28], а также в несколько менее эффективной форме Фроловым и Смитом [29]. Для построения вариационной функции для молекулярных систем при полном орбитальном моменте не равном нулю, удобно использовать разложение по биполярным гармоникам,

[image: ]				(1.28)

аналогичное обобщенному хиллераасовскому разложению (1.11), которое связывается с молекулярным разложением (1.18) с помощью следующего соотношения:

[image: ]			(1.29)

где коэффициенты [image: ] выражаются через коэффициенты Клебша-Гордана:

[image: ]				(1.30)

При этом геометрия выбирается так, что [image: ], а [image: ]. В этом случае разложение по угловым переменным индексируется параметром [image: ] – угловым моментом легкой частицы и быстро сходится по [image: ], так как подпространства 

[image: ]				(1.31)
и
[image: ]				(1.32)
совпадают.
Для удобства выпишем экспоненциальное вариационное разложение в полном виде с учетом угловой зависимости волновой функции, описывающей вращательные степени свободы:

[image: ]			(1.33)

где [image: ], или [image: ], в зависимости от пространственной четности состояния, а комплексные параметры в экспоненте генерируются псевдослучайным образом (1.26).
Замедление сходимости наблюдается в молекулярных расчетах, особенно для состояний с большим вибрационным квантовым числом, это объясняется тем, что частота осцилляций (волновое число) зависит от [image: ] – расстояния между ядрами в системе и его изменение обусловлено спаданием потенциала эффективного взаимодействия между тяжелыми частицами. В то же время, оптимизируя вариационный интервал для нелинейного параметра, который определяет волновое число решения в наиболее существенной для энергии области, мы получаем неэффективное приближение в других областях по [image: ]. Чтобы исправить создавшееся положение необходимо строить многослойное вариационное разложение, состоящее из нескольких независимых наборов базисных функций, оптимальные вариационные нелинейные параметры для которых ищутся независимым образом. Таким образом, каждый набор базисных функций, определяет оптимальное приближение в определенной области координат системы. Подобная стратегия приводит к тому, что экспоненциальное разложение становится наиболее эффективным и универсальным методом решения для связанных состояний в квантовой задаче трех тел с кулоновским взаимодействием. Возможности этого метода были продемонстрированы в [30,31].
Чтобы решить проблему численной неустойчивости расчетов при больших значениях N первоначально использовался модуль программ «multiprecision» разработанный Бейли [32] для работы с Фортраном-90. Этот пакет позволяет производить расчеты в арифметике с любой наперед заданной точностью. Позднее Коробовым В.И. были разработаны модули программ шестерной и восьмерной точности (соответственно, 48 и 64 десятичных цифр), которые помогли ускорить время счета в пять и более раз по сравнению с пакетом «multiprecision». Важной особенностью нового стандарта Фортрана 90 является возможность использовать модули расширенной точности без существенного изменения исходных программ.
Учитывая выше изложенные методы вычисления, нами были рассчитаны ро-вибрационные энергии для молекулярных ионов водорода  и [33] и релятивистские поправки ведущих порядков для колебательных спектров молекулярных ионов водорода  и [34], которые позволили нам сделать теоретические расчеты для квадрупольных переходов Е2.


2 [bookmark: _Toc22889987]КВАДРУПОЛЬНЫЕ ПЕРЕХОДЫ В МОЛЕКУЛЯРНОМ ИОНЕ ВОДОРОДА
2.1 [bookmark: _Toc22889988]Введение
Спектроскопия электрических квадрупольных переходов в гомоядерных молекулах была предметом многих исследований, в последнее время в ловушках и симпатически охлажденных молекулярных ионах [35]. Первое теоретическое исследование электрических квадрупольных вращательных переходов было опубликовано Бейтсом и Путсом в 1953 г. [36] с использованием двухцентрового приближения для волновой функции. В [37] были вычислены скорости спонтанного излучения для всех колебательных переходов в  без учета сверхтонкой структуры. Более точные расчеты были выполнены Пилоном и Байем в работе [38].В [39] Карррассмотрел сверхтонкую структуру некоторых E2-переходов для частного случая растянутых состояний.
Сильные стороны сверхтонких квадрупольных переходов для двухатомных молекул недавно обсуждались Германом и Вилличем [40]. В частности, они рассмотрели случай Хундав -представлении и вывели для этого частного случая общие выражения для силы линии в нулевом порядке теории возмущений.
В этой работе мы представляем полную трактовку электрических квадрупольных переходов , не включающую спиновую (сверхтонкую) структуру, мы рассмотрели переходы между высшими возбужденными состояниями с квантовым числом колебаний до.

2.2 [bookmark: _Toc22889989]Взаимодействие с лазерным электромагнитным полем
В системе отсчета центра масс нерелятивистский гамильтониан  равен

				(2.1)

где  и  являются координатами и операторами импульса протона, дейтрона и электрона соответственно;  и и массы протона, дейтрона и электрона, соответственно.
	Гамильтониан взаимодействия системы частиц с внешним электромагнитным полем запишем в виде:

					(2.2)

здесь  заряд частицы , . Для плоской волны с общей поляризацией электромагнитный векторный потенциал равен:

				(2.3)

и соответствует электрическому полю

			(2.4)

является сложным вектором, удовлетворяющем . В длинноволновом приближении мы расширим показатель  в уравнении (2.2) и оставим только члены, отвечающие за электрические квадрупольные переходы:

				(2.5)

Вышеупомянутое выражение может быть переписано как сумма слагаемых, каждое из которых является произведением двух симметричных или антисимметричных тензоров. Произведение антисимметричных тензоров приводит к магнитным дипольным переходам и здесь не рассматривается. Остальные члены ставятся в виде [41]

				(2.6)

здесь  является симметричной частью тензорного произведения электрического поля в центре масс системы  и волнового вектора . Мы также используем безразмерный, не зависящий от времени комплексный тензор

						(2.7)

где  и единичные векторы вдоль  и : . Отношение к

					(2.8)

2.3 [bookmark: _Toc22889990]E2 переход
В длинноволновом приближении мы расширим показатель  в (2.2) и оставим только члены, отвечающие за электрические квадрупольные переходы:

					(3.1)

где 



где  является симметричной частью тензорного произведения электрического поля в центре масс системы [36].
Матричный элемент квадрупольных переходов E2 между начальным состоянием  и конечным состоянием  можно представить в виде:

					(3.3)

В наших численныхрасчетах,которые представлены в Таблице 1, скорости переходов выражаются через коэффициенты Эйнштейна ,
		(3.4)
где , и  атомные единицы длины, времени и энергии.


Таблица 1 - Коэффициенты Эйнштейна  для выбранных E2 квадрупольных переходов в вбез спиновомприближении .

	v-v’
	L0-L2
	L1-L3
	L2-L4
	v-v’
	L0-L2
	L1-L3
	L2-L4

	0-0
	0.266940[-11]
	0.435701[-10]
	0.255392[-9]
	6-0
	0.109985[-14]
	0.192045[-11]
	0.586954[-11]

	0-1
	0.791658[-7]
	0.111358[-6]
	0.133021[-6]
	6-1
	0.811070[-10]
	0.181600[-11]
	0.116964[-10]

	0-2
	0.127731[-7]
	0.198443[-7]
	0.259890[-7]
	6-2
	0.295509[-8]
	0.708346[-9]
	0.130802[-9]

	0-3
	0.171828[-8]
	0.296236[-8]
	0.423923[-8]
	6-3
	0.405839[-7]
	0.152499[-7]
	0.734931[-8]

	1-0
	0.272068[-6]
	0.139067[-6]
	0.997554[-7]
	7-0
	0.625284[-12]
	0.201607[-11]
	0.382213[-11]

	1-1
	0.266897[-11]
	0.435159[-10]
	0.254664[-9]
	7-1
	0.194906[-11]
	0.481496[-11]
	0.220544[-10]

	1-2
	0.132521[-6]
	0.185470[-6]
	0.220277[-6]
	7-2
	0.343277[-9]
	0.252956[-10]
	0.974395[-11]

	1-3
	0.329693[-7]
	0.507206[-7]
	0.658087[-7]
	7-3
	0.679764[-8]
	0.183041[-8]
	0.464255[-9]

	2-0
	0.303869[-7]
	0.132487[-7]
	0.787383[-8]
	8-0
	0.805157[-12]
	0.139022[-11]
	0.215779[-11]

	2-1
	0.460505[-6]
	0.235947[-6]
	0.169543[-6]
	8-1
	0.116000[-11]
	0.795083[-11]
	0.176212[-10]

	2-2
	0.262880[-11]
	0.428172[-10]
	0.250197[-9]
	8-2
	0.229204[-10]
	0.416268[-11]
	0.435431[-10]

	2-3
	0.165166[-6]
	0.229968[-6]
	0.271503[-6]
	8-3
	0.103362[-8]
	0.130764[-9]
	0.514987[-12]

	3-0
	0.251273[-8]
	0.825326[-9]
	0.318860[-9]
	9-0
	0.636455[-12]
	0.847346[-12]
	0.117792[-11]

	3-1
	0.812577[-7]
	0.359832[-7]
	0.217973[-7]
	9-1
	0.301478[-11]
	0.672682[-11]
	0.114510[-10]

	3-2
	0.580358[-6]
	0.298042[-6]
	0.214510[-6]
	9-2
	0.155110[-12]
	0.157690[-10]
	0.439546[-10]

	3-3
	0.255290[-11]
	0.415406[-10]
	0.242387[-9]
	9-3
	0.119072[-9]
	0.823735[-13]
	0.559189[-10]

	4-0
	0.191120[-9]
	0.323180[-10]
	0.105875[-11]
	10-0
	0.435900[-12]
	0.498525[-12]
	0.644346[-12]

	4-1
	0.943559[-8]
	0.325964[-8]
	0.137441[-8]
	10-1
	0.297002[-11]
	0.463701[-11]
	0.691862[-11]

	4-2
	0.143895[-6]
	0.646561[-7]
	0.398618[-7]
	10-2
	0.487761[-11]
	0.169802[-10]
	0.327972[-10]

	4-3
	0.644725[-6]
	0.331837[-6]
	0.239192[-6]
	10-3
	0.373245[-11]
	0.186296[-10]
	0.761487[-10]

	5-0
	0.100321[-10]
	0.202467[-13]
	0.515660[-11]

	5-1
	0.981315[-9]
	0.202695[-9]
	0.219196[-10]

	5-2
	0.219660[-7]
	0.793315[-8]
	0.359596[-8]

	5-3
	0.210720[-6]
	0.959897[-7]
	0.601524[-7]






[bookmark: _Toc22889991]ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В отчетный период был проведен анализ основных подходов к построению вариационного разложения решений для молекулярного иона водорода , как для основного состояния, так и для состояний с ненулевым орбитальным угловым моментом, с помощью которых были вычислены вероятности переходов от основного состояния к возбужденным уровням. Численные результаты представлены в виде коэффициентов Эйнштейна для квадрупольных переходов Е2для состояний: . Численные расчеты проводились с помощью вариационного подхода, основанного на экспоненциальном разложении со случайно выбранными показателями. Полученные результаты представлены шестью значащими цифрами. Результаты предназначены для того, чтобы выбрать оптимальные переходы соответствующей длины волны и интенсивности, и спланировать будущие эксперименты по E2-спектроскопии . 
Поставленные задачи в календарном плане выполнены полностью на высоком уровне. Эта подтверждается результатами работ исполнителей опубликованных в журналах с высокимимпакт-факторами, в частности:
1) D.T.Aznabaev, A.K.Bekbaev, V.I.Korobov,«Leading-order relativistic corrections to the rovibrational spectrum of  and  molecular ions», PHYSICAL REVIEW A -Vol.99, -P.012501 (2019) (IF-2.907, SJR-1.058, Quartiles – 1 (Q1))(DOI: 10.1103/PhysRevA.99.012501).
2) A.K.Bekbaev, D.T.Aznabayev, and V.I.Korobov, «Variational calculations of the  androvibrational energies», AIP Conference Proceedings, 2163, 090003 (2019) (SJR-0.182)https://aip.scitation.org/doi/abs/10.1063/1.5130125.
а также выступления на международных конференциях:
1) The XXIII International Scientific Conference of Young Scientists and Specialists AYSS-2019 «Variational calculations of the  androvibrational energies», БекбаевА.К., г.Дубна (Россия). https://indico.jinr.ru/event/756/session/12/contribution/457.
2) International Conference on Precision Physics and Fundamental Physical Constants FFK-2019 «Quadrupole transitions of the hydrogen molecular ion », БекбаевА.К., г.Тихани (Венгрия). https://indico.cern.ch/event/643043/timetable/#20190612.detailed.
3) International Conference on Precision Physics and Fundamental Physical Constants FFK-2019 « Nonrelativistic ionization energy levels of the helium atom», АзнабаевД.Т., г.Тихани (Венгрия). https://indico.cern.ch/event/643043/timetable/#20190612.detailed.
Результаты работы имеют большое значение в физике, метрологии, химии. В частности для уточнения фундаментальных физических констант, в первую очередь для улучшения значения отношения массы электрона к протону [image: ]. Поэтому представленные задачи данного проекта являются приоритетным направлениям не только в РК, но и на мировом уровне. Исследование по этой теме является одним из бурно развиваемых направлений современной теоретической физики крупных научных центров мира, таких как: Объединенный институт ядерных исследований Лаборатория теоретической физики им.Н.Н.Боголюбова (г.Дубна, Россия), Институт экспериментальной физики (г.Дюссельдорф, Германия), Лаборатория Кастлер-Броссе, (г.Париж, Франция), Институт физики и математики китайской академии наук (г.Ухань, КНР) и др. Казахстанские физики также проводят интенсивное исследование по этим направлениям. Об этом свидетельствует научные публикации в международных журналах с высоким импакт-фактором и выступления на международных конференциях, тем самым показывает высокий научно-технический уровень и перспективность данного проекта.
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