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 Объектом исследования явлются эволюционное уравнение с дробной степенью эллиптического оператора, нелинейное интегральное уравнение гравиметрии. 
 	Цель работы – разработка численных алгоритмов для решения обратной задачи восстановления неизвестной правой части эволюционного уравнения с дробной степенью эллиптического оператора и  нелинейной обратной задачи гравиметрии о восстановлении поверхности раздела двух сред. 
 	Методы исследования. Разработанные алгоритмы основываются на результатах предыдущих исследований, явлются новыми и предполагают построение вычислительных алгоритмов решения обратной задачи идентификации правой части эволюционного уравнения с дробной диффузией, обратной задачи гравиметрии по восстановлению поверхности раздела методами решения обратных некорректных задач и вычислительного эксперимента. 
 	Результаты работы и их новизна заключается в разработке вычислительных алгоритмов решению обратной задачи восстановления неизвестной правой части эволюционного уравнения,  разработке эффективных параллельных алгоритмов для определения поверхности раздела двух слоев разной плотности по измеренному гравитационному полю. 
 Рекомендации по внедрению и/или итоги внедрения результатов НИР: предусмотреть практическое использование комплекса математических моделей, численных методов, алгоритмов и программ в задачах геофизики. Область применения: нелокальные математические модели с дробными производными, геофизика.
 Перспективность исследований вызвана возможностью изучения новых неклассических математических моделей, структуру неоднородных сред с различными характеристиками. 
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 Зерттеу объектісі – бөлшек дәрежелі эллипстік операторлы эволюциондық теңдеу, гравиметрияның сызықтық емес интегралдық теңдеуі. 
 	Жұмыстың мақсаты – бөлшек дәрежелі эллипстік операторлы эволюциондық теңдеудің белгісіз оң жағын тіктеу кері есебі және гравиметрияның екі ортаның бөлу бетін тіктеу сызықтық емес кері есебін шешудің сандық алгоритмдерін құру. 
 	Зерттеу әдістері. Құрылған алгоритмдер алдыңғы зерттеу нәтижелеріне негізделген, жаңа болып бөлшек  диффузиялы эволюциондық теңдеудің оң жағын идентификациялау кері есебін, кері қисынсыз есептерді шешу әдістері және есептеу тәжірибесімен бөлу бетін тіктеу жайлы гравиметрияның кері есебін шешудің есептеу алоритмдерін құруды көздейді. 
	Жұмыс нәтижелері мен олардың жаңашылдығы эволюциондық теңдеудің белгісіз оң жағын тіктеу кері есебін шешудің есептеу алгоритмдерін, өлшенген гравитациялық өріс бойынша тығыздықтары әртүрлі екі ортаны бөлу бетін анықтаудың тиімді параллель алгоритмдерін құру болып табылады. 
	ҒЗЖ нәтижелерін және/немесе ендіру қорытындылары:  математикалық моделеьдер, сандық әдістер, алгоритмдер және бағдарламалар кешенін геофизика есептерінде амалда қолдануды қарастыру.
Қолдану аймағы: бөлшек туындылы локаль емес математикалық модельдер, геофизика. 
Зерттеу перспективалары классикалық емес жаңа математикалық модельдерді, сипаттамалары түрлі болған біртекті емес орталарды зерттеу мүмкіндігі болып табылады.
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ВВЕДЕНИЕ  
Теория и численные методы решения некорректно поставленных  обратных задач относятся к важнейшим направлениям исследования современной вычислительной математики. Это обусловлено потребностями науки и техники, вычислительной томографии, биологии и многих различных областей естествознания,  где эти проблемы возникают в форме обратных задач [10], [20]. Обратные задачи большинство случаев относятся к классу некорректных (условно корректных) задач и для их приближенного решения используются различные регуляризирующие алгоритмы [1], [29], [39]. При разработке алгоритмов численного решения обратных задач основное внимание уделяется вопросам  устойчивости вычислительных алгоритмов, максимальному учету особенностей обратных задач.
В настоящее время активно обсуждаются [11], [15]  нелокальные прикладные математические модели, основанные на использовании дробных производных во времени и пространстве. Многие прикладные модели физики, биологии, гидрологии и финансов связываются как с субдиффузией (дробность по времени), так и с  супердиффузией (дробность по пространству). Проблемы супердиффузии описываются как эволюционные задачи с дробной степенью эллиптического оператора.
При решении нестационарных задач с дробной степенью эллиптического оператора можно использовать конечно-разностные методы, метод конечного объема и метод конечных элементов, которые ориентированы на задачи в нерегулярных областях и использование нерегулярных расчетных сеток [21], [30]. Вычислительная реализация связывается с вычислением умножения функции матрицы на вектор. С этой целью  применяются различные подходы [17], которые использовались при численном решении нестационарных задач для дробных уравнений диффузии. Проблемы использования методов подпространств Крылова при решение систем линейных уравнений связанных с дробными эллиптическими операторами обсуждаются в работе [18]. В [14] проводится сравнительный анализ, в частности, метода контурного интегрирования и расширенного метода подпространств Крылова, при приближенном решении дробных по пространству уравнений диффузии-реакции. Самый простой вариант связан с явным построением решения с использованием известных собственных значений и собственных функций эллиптического оператора с диагонализацией соответствующей матрицы [13], [19].
К сожалению, эти подходы демонстрирует слишком высокую вычислительную сложность для многомерных задач. В работе [35] предложен вычислительный алгоритм решения уравнения с дробной степенью эллиптического оператора на основе перехода к псевдо-параболическому уравнению. Для вспомогательной задачи Коши применяются стандартные двухслойные схемы. Вычислительный алгоритм прост для практического использования и применим для приближенного решения широкого класса задач. Небольшое число шагов по времени требуется, чтобы найти приближенное решение. Такой  вычислительный алгоритм решения уравнений с дробной степенью оператора используется при решении нестационарной задачи [34]. Приближенное решение получается с использованием специальной безусловно устойчивой двухслойной регуляризованной разностной схемы.
Можно отметит также общий подход для приближенного решения  уравнение с дробной степенью оператора. Он базируется  на использовании той или ионой аппроксимации дробной степени оператора. При этом ориентируется на представление степени эллиптического оператора в виде интеграла по контуру (представление Данфорда-Шварца) и применение соответствующих квадратурных формул с узлами интегрирования на комплексной плоскости. Приближенный оператор представляется в виде суммы резольвенты [16], при этом обеспечивается экспоненциальная сходимость квадратурных аппроксимаций. В [12] обсуждается более преспективный вариант с использованием квадратурных формул с узлами на дейcтвительой оси, которые построены на основе соответствующего интегрального представления для степени оператора. В этом случае для обратного оператора рассматриваемой задачи получается аддитивное представление, каждое операторное слагаемое в котором есть обычный обратный эллиптический оператор.
Численное решение нестационарной задачи с дробной степенью ээлиптического оператора с граничными условиями III рода  исследованы в работе [2]. При этом используется конечно-элементная аппроксимация по пространству с аддитивной аппроксимацией оператора задачи. Аппроксимация по времени базируется на векторной схеме. Переход на новый слой по времени обеспечивается решением последовательности стандартных эллиптических краевых задач. 
Задача нахождения поверхности раздела двух слоев разной плотности по измеренному гравитационному полю возникает при исследовании структуры земной коры. Данная задача исследована во многих работах, например [3], [4], [5]. 
Задача описывается нелинейным интегральным уравнением первого рода и является некорректно поставленной. После дискретизации области и аппроксимации интегрального оператора задача сводится к решению плохо обусловленной системы нелинейных алгебраических уравнений большой размерности.
В реальных задачах измерения проводятся на больших территориях. Для повышения точности степени детализации необходимо использовать сетки большого размера, требующие обработки большого объема данных. Одним из способов сократить время вычисления является использование параллельных алгоритмов и высокопроизводительных вычислительных систем.
В рамках проекта разработаны вычислительные алгоритмы  восстановления неизвестной зависящей от времени правой части эволюционного уравнения с дробной степенью эллиптичекого оператора. Построены эффективные параллельные алгоритмы решения задачи гравиметрии о нахождении поверхности раздела. Алгоритмы реализованы в виде комплекса программ для многоядерных и графических процессоров. Проведено исследование эффективности распараллеливания.
        













1 ВОССТАНОВЛЕНИЕ НЕИЗВЕСТНОЙ ЗАВИСЯЩИЙ ОТ ВРЕМЕНИ ПРАВОЙ   
ЧАСТИ НЕСТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ С ДРОБНОЙ СТЕПЕНЬЮ 
ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА

[bookmark: _GoBack]В последние десятилетия многие новые нелокальные математические модели связываются с эллиптическими операторами с дробной степенью [11], [15]. В качестве примера можно приводит задачу супердиффузии (в этом случае говорят о дробности по пространству). В настоящее время для численного решения таких неклассических задач активно разрабатываются подходы с рациональной аппроксимацией дробной степени эллиптического оператора. Другой класс методов связан с рассмотрением некоторой вспомогательной задачи для дифференциальных уравнений с частными производными более высокой размерности. В [27] граничная задача рассматривается для эллиптического уравнения, а в работе [33] предложен метод задачи Коши, основанный на переходе к псевдопараболическому уравнению.
В теории и численных методах решения обратных задач для дифференциальных уравнений  с частными производными важное место занимает задачи идентификации коэффициентов  по некоторым дополнительным условиям. Важный класс обратных задач связаны с оценкой неизвестной правой части уравнения. Дополнительное условие чаще всего формулируется как значение решение во внутренней точке или как среднее значение, являющееся результатом интегрирования по всей области. Существование и единственность решения такой обратной задачи и корректность задачи в различных функциональных классах рассмотрены, например, в работах [20], [27], [29]. 
В рамках проекта исследуется задача идентификации правой части с неизвестной зависимостью от времени для эволюционного уравнения с дробной степенью эллиптического оператора в прямоугольной области с дополнительной информацией о решении краевой задачи во внутренней точке рассматриваемой области. Для разностной аппроксимации оператора Лапласа с однородным граничным условием Дирихле используются равномерная прямоугольная сетка. Аппроксимация во времени основано на обратной схеме Эйлера. Для решения обратной задачи мы используем безытерационный вычислительный алгоритм.  Мы используем специальную декомпозицию решения уравнения, где переход на новый слой по  времени основан на решении двух стандартных эллиптических задач. Этот подход  успешно применен для решения обратной задачи восстановления правой части параболического уравнения, зависящий от времени. 

1.1 Постановка задачи
Для простоты,  мы ограничимся рассмотрением двумерной задачи в прямоуголь-

нике. Пусть  и 

.



Скалярное произведение   и норму  в пространстве  определим, соответственно:


 ,     

Эллиптический оператор  определим  таким образом

                                                         .                                                       (1)



Оператор  определен на множестве функций которые на границе  удовлетворяют следующим условиям:

                                                       .                                                         (2)
Для спектральной задачи





имеем  и собственные функции  образуют базис в . Поэтому



Пусть оператор  удовлетворяет следующим ограничениям:



Оператор  является самосопряженным и положительно определен:

                                                                                                                          (3)







где единичный оператор в  Для  мы имеем  В приложениях значение неизвестно (в этом случае спектральная задача должна быть решена). Поэтому, мы будем предполагать, что   в (3). Предположим для дробной степени оператора :



Прямая задача формулируется следующим образом. Мы ищем такую функцию  что она является решением следующего эволюционного уравнения первого порядка: 

                                                                                               (4)
Начальное условие определяется как

                                                                                                                    (5)

Формулировка (4), (5) представляет собой прямую задачу, где правая часть (функции ) задается в качестве граничных и начальных условий.

Рассмотрим обратную задачу, где в уравнении (4) коэффициент  неизвестен. Дополнительное условие часто формулируется как

                                                                                             (6)


Предположим, что указанная выше обратная задача нахождения пары  функции из уравнений (4), (5) и дополнительного условия (6) корректно сформулирован. Соответствующие условия существования и единственности решения параболических задач (при ) имеются в упомянутых выше работах.

1.2 Полудискретная задача
Для   численного  решения  нестационарной задачи (4), (5)  введем  равномерную 

сетку в области :





где множество внутренних точек, тогда как ∂ω - множество граничных точек. Для сеточных функций  определим гильбертово пространство , где скалярное произведение и норма определяется следующим образом:


В сетке оператор А может быть записан так

                                                      (7)
Будем рассматривать спектральную задачу


Для собственных функций и собственных значений этой спектральной задачи получаем [12]: 


Прямыми вычислениями нетрудно убедиться, что 

                                                                                                                           (8)

где  и 



Для дробной степени оператора  получим


Задача (4), (5) связана с задачей Коши

                                                                                                 (9)

                                                                                                                  (10)

1.3 Алгоритм решения обратной задачи

Определим  равномерную   сетку    по      времени     и 

обозначим  Начнем с дискретизации по времени для приближенного решения прямой задача (9), (10). Для этого применим безусловную устойчивую неявную схему [37]:

                                                                          (11)

                                                                                                                                (12)    


После дискретизации прямой задачи (4), (5) как по пространственным переменнным, так и по времени, согласно (11), (12), мы приходим к задаче идентификации коэффициента  в правой части уравнения. Мы ограничиваемся случаем, когда дополнительная информация о решении определяется как значение решения в  точке наблюдения  (см. (6)), которая является некоторой внутренней точкой сетки. Предположим, что

                                                                     (13)

Для приближенного решения задачи (11)-(13) на новом временном слое  , используем разложение [36], [37]:

                                                                           (14)


Чтобы вычислить , мы решаем сеточное уравнение

                                                                        (15)

Сеточная функция  вычисляется из уравнения

                                                                                                                     (16)

Используя разложение (14)-(16), уравнение (11) выполняется для любого  

Условие (13) используется для оценки   Подставляя (14) в (13), получим

                                                                                     (17)



Ключевой вопрос применимости этого алгоритма связан с условием . Сеточная функция  определяется как решение сеточного уравнение (16). Такие ограничения могут быть предоставлены посредством соответствующей схемы измерения, то есть точки наблюдения . 

Для проверки вычислительного алгоритма мы получаем соответствующие оценки устойчивости для разностного решения, используя принцип максимума для сеточных уравнений. Для параболических уравнений () такие оценки устойчивости были получены в [38].
Вычислительная реализация основана на методе разделения переменных с разложением решения по известным собственным функциям оператора A. Для решения задачи (16) имеем



Аналогичным способом, для  из (15), получаем



Таким образом, приближенное решение задачи с дробной степенью эллиптического оператора реализуется самым простым способом.

1.4 Численные эксперименты
Для  демонстрации возможности  приведенного выше  численного алгоритма для 

решения задачи идентификации неизвестной правой части для параболического уравнения, рассмотрим следующую модельную задачу. В примерах ниже, мы рассмотрим задачу в единичном квадрате (). Предположим, что





Задача рассматривается на сетке с . Отметим, что для рассмотренных обратных задач влияние пространственной вычислительной сетки практически не наблюдается при рассмотрении последовательности сеток. Точка наблюдения находится в центре квадрата (). Коэффициент принимается в виде

                                                                                                             (18)  
с  Т = 0.1. Для правой части (18), интегрируя по времени Фурье коэффициенты, мы можем получить точное решение полудискретной задачи. Это рассматривается как ссылка на решение.

Приближенное решение прямой задачи (1)-(5) в конечный момент времени   показано на рис. 1. Выделена принципиальная зависимость решения от степени α. При стремлении α к нулю мы наблюдаем особенность решения. 
[image: ]
[image: ]

Рис.1.  Решение прямой задачи в конечный момент времени для различных .


Решение прямой задачи в точке наблюдения (см. (6)) изображено на рис. 2. При решении обратной задачи нахождения коэффициента эти данные рассматриваются как входные.
[image: ]

Рис. 2. Решение прямой задачи при 



При приближенном решении задачи (11)-(13) акцент делается на восстановлении зависимости правой части от времени для различных временных шагов. Точность оценивается через ошибку решения . Зависимость ошибки решения от параметра  представлена на рисунках 3-5. Наблюдается сходимость первого порядка по времени. 
[image: ]

           Рис. 3. Ошибка решения обратной задачи при  
[image: ]

Рис. 4.  Ошибка решения обратной задачи при 
[image: ]

Рис. 5. Ошибка решения обратной задачи при 
















2 ЧИСЛЕННЫЕ АЛГОРИТМЫ РЕШЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ  
   ГРАВИМЕТРИИ О ВОССТАНОВЛЕНИИ ОДНОЙ ПОВЕРХНОСТИ РАЗДЕЛА
Задача нахождения поверхности раздела двух слоев разной плотности по измеренному гравитационному полю возникает при исследовании структуры земной коры. Данная задача исследована во многих работах, например [2], [3], [28]. 
Задача описывается нелинейным интегральным уравнением первого рода и является некорректно поставленной. После дискретизации области и аппроксимации интегрального оператора задача сводится к решению плохо обусловленной системы нелинейных алгебраических уравнений большой размерности.
В реальных задачах измерения проводятся на больших территориях. Для повышения точности степени детализации необходимо использовать сетки большого размера, требующие обработки большого объема данных. Одним из способов сократить время вычисления является использование параллельных алгоритмов и высокопроизводительных вычислительных систем.
В рамках проекта построены эффективные параллельные алгоритмы решения задачи гравиметрии о нахождении поверхности раздела. Алгоритмы реализованы в виде комплекса программ для многоядерных и графических процессоров. Проведено исследование эффективности распараллеливания.

2.1 Постановка задачи 







Задача состоит в нахождении неизвестной функции , описывающей контактную поверхность, разделяющую два слоя с различными плотностями  и  (см. Рис. 6) по известному гравитационному полю , измеренному на земной поверхности, разности плотностей  и глубины залегания асимптотической поверхности , такой, что 
Задача описывается следующим уравнением

             (19)

где  -  гравитационная постоянная.


[bookmark: OLE_LINK7]Для предварительной обработки гравитационных данных применяется методика повысотных трансформаций, описанная в работе [6]. Данная методика позволяет подавить влияние приповерхностных и глубинных источников и приближенно выделить гравитационный эффект , порождаемый слоем 
Уравнение (19) можно переписать в операторной форме 

                                                                                                                    (20)    

[bookmark: OLE_LINK16][bookmark: OLE_LINK17]где — дифференцируемый по Фреше оператор.
[image: ]
Рис. 6. Модель двуслойной среды для задачи гравиметрии
Задача (19), (20) является нелинейным интегральным уравнением первого рода. Данная задача принадлежит к классу некорректно поставленных.
Область  делится по  and  на прямоугольной сетке , с шагами  и , как показано на рис. 7. 
[image: ]
Рис. 7. Схема дискретизации области
После аппроксимации интегрального оператора по квадратурным формулам, уравнение (19) приобретёт следующий вид

   
Можно записать  это уравнение в виде системы нелинейных уравнений

                                                                                                                    (21)
где   - искомый  вектор  решения   размерности ,  — вектор правой части размерности ,  — конечномерная аппроксимация интегрального оператора.

2.2 Метод решения системы нелинейных уравнений
Для решения системы (21), используется регуляризованный метод сопряженных градиентов [26]:

              (22)





[bookmark: MTBlankEqn][bookmark: OLE_LINK9]где — приближенное решение на k-й итерации,  — матрица производных оператора ,  — демпфирующий множитель, — параметр регуляризации. 



Условие для достаточно малого  служит правилом останова. В качестве начального приближения используется .

2.3 Структура матрицы и оптимизированные алгоритмы хранения
2.3.1 Использование ленточной матрицы

Данный вариант оптимизации алгоритма был впервые предложен в работе [6]. Вычисление и хранение элементов матрицы производных для сеток большого размера затратно по времени счета и объему оперативной памяти, поэтому имеет смысл исследовать структуру матрицы .

Запишем матрицу в виде блочной матрицы. Её элементы имеют следующий вид




где  — индексы блока, а— индексы элемента внутри блока.



Элементы  матрицы  зависят от  , и поэтому значения элементов уменьшаются по мере удаления от главной диагонали. Общий вид матрицы показан на Рис. 8. 
[image: matrix_scheme]


Рис. 8. Структура матрицы производных 
[bookmark: _Hlk533511013]

[bookmark: OLE_LINK10][bookmark: OLE_LINK11][bookmark: OLE_LINK12]1. Первый способ снизить количество вычисляемых и хранимых элементов матрицы состоит в отбрасывании малых элементов путем аппроксимации матрицы ленточной матрицей 

                                                                                                  (23)

[bookmark: OLE_LINK13][bookmark: OLE_LINK14]где   -  параметр ширины ленты. Данный подход значительно снижает время счета и требуемый объем оперативной памяти. 


На Рис. 9 показана схема ленточной матрицы в зависимости от параметра   Для подбора параметра  используется погрешность аппроксимации матрицы: 

                                                                                             (24)


Параметр  подбирается таким образом, чтобы погрешность   была меньше некоторого порогового значения.






2. Другой способ состоит в сохранении тех элементов , которые соответствуют некоторой окрестности точки наблюдения. Для программной реализации наиболее удобным критерием является метрика Чебышева, т. е., для некоторого радиуса  вычисляются и хранятся только элементы с индексами  Параметр  выбирается таким образом, чтобы погрешность аппроксимации   была ниже некоторого предела. Для точки наблюдения с индексами  будут вычисляться элементы с индексами


Приближенная ленточно-блочно-ленточная матрица имеет следующий вид:

                                               (25)
[image: ]


Рис. 9. Числа показывают величину параметра  для коэффициентов матрицы  размерности  24x24 для сетки 6x4



Схема матрицы коэффициентов в зависимости от параметра  показана на Рис. 10. Каждая строка коэффициентов соответствует одной точке наблюдения на вычислительной сетке. Параметр  подбирается в зависимости от погрешности аппроксимации .
Данный алгоритм ещё больше снижает количество вычисляемых и хранимых элементов по сравнению с (23) при той же погрешности аппроксимации. 

[image: ]


Рис.10. Числа показывают величину параметра  для коэффициентов матрицы  размерности  24x24 для сетки 6x4

2.3.2  Использование теплицевой матрицы
Другой способ оптимизации алгоритма предложен и реализован в работах [8], [9]. Он основан на использовании модифицированного варианта нелинейного метода сопряженных градиентов. Модификация состоит в вычислении матрицы производных нелинейного оператора в начальной точке итерационного процесса без последующего пересчитывания. В результате метод становится более экономичным по числу операций, выполняемых на каждом шаге процесса. Кроме того, было показано, что для начального приближения , матрица производных является теплицево-блочно-теплицевой. Для ее хранения был разработан эффективный алгоритм (Рис. 11). 

[image: ]
[image: ]

Рис. 11. Схема хранения теплицево-блочно-теплицевой матрицы 


[image: ]
Рис. 12.  Алгоритм хранения и доступа к элементам матрицы производных.
3 ПАРАЛЛЕЛЬНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ И ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ
3.1 Алгоритмы распараллеливания
На основе предложенных автором методов разработаны параллельные алгоритмы и программы для многоядерных процессоров с использованием технологии OpenMP и средств компилятора Intel C++ Compiler. Технология была выбрана по причине общедоступности многоядерных процессоров и возможности портирования разработанных программ на современные сопроцессоры Intel Xeon Phi.
В практических задачах типичным размером сетки является 𝑛 = , поэтому значительное время занимает вычисление значений интегрального оператора и матрицы производных на каждой итерации. Эти вычисления программно реализуются в виде четырех вложенных циклов.
Распараллеливание проводится путем разделения вектора решения и матрицы производных горизонтальными полосами на блоки, число которых соответствует числу потоков исполнения.
Основной поток исполнения кроме выполнения своего фрагмента расчетов занимается созданием и синхронизацией дополнительных OpenMP-потоков (Рис. 13). На текущей итерации каждый поток вычисляет свой блок матрицы производных и значений оператора. Это осуществляется путем использования директивы #pragma omp parallel для внешних циклов.
[image: ]
Рис. 13. Разбиение данных по потокам исполнения при использовании технологии OpenMP

Для более эффективного использования процессорных ядер также используются возможносте наборов векторных инструкций SSE, SSE2, AVX, AVX2, AVX-512. Основное их преимущество - использование особых регистров для выполнения одной и той же операции на нескольких числах одновременно (2, 4, 8, 16). В программном коде это выражается в использовании для внутренних циклов директивы компилятора #pragma simd для автоматического использования векторного набора инструкций. 
Матрица производных имеет большую размерность (для сетки  размерность матрицы составит ) и занимает значительный объем памяти (512 ГБ). Для оптимизации работы с памятью при вычислениях используется следующий прием. Для сеток довольно большой размерности, когда данные могут не входить в оперативную память, наилучшим по быстродействию оказывается метод вычисления элементов матрицы 𝐴′ «на лету», т.е. вычисление значения элемента матрицы происходит в момент обращения к этому элементу без сохранения его в оперативную память. Это позволяет существенно снизить количество обращений к памяти и заметно ускорить процесс вычислений по сравнению с полным хранением матрицы и частым переключением страниц виртуальной памяти.
Алгоритмы, использующие аппроксимацию матрицы, значительно снижают требуемый объем памяти. Для сетки  ленточная матрица при  требует 22 ГБ, а ленточно-блочно-ленточная при  — менее 1 ГБ. Хранение тёплицевой матрицы размерности  требует всего лишь 2 МБ.
При использовании нескольких GPU вычисления распределяются по ускорителям таким же способом, как в OpenMP-реализации. Центральный процессор занимается передачей данных между своей оперативной памятью и памятью видеоускорителей, а также вызывается ядерные (kernel) функции. Вызов функций осуществляется последовательно путем переключения устройств функцией cudaSetDevice(). Вызов ядерных функций асинхронен, а переключение устройств и запуск функций занимает значительно меньше времени, чем их выполнение графическими процессорами. Таким образом, обеспечивается одновременное выполнение ядерных функций несколькими GPU.
При реализации на GPU важной задачей является подбор оптимальных параметров вызова ядерных функций. Существует инструмент CUDA Occupancy API, позволяющий оценивать необходимые параметры, используя эвристические методы. Данный инструмент обладает существенными недостатками: позволяет работать только с одномерными ядерными функциями и не учитывает сложные паттерны доступа к памяти. При использовании Occupancy API для подбора параметров запуска двумерных функций, используемых в авторской реализации алгоритмов решения обратных задач гравиметрии, необходимо либо применять сложные методики пересчета параметров, либо подбирать параметры для фиктивных одномерных функций, которые бы обладали такой же вычислительной сложностью.
Нами была использована техника полуавтоматического подбора параметров. Для эталонной сетки  и эталонного ускорителя M2090 были найдены оптимальные параметры путем полного перебора. Для сеток с размерами, кратными , параметры вычисляются путем домножения на коэффициент масштабирования. При использовании нескольких GPU сетка CUDA разделяется на подобласти по координате . Число потоков в каждом блоке уменьшается, при этом число блоков в сетке остается неизменным.
Данный подход накладывает некоторые ограничения на входные данные и конфигурацию вычислителя:
· размер сетки должен быть кратен 128 (128,256,384,512…);
· число графических процессорова должно быть степенью 2 (1,2,4,8…).

3.2 Численные эксперименты
Задача 1
Рассматривается модельная задача о восстановлении поверхности раздела двух слоев в области площадью 40x45 км2. 

На рис. 14 показано модельное гравитационное поле . Данное поле получено путем решения прямой задачи гравиметрии для синтетической модельной поверхности, заданной следующей формулой 





Данная поверхность изображена на рис. 15. В гравитационное поле был внесен аддитивный белый шум с амплитудой 10% и нулевым математическим ожиданием. Разница плотностей между слоями  Асимптотическая поверхность km. Размер вычислительной сетки составил  



[bookmark: OLE_LINK8]Критерий останова параметр регуляризации , демпфирующий параметр 
Задача решена тремя вариантами алгоритма:
· 
использующий точную матрицу с вычислением всех элементов;
· 
аппроксимация  с использованием ленточной матрицы (4);
· 
аппроксимация  с использованием ленточно-блочно-ленточной матрицы (6).



Параметры ширины ленты брались равными  и  при этом ошибка аппроксимации составила что меньше погрешности представления чисел с плавающей точкой при двойной точности.

[image: icnaam_field]

Рис. 14. Модельное синтетическое гравитационное поле 




[bookmark: OLE_LINK1][bookmark: OLE_LINK3][bookmark: OLE_LINK4]На рис. 16 показана восстановленная поверхность. Для получения решения потребовалось 10 итераций. Результирующая погрешность где — норма-максимум. Разность  между исходной и восстановленной поверхностями показана на рис. 17.






[bookmark: OLE_LINK5]В таблице 1 приведена времена выполнения  на одном и  — на восьми ядрах процессора Intel E5-2650. В четвертом столбце приведены значения ускорения  где  — время выполнения последовательной программы (на 1 ядре), а  — время счета на m ядрах. В пятом столбце приведены значения эффективности.
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[bookmark: OLE_LINK2]Рис. 15. Модельная поверхность
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Рис. 16. Приближенная поверхность
[image: icnaam_diff]

Рис. 17. Разность  между модельной и приближенной поверхностями

Таблица 1. Результаты вычислительных экспериментов для задачи 1
	Метод
	
, мин.
	
, мин.
	Ускорение
	Эффективность

	Полное вычисление матрицы
	115
	15
	7.6
	0.96

	Ленточная матрица(4)
	70
	9
	7.7
	0.97

	Ленточно-блочно-ленточная матрица (6)
	50
	6.5
	7.7
	0.97



Задача 2
[bookmark: OLE_LINK22][bookmark: OLE_LINK21][bookmark: OLE_LINK20]Поверхность  имеет асимптотическую плоскость  km. , разница плотностей на границе  g/cm3. Обратная задача решалась на 8-ядерном процессоре Intel Xeon E5-2650 и на графическом процессоре NVIDIA M2090. Размер сетки составлял 512х512. Параметр ширины ленты брался равным . Для условия останова использовалось значение . Модельная поверхность и восстановленная поверхности показаны на рис. 18. Гравитационное поле, порождаемое данной поверхностью показано на рис. 19.
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Рис. 18. Модельная поверхность (a) и восстановленная поверхность (b)
[image: ]
[bookmark: OLE_LINK69]Рис. 19. Синтетическое гравитационное поле
Таблица 2 содержит времена выполнения, ускорение и эффективность для различного количестава потоков исполнения OpenMP и для графического процессора GPU. Таблица также содержит значения ускорения и эффективности параллельного алгоритма.
Таблица 2.  Результаты численных экспериментов для задачи 2
	Вычислитель
	Время счета, 
мин.
	Ускорение

	Эффективность


	[bookmark: OLE_LINK23][bookmark: OLE_LINK24][bookmark: OLE_LINK25][bookmark: OLE_LINK27][bookmark: OLE_LINK28][bookmark: OLE_LINK29][bookmark: OLE_LINK18]Intel E5-2650, 1 поток
	241
	-
	-

	Intel E5-2650, 4 потока
	63
	3.8
	0.96

	Intel E5-2650, 8 потоков
	32
	7.5
	0.94

	2Intel E5-2650, 16 потоков
	16.5
	14.6
	0.91

	NVIDIA M2090
	8
	30
	








ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В рамках проекта исследована обратная задача идентификации правой части для нестационарного уравнения с дробной степенью эллиптического оператор. Рассмотрен случай, когда зависящая от времени правая часть неизвестна. Переопределение (дополнительная информация) связано с известным решением во внутренней точке (точках) вычислительной области. Вычислительный алгоритм основан на специальном разложении решения нестационарной задачи при переходе с предыдущего временного слоя на следующий. Вспомогательные задачи - это прямые краевые задачи для стационарных уравнений с дробными степенями эллиптических операторов. Особенности предложенного вычислительного алгоритма демонстрируются результатами численных экспериментов для модельной двумерной обратной задачи.
Разработаны и исследованы оптимизированные параллельные алгоритмы для решения нелинейной обратной задачи гравиметрии о нахождении поверхности раздела двух сред. Алгоритмы основаны на регуляризованном варианте нелинейного метода сопряженных градиентов.
Предложено два способа оптимизации. Первый состоит в аппроксимации матрицы производных интегрального оператора на ленточную или ленточно-блочно-ленточную путем отбрасывания малых элементов. Второй способ использует теплицево-блочно-теплицеву структуру матрицы производных. 
На основе предложенных подходов разработаны параллельные алгоритмы для решения обратной задачи гравиметрии. Алгоритмы реализованы на многоядерных и графических процессорах с использованием технологий OpenMP и CUDA.
Решены модельные задачи на сетках большого размера. Проведенные эксперименты показали, что предлагаемые оптимизации снижают время счета до 55%.
Исследовано ускорение и эффективность параллельных алгоритмов. Алгоритмы продемонстрировали высокую эффективность (97%). Реализация на графических процессорах сокращает время счета в 30 раз.
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Tpunoxenue 1.3
x JloroBopy Ne__ ot 2018 r.
Ha FPaHTOBOE (PHHAHCHPOBAHHE

TEXHUYECKAS CIIEHUOHKALINA H
KAJIEHJAPHBII IUIAH PABOT

To noroopy Ne 242 ot {4 pupme 2018 roaa

1. YYPEXKJEHHE «MEXAYHAPOJHBIH KA3AXCK: O-TYPELIKHH YHHBEPCHTET
HMEHH XO/I2KH AXME/IA ACABH»

1.1 Tlo npuopurery: 3. Hughopmayuonnvle, MeNCKOMMYHUKAYUOHHbIE U KOCMUYECKUE
mexHONo2uu, HAYYHbIe UCCTe00BAHUA 6 0BIACMU eCTEeCMBEHHBIX HAYK

1.2 Tlo noanpuopurety: 3.6 Hayunvie ucciedosanus 6 061acmu eCmecmeeHHbIx HayK.

1.3 Tlo Teme npoekta: Ne AP05133873  «Yucrennsie  memoObl u napamienbhvie
anzopumMmbl peenus Henunetinblx 06pammpix 3a0ay 015 MameMamu4eckux mooenet ¢ OpobHbIMU
CMenensMu IMUNMULECKUX ONEPAMOPOE C NPUAOHCEHUAMU 8 2PABUMEMPUU) .

1.4 O6was cymma npoekta 2/ 000 000 (d6adyamy 0OUN MULIUOHOB) meH2e, B TOM YHCE
¢ pa36UBKOIi 110 rofiaM, JUIH BHIIIOJIHEHHS pabOT COrIACHO MYHKTY 3:

- 1a 2018 rox - B cymme 7 000 000 ( cemb Mumuonos) menee;
- Ha 2019 rox - B cymme 7 000 000 ( cemb munnuonos) menze;
- a 2020 roa - B cymme 7 000 000 ( cemv muniuonos) menze.

2. Xapaxmepucmuxa HayuHo-mexHu4ecko npodyKyuu no K6anuPuKayuonHom
npusHaKam u IKOHOMUYECKUe noKasamenu

2.1 Hanpasnenne paGotbl: Paspafomka  6bI4UCTUMEIbHbIX — QI2OPUMMOE  peldenu
Henuneiinbx  06pamubIX  3a0a¥ 014 Mamemamuveckux Modened ¢ OpOOHbIMU  cmeneHamu
IAUNMUYECKUX ONEPAMOPOS U 2DABUMEMPUN.

2.2 O6nacts npuMeHeHus: Obfpammubie HeKoppeKmible 3a0a4u  Ond  HEIOKATbHbIX
Mamemamuueckux modeneti ¢ OpoGHbLMU NPOUIBOOHBIMU, 2e0PUIUYECKUE UCCNIE008ANUA.

2.3 KoHeuHbIH pe3ynbTar:

- 3a 2018 TOA: Beiyucaumensibie aieopummbl u npukiaoHoe npozpammroe obecnevenue
YUCNEHHO20 PeWEnIe MHOZOMEPHBIX OBPAMHbIX 3a0aY UOCHMUPUKAYUY NPABOL YACTMU YPAGHEHUA
¢ OpobHOI cmenenvio IANUNMUYECKOZ0 Onepamopd. Beluuciumenvivie anzopummel pewienus
Henunelnoti 06pamuol 3a0ayu cpasUMempun 0 60CCMAaHOBNEHUU 00HOU nosepxHocmu pazoena
HQ OCHOBE MOOUPUYUPOBARHOZ0 MEMOOA CONPANCEHHBIX ZPAOUEHMOE U CTMABWIUIUPYIOUfe20
Pe2yIApUI06anH020 2paduenmnozo memooa. Byoym onybnukoeansl 1 cmamvs @ peyensupyemom
HAYYHOM JCYPHANE C UMNAKM (hakmopom UHOEKCUPYeMOM 6 6azax Web of Science uru Scopus, 1
CMambA 6 peyeHIUpyeMbIx OMEHECMEEHNbIX HAYHHBIX USOAHUSAX C HEHYNIEEHIM UMNAKM-GhaKkmopo,
6ydym coenanst 2 00k1GAA HA MENCOYHAPOOHBIX HAYHHbIX KOHepenyuax;

- 3a 2019 rom: BelyuciumenbHble — AiZOpummbl U MPUKIAOHOE  NPOZPAMMHOE
obecnevenue  WUCIEHHOZO — Pewenus MHO20MepHbx — obpamublx  3aday  uoeHmuguKayuu
Heu3eecmHOl 3a6UCUMOCTIU OM 6PEMEHU NpABO 4acmu I60MIOYUOHHOZO YPAGHEHUA Nnepeozo
nopadka ¢ OpoGHoll cmenenbio daAUnMuNecKozo onepamopa. llapaniensivie anzopummbi
YUCTENHO020 pelenUs HeTUHelHOw 06pamnoll 3a0a4u 2pasumMempuy 0 60CCMano6IEHU 00Ho1l
nosepxHocmu pazdena Ha OCHO8e MOOUPUYUPOBAHHOZO MemMooda conpAdNCeHHbIX 2paduenmos u
CMaBUNUUPYIOWez0  PecyIAPUI0EANHO20  ZPAOUEHMHOZ0  MEMOOA. Byoym onybauxosanvr |
CMAmbA 8 PEYEHIUPYCMOM HAYUHOM JCYPHATE C UMNAKm (pakmopom undexcupyemom 6 bazax Web
of Science wau Scopus, | cmamos 6 peyen3upyemvix 3apyGedCHbIX  UIOAHUAX € HEHYNEe8bIM
wumnaxm-ghaxkmopom, Gydym coenanst 2 00K1a0a Ha MeNHCOYHAPOOHBIX HAYYHBIX KOHDEPEHYIsIX,

- 32 2020 rox: Bbiuuciumensubie anzopummsl u npukiaoKoe npozpammioe obecneuenue
VUCTENNO20  pewienue  MHOZOMEPHBIX  0BpamMHBIX  3a0a¥  UOEHMUPUKAYUU  Heu3geCmHO

7% by S ‘/

s
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3a8UCUMOCMU OM NPOCMPAHCMEENHBIX NEPEMEHHBIX NPABOU 4ACMU IONIOYUOHHOZO YPAGHEHUS
nepeo2o nopadka ¢ OpoGHOU cmenenvlo InAUnmuyeckozo onepamopa. Jucaennsie Memoowl
U napannenvHele arZOpUMMbl  PEUEHUS HeTUHeUuHou obpamnou 3adavu epasumempuu o
80CCMAHOBNENUU  HECKOMbKUX no6epXHocmed paszdena  Ha OCHO6e CMAGUAUIUDYIOUje20
pezynspu3oeannozo zpaduenmnozo memooa. Byoym onybruxosanv: 1 cmamss 6 peyensupyemom
HAYSHOM DCYpHane ¢ uMnaxm gaxkmopom undexcupyemom & 6azax Web of Science wu Scopus,
Gydym coeransl 2 00KNAOA HA MENCOYHAPOOHBIX HAY4HBIX Konpepenyusx. Bydem nonyweno
Asmopckoe ceudemenbcmea na npozpamm.

2.4 TlarentocnocobHOCTE: Aémopckoe ceudemenvcmeo — 1.

2.5 HayuHo-TexHuueckuil yposenb (10BH3HA): Bydem nocmaenewsi nosevie obGpamubie
3a0auu no onpedenenulo nPagoll YACMuU ypasHeNuil ¢ PasIUNHLLM nepeonpedenenuem ¢ OpobHoi
CMenenyIo STUNMULECKo20 onepamopa u paspabomansi HOEble BbIYUCAUMERbHbIE AT2OPUMMbL U
cogpemenHoe npuknadnoe npozpammuoe obecnevenus O1a ux pewenus, 6ydem makoce co3damwi
yucreHHble MemoObl U NApALIENbHbIe AI20pUmMbl PEUuleHUn Henunelnsix 06pamnbix 3aday
epagumempuu  no  60CMAHOGNEHUIO  MOSepXHOcmell  pazdena  cpedsl € npuMeMeHuem
CMabUNUIUPYIOWUXCA MEMOO0E SPAOUCHMHO20 muna.

2.6 Mcronib3oBanie HaysHO-TEXHHYECKOH NIPOXYKLHH ocylecTBiseTcs: Mcnoanumenem.

2.7 Bux MCTIONb30BAHHA  PE3yNbTaTa HAYYHOH M (WIM) HAay4HO-TEXHMUECKOH

ZEATENBHOCTH:

Hucnennvle Memoobl U GbINUCTUMENbHbIE QAOPUMMbL DEUIEHUS HOBBIX NOCMAHOBOK 0GPAMHbIX
3a0ay onpedenenus npasol 4acmu IGOMOYUOHHOZO YPAGHEHUA nepeozo NOPAOKA ¢ OpobHOI
CMenenyIo DIUNMUYECKO20 onepamopa u 06pamublxX 3a0ay 2pasUMempUU no 60CCMAKOENEHUI0
Heu36eCMHOU nosepxnocmu pazoena, Komopvie 6yoym nocmpoensi 6 Xo0e uccredosanu, 6yoym
60cmpeboeansl Kak 6 MeOpemuyeckux, max U 6 WUCACHHbIX WCCMe008ANUAX MO PeUECHUIO
06pamnblx HEKOPPEKMHBIX 3a0ay eCmecmeoIHaHUA, d MAKJICe 8 yuebHbIX NOCOBUSX, CMAMbAX u
MOHOZPAPUAX RO bIYUCTUMENLHOU OUAZHOCTIUKE.

3. Haumenosanue pabom, cpoku ux peanu3ayquu u pesyabmamsi

Ingp | Haumenosanue pabor mo Jlorosopy | Cpok BbInonHeHN s Osxnaaemelii pesysbrar
3a/1aHuA, W OCHOBHBbIE 3Tanbl €ro
JTana BBIMOJHEHHA it Bt
4YaHHe
I Pa3paboTKa BEIUHCIHTEILHBIX SuBaps | Anpeis | ByayT paspaboTanbl BeIMHCTHTEIbHBIE

ANTOPHTMOB U TIPHKJIATHOIO 2018r. | 2018 r. |[anropuT™Mbl H NPUKIAAHOE IPOrPAMMHOE
TIPOrPaMMHOTO 0GECTICHeHHA 1S ofecrneqeHus JUIA HHCIEHHOrO PelieHHs.
YHCIIEHHOTO PEIIEHHA MHOTOMEPHBIX OGPaTHRIX 3a/1a4
MHOTOMEPHBIX 0GPATHBIX 3aj1a4 HAEHTH)HKAUHH NPaBOi HacTH
HACHTHUKALMH NPABOH YacTH YPaBHeHHA C IPOGHOM CTeneHbio
YPaBHEHHA C APOGHOI CTEMeHbIo JJUIHNITHYECKOT O ONepaTopa, NpoBeIeHbI
SJUIHNTHYECKOr0 ONepaTopa, TECTHPOBAHHA pa3paboTaHHBIX
TMPOBEJACHHE TECTHPOBAHHE QJITOPHTMOB Ha MOJIENIbHBIX 3a1a4ax. L

Pa3pabOTaHHbIX ATOPUTMOB Ha
MOJIE/TbHBIX 3a/1a4aX.

i Co3j1aHHe BBIYHCITHTEIILHOIO Anpens | Hions | Byaer co3an BbIMHCIHTENbHBIH
AIrOpPUTMA pelcHUA HennHelHoH | 2018 1. | 2018 r. |anropuT™ peuleHns HelHHEeHHOR
0o6paTHOI#i 3a1aui rpaBHMETPHH O 0GpaTHO# 3aa4 rPaBUMETPHH O
BOCCTAHOBJICHHH OJHOM BOCCTAHOBJICHHH OJIHOH MOBEPXHOCTH
MOBEPXHOCTH Pa3jie/la Ha OCHOBE pasjiena Ha OCHOBE MOAHGHUHPOBAHHIO
MOJHDHIHPOBAHHOTO METO1a METO/Ia COMPAKEHHBIX IPAIHEHTOB.

COIPSKCHHBIX IPALHCHTOB.
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11 Pa3paboTka 9HCIEHHOTO Asryct Jo ByayT pa3paboTaHBl H CO3IaHbl
anropuTMa pelleHHs HemuHeiHoi | 2018 . 1 HOAGpS | YHCITIEHHEBIE H BBIYHCIIHTENLHEIC
ofpaTHo 3ana¥H rpaBHMETPHH O 2018 r. |aNropHTMbI peLICHHA HENMUHEHHON
BOCCTaHOBJIEHHH ONHOM 06paTHOH 331241 TPaBHMETPHH O
IOBEPXHOCTH Pa3/ieNa Ha OCHOBE BOCCTAaHOB/ICHHH OJIHO# MOBEPXHOCTH
CTabUIM3HpYIOLLEro pasjena Ha OCHOBE CTabHIM3MPYIOIEro
PEryIApH30BHHOTO MPAIHEHTHOTO PperyIApH30BaHHOTO IPAHEHTIONO
McToza. MeTona.

ByIyT onmyGTHKoBaHE 1 CTaThs B XKypHaie

u3 Web of Science win Scopus ¢ HMIIakT-

akTopoM, | cTaThd B pEUCHIUPYEMBIX

OTEYeCTBEHHBIX HAYUHEIX H3JaHHSX C

HCHYNEBHIM HMMaKT-(pakTopoM , GymyT

caenaHbl 2 JI0KJIajia Ha MCWBPO)IHHX
- HAYYHBIX KOHEPEHIHIX,

v Pa3paboTka BEIYHCIHTEIBHBIX Susaps | Mapr | ByayT pa3pa6oTaHsl BHUHCITHTENbHbIE
a/TOPHTMOB H NMPHKIIAJHOTO 2019r. | 2019 r. |anropuTMBl H MPHKIAAHOE NPOrpaMMHOE
MpPOrpaMMHOTo obecTiedeHus 1is obecredeHus Ul YHCICHHOTO PELIECHHA
HCIIEHHOTO PemeHHs MHOTOMEpHBIX 0BpaTHBIX 3a1ad
MHOTOMEPHBIX OGpaTHBIX 33724 HACHTHHKAUHH HCH3BECTHOH
HAEHTHDHKAIMH HEH3BECTHOM 3aBHCHMOCTH OT BPEMEHH MPaBOH YaCTH
3aBHCHMOCTH OT BPEMEHH NPaBoi 3BOMTIOLHOHHOTO yPaBHEHHA NICPBOTO
4ACTH IBONIOLIHOHHOTO yPaBHEHHA nopslKa ¢ IPOGHOH CTENeHBI0
nepBoro nopaaka ¢ ApobHo 3JITHITHYECKOTO ONepaTopa.

CTEMEeHbIO SLTHITHYECKOTO
omepatopa.

A% Co3pnanye napajulenbHbIX Anpens | Hioms | BynyT co3fansl mapairenbHbic
ANTOPHTMOB J/Isl PEIICHHA 2019r. | 2019T. |aNropHTMEI WIS PELIEHHS HENHHEHHOH
nenHeliHo# 06paTHO# 3ana4H 06paTHOIH 3a11a4H TPaBHMETPHH O
rPaBHMETPHH O BOCCTAHOBICHHH BOCCTAHOB/IEHHH OJIHOH MOBEPXHOCTH
O/IHOM MOBEPXHOCTH pasfeNa Ha pasgena Ha OCHOBE MOAH(HUHPOBAHHOTO
OCHOBE MOIH(QHIHMPOBAHHOrO METO/Ia CONPSKEHHBIX TPAJIHEHTOB.
METOJIA COTPSKEHHBIX TPAZHEHTOB.

VI | PaspaGoTka napasieibHbix airo- | ABIycT Jlo | Byayr paspaGoTanbi mapaiensHble
PHTMOB JUIA PEWICHHS HENHHEHHOM 2019, | | HOSGPA | ANrOPUTMBI VIS PEIICHUS HENUHEHAHON
06paTHOH 3a1a4H FPaBHMCTPHH O 2019 r. | 06paTHO# 3a1a4¥ rPaBHMETPHH O
BOCCTAaHOB/IEHHH OJHOH MOBEPX- BOCCTAHOBJIEHHH OJHOH MOBEPXHOCTH
HOCTH Pa3ficna Ha OCHOBe cTabu- pajmena Ha OCHOBE CTabHIIM3HPYIOLIEr0
JU3HPYIOMIETO PEryNAPH3OBAHHOTO PETYNAPH30BAHHOTO TPAAMEHTHOTO
IpalHEHTHOrO METOa. merona. ByayT omy6inkosaHsl | cTaTbs B

xypuane 13 Web of Science wm Scopus ¢
HMNakT $paKTopom, 1 crated B
PELEH3HPYEMBIX 3apyGexKHBIX HayqHBIX
H3IAHUAX C HEHYIIEBBIM HMTIAKT-(GaKTOPOM
, 6yayT caenans 2 [oKnana Ha
MEXyHAPOJIHEIX HAyIHBIX
KOHMEPEHLIHAX.
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VII | Pa3pa6oTka BEIYHCIHTENLHBIX Slusaps | Mapt | ByayT paspaGoTaHbl BuYHCIHTEIbHEIE
AJITOPUTMOB M NPUKIAHOTO 2020r. | 2020 r. |anrOpHTMBI K NPHKJIALHOE NPOrPaMMHOE
nporpaMMHoro obecriedeHus it obecriedeHHs JUIA YHCIIEHHOTO pellieHHs
YHCIIEHHOTO pelleHHs MHOTOMEPHBIX 0GPaTHBIX 33134
MHOTOMEpHBIX 00paTHBIX 3124 WACHTHYHKALMH HEUIBECTHOH
MCHTHQ)"KGHHH HEU3BCCTHOH 3aBHCHMOCTH OT rlpoc’rpaﬂc'rsennux
3aBHCHMOCTH OT I1lepeMEHHBIX NMPaBoi 9acTH
npoc'rpaHC'ruemlhlx TNEPEMEHHBIX IBOJIIOUHOHHOIO ypaBHEHVUI HEPBOFO
NpaBo# YaCTH HBOTIOUHOHHOTO nopsaka ¢ apoGHOH cTenenbio
YPaBHEHHA NEPBOTO MOPAIKA € SJUTHITHYECKOTO oflepaTopa.

ApoGHO CTENEHbI0
3JUTHITHYECKOro ONepaTopa.

VIII | Pa3paGoTka BEIMHCIHTEIBHBIX Anpens| Hioms | ByayT paspaGoranbi BRIYHCIHTEIBHEIE
JIOPHTMOB JUIA pellieHHs 2020r. | 2020T. |anropHTMbI AUIS PElICHHS HeMHeHHOM
HeJIWHeHHO 06paTHOM 3a1aun 06paTHO# 3a/1a4K I'PABHMCTPHH O
I'PaBHMETPHH O BOCCTAHOBICHHH BOCCTAHOBJIEHHH HECKOJIbKHX
HECKOJIbKHX ITOBEPXHOCTEH pasnena MOBEPXHOCTEH pa3jiena Ha OCHOBE
Ha OCHOBE CTaGHIH3HPYIOLIEro CTabHIH3HPYIOWETrO Pery/IApH30BAHHOIO
Pery/IspH30BAHHOIO IPAAHEHTHOrO I'PAIHEHTHOTO METO/A.

MeToa.

X Pa3paGoTKa mapanebHLIX Asryct Ho Byayr pa3pabGoTatbl napauieabHble
QITOPHTMOB JUISl PELUCHHS 2020 . | | HOAGPSA | AIrOPHTMBI IS PEMICHHA HeMHEHHOM
HeAHHEHHOH 00paTHo# 3anaun 2020 r. |oGpatHOl 33184 rPABHMETPHH O
TPaBUMETPHH O BOCCTAHOBNCHHH BOCCTAHOBJICHHH HECKOJIBKHX
HECKOJIbKHX OBEPXHOCTEH pasiena MOBEPXHOCTE pasjiena Ha OCHOBE
Ha OCHOBe CTabHIH3HpYlOLLEero CTaBUIH3HPYIOLIETO PEryspH30BAHHOTO
Pery/IApH30BAHHOIO IPAAHCHTHOIO rpaaueHTHOro Metona. byayr
MeToaa. onyG:MKoBaHbl | CTaTha B XypHAIE H3

Web of Science wiu Scopus ¢ MMNaKT
(bakTopoM, 2 I0KIa1a Ha
MEKLyHaPOIHBIX HayqHEIX
koudeperumax. Byaer noiyueto
aBTOPCKOE CBHIETENBCTBO HA MPOTPAMM.

Or 3akajuuka:
TIpencenatens
TV «KomuteT HaykH MHHHCTEPCTBA
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—~
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Ter #areHn Xomkn Axmena Slcasu»

O3HaKOMIICH:
a y4HBIH PYKOBOJHTEIIb [IPOCKTa

_ Cynranos M.A.
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