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Есеп 53 бет, 49 шығу көзі, 2 қосымша.
ШЕТТІК ЕСЕПТЕР, ПАРАБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР, ШЕШІМНІҢ БАР ЖӘНЕ ЖАЛҒЫЗ БОЛУЫ, БАҒАЛАУЛАРЫ, ГЕЛЬДЕР КЕҢІСТІГІ
Зерттеу нысаны: Параболалық типті теңдеулер үшін еркін (белгісіз) шекаралары бар классикалық емес сызықтық емес есептер. Еркін шекаралы есептермен тудырылған регулярлы емес, кеңістіктегі айнымалылары бойынша бірінші туындылардағы сингулярлы  коэффициенттерімен параболалық теңдеулер үшін бастапқы және бірінші шеттік есептер, бастапқы және шекаралық берілгендері келісілмеген жағдайдағы параболалық теңдеулер үшін бірінші шеттік есеп. 
Жұмыстың мақсаты: Еркін шекаралы және регулярлы емес есептер үшін әдістерді енгізу. Гельдер кеңістіктерінде параболалық типті теңдеулер үшін еркін шекаралары бар есептердің шешімінің бар және жалғыз болуын, коэрцитивтік бағалауларын дәлелдеу. Зілденген Гельдер кеңістіктерінде сингулярлы коэффициентері бойынша параболалық теңдеулер үшін регулярлы емес бастапқы және бірінші шеттік және бастапқы және шекаралық берілгендердің келісілмеген жағдайдағы есептердің шешімі.
Зерттеу әдiстерi: Гельдер кеңістіктерінде еркін шекаралы есептердің бөлініп алынған модельдік, сызықтандырылған және сызықтық емес есептердің шешімдерінің бар және жалғыз болуы, бағалаулары құрылды. Зілденген Гельдер кеңістіктерінде сингулярлы айнымалылы коэффициентері бойынша параболалық теңдеулер үшін, бірінші шеттік есептер, бастапқы және шекаралық берілгендердің келісілмеген жағдайдағы есептер үшін  шешімдерінің бар және жалғыз болуы, бағалаулары дәлелденді. Дәлелдеу Шаудер әдісімен, регуляризаторды құрумен, сығылатын бейнелеулер әдісімен, коэрцитивтік бағалауларды алумен, интегральдық түрлендірулермен жүргізілерді. 
         Нәтижесi және жаңалығы: Гельдер кеңістіктерінде бөлініп алынған модельдік, сызықтандырылған және сызықтық емес есептердің, сингулярлы коэффициентері бойынша  параболалық теңдеулер үшін және зілденген Гельдер кеңістіктерінде құрылған бастапқы және шекаралық берілгендердің келісілмеген жағдайындағы есептер үшін параболалық теңдеулер үшін модельдік бірінші шеттік есептің шешімдерінің бар және жалғыз болуы, бағалаулары дәлелденді. Алынған нәтижелер жаңа және максимальды тегістікті болып табылады.         
        Қолдану саласы: Жұмыс теориялық маңызда берiлген. Алынған нәтижелер математика-
ның iргелес бөлiмдерiнде математикада, физикада, гидродинамикада және т.б. қолданылады.

РЕФЕРАТ

Отчет 53 с., 49 источников, 2 прил. 
КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ, ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ, СУЩЕСТВОВАНИЕ, ЕДИНСТВЕННОСТЬ, ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ, ПРОСТРАНСТВА ГЕЛЬДЕРА
        Объект исследования: Нелинейные неклассические задачи со свободными (неизвестными) границами для уравнений параболического типа. Нерегулярные, порожденные задачами со свободной границей, начальная и первая краевая задачи для параболических уравнений с сингулярными по  коэффициентами при первых производных по пространственным переменным и первая краевая задача для параболического уравнения с рассогласованием начальных и граничных данных. 
Цель работы: Разработка методов решения задач со свободными границами и нерегулярных задач. Доказательство существования, единственности, коэрцитивных оценок решений  задач со свободными границами для уравнений параболического типа в пространствах Гельдера. Решение нерегулярных начальной и первой краевых задач  для параболических уравнений с сингулярными по  коэффициентами и задачи с рассогласованием начальных и граничных данных в весовых пространствах Гельдера. 
Методы исследования: В задачах  со свободной  границей устанавлены  существование, оценки, единственность решения выделенных модельной, линеаризованных и нелинейной задач в пространствах  Гельдера.  Для  задач для параболических уравнений с сингулярными по  переменными коэффициентами и задачи для параболического уравнения с рассогласованием начальных и граничных данных  доказаны существование, единственность и оценки  решения в весовых пространствах Гельдера. Доказательства проводятся методом Шаудера, построения регуляризатора, методом сжимающих отображений, получения коэрцитивных оценок, интегрального преобразования.
	Результаты и новизна:  Доказаны   существование, единственность и оценки  решения  выделенных из задач со свободной границей модельной, линеаризованных и  нелинейной задач в пространстве Гельдера и задач  для параболических уравнений с сингулярными по  коэффициентами и модельной первой краевой задачи для параболического уравнения с рассогласованием начальных и граничных данных в установленных весовых пространствах Гельдера. Полученные результаты являются новыми и максимальной гладкости.
Область применения: Работа носит теоретический характер. Полученные результаты могут быть применены в смежных разделах математики, физике, гидродинамике и т.д. 
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ВВЕДЕНИЕ

Работа выполнена по программе: приоритет 3 Информационные, телекоммуникационные и космические технологии, научные исследования в области естественных наук, подприоритет  3.6  Научные исследования в области естественных наук. Фундаментальные и прикладные исследование в области математики, тема проекта: «Задачи со свободной границей для  параболических  уравнений и порожденные ими нерегулярные краевые задачи», ИРН   AP05133898.
         Представленная  в отчете работа  посвящена исследованию линейных и нелинейных краевых задач математической физики – задач для параболических уравнений и систем:  неклассических задач со  свободными (неизвестными) границами для систем уравнений параболического типа и уравнений и Навье-Стокса; нерегулярных  задач для параболического уравнения с  сингулярными по коэффициентами при первых производных по пространственным переменным, порожденных задачами со свободной (неизвестной) границей и задачами в нецилиндрических областях, и задачи  с рассогласованием начальных и краевых данных.                                               
Задачи со свободными границами для параболических уравнений являются  актуальными и приоритетными во всем мире в виду их большой  теоретической ценности и разнообразных практических приложений.  Ими занимаются многие математики мира, в частности, В.А. Солонников, Н.Н. Уральцева, П.И. Плотников, Е.А. Радкевич, А.М. Мейрманов, В.В. Пухначев (Россия), И.И. Данилюк, Б.В. Базалий, С.П. Дегтярев, М.И. Иванчов (Украина ),  А. Бегматов (Узбекистан),   Г.И. Бижанова, С.Н. Харин (Казахстан), Л. Ниренберг, А. Фридман, Л. Кафарелли,  Д. Киндерлерер, P. Guidotti,   G. Simonett (США), Ж.Л.  Лионс, Дж. Дюво (Франция), А. Фазано, М. Примиччерио, G. Stampacchia,   A. Lunardi  (Италия), N. Kenmochi, E. Hanzava, Y. Shibata (Япония), J.F. Rodrigues, J.M. Urbano (Португалия), Juan  L. Vazquez,    Ж. Диас (Испания), F. Yi, Cui (Китай),  Незгудка, И. Павлов (Польша), J. Eshcer, Ja. Pruess, R. Zacher, Шпрекельс (Германия); J.R. Ockendon, J.M. Elliot (Англия) и др.
Задачи со свободными (неизвестными) границами являются математическими моделями реальных физических процессов, которые наблюдаются в природе, промышленной деятельности людей.  В связи с этим они широко применяются в металлургии [1], сварке, теории электрических контактов [2], при исследовании процессов плавления вещества в верхней мантии Земли [3], геологии [4], в теории горения [5], в теории фильтрации [6], [7],  мелиорации, при изучении процессов добычи  и транспортировки нефти [8], [9].
         C другой стороны, задачи со свободными границами являются естественными нелинейными задачами, очень содержательными в математическом плане, они порождают неклассические линейные задачи новых типов (нерегулярные, условно-корректные, сингулярно возмущенные), которые не вкладываются в общую теорию краевых задач для параболических уравнений.                                                                                                                                             
         В 2019 году согласно плану НИР были изучены следующие задачи:
1 Нелинейная задача со свободной  границей  для системы параболических уравнений с неизвестными функциями (n–размерность пространства) (запланирована на 2018-2019 г.г.); 
2 Нелинейная задача для системы параболических уравнений со  свободной границей типа Флорина, описывающая неравновесный фазовый переход (запланирована на 2018-2020 г.г.);  3 Неклассическая задача с неявно заданной свободной границей и с усиленной нелинейностью (запланирована на 2018-2020 г.г.); 
4 Начальная задача для параболического уравнения с сингулярными по t коэффициентами при первых производных по пространственным переменным (запланирована на 2018-2019 г.г.); 
5 Нервая краевая задача для параболического уравнения с сингулярными по  коэффициентами при первых производных по пространственным переменным (запланирована на 2018-2019 г.г.); 
6 (7 по календарному плану) Нерегулярная первая краевая  задача для параболического уравнения с рассогласованием начальных и краевых данных (запланирована на 2019-2020 г.г.)
Получены следующие результаты.
1 Завершено исследование  решения задачи для системы параболических уравнений 
с 2n+3 неизвестными функциями  в пространстве Гельдера. Доказаны существование, единственность и оценки решений в пространстве Гельдера линеаризованной и нелинейной задач. Линеаризованная задача изучена при помощи метода Шаудера и построения регуляризатора с использованием решения модельной задачи с постоянными коэффициентами. Однозначная разрешимость нелинейной задачи со свободной границей установлена при помощи принципа сжимающих отображений с применением решения линеаризованной задачи.
2  Продолжено исследование нелинейной задачи для системы параболических урав-
нений со свободной границей типа Флорина, описывающей неравновесный фазовый переход. Доказаны существование, единственность и оценки решения в пространстве Гельдера линеаризованной задачи и соответствующей ей модельной задачи. Для решения линеаризованной задачи выделена модельная задача с постоянными коэффициентами,  построено её решение в явном виде при помощи интегрального преобразования Лапласа. Непосредственными оценками этого решения доказана его принадлежность пространству Гельдера. При помощи решения модельной задачи установлена однозначная разрешимость линеаризованной задачи.
3 Продолжено исследование  неклассической задачи с неявно заданной свободной границей
и с усиленной нелинейностью. Будут доказаны существование, единственность и оценки решения в пространстве Гельдера линеаризованной задачи и соответствующей ей модельной задачи с постоянными коэффициентами. Установлена принадлежность решения модельной задачи пространству Гёльдера. Линеаризованная задача изучена при помощи метода Шаудера и построения регуляризатора с использованием решения модельной задачи с постоянными коэффициентами. 
 4 Завершено исследование решения в весовом пространстве Гельдера начальной задачи для параболического уравнения с сингулярными по t коэффициентами при первых производных по пространственным переменным. Доказаны существование, единственность и оценки решения модельной задачи и задачи с переменными коэффициентами в весовом пространстве Гельдера. Однозначная разрешимость задачи с переменными коэффициентами установлена при помощи оценок решения модельной задачи.. 
 5 Завершено исследование первой краевой задачи для параболического уравнения  с сингулярными по t коэффициентами при первых производных по пространственным   переменным.
 
         При помощи решения модельной задачи доказаны существование, единственность  оценки решения задачи с переменными коэффициентами в весовом пространстве Гельдера. Задача сводится к сингулярному интегральному уравнению Вольтерра второго рода. Установлены  оценки решения задачи.  
 6 Начато исследование нерегулярной первой краевой задачи для параболического уравнения с рассогласованием начальных и краевых данных. Изучена вспомогательная задача: найдено весовое пространство Гельдера для решения, доказаны существование, единственность и оценки решения.

           Для решения задач использовался разнообразный математический аппарат:  нелинейный анализ, теория уравнений с частными производными,  функциональный анализ, а также математический анализ, теория сингулярно возмущенных задач, алгебра, геометрия. Доказательства теорем проводились методом Шаудера, построения регуляризатора, методом сжимающих отображений, получения коэрцитивных оценок, интегрального преобразования.
         Новизна. 1-3 задачи. Обычно в задачах со свободной (неизвестной) границей присутствует функция этой границы  в условиях на этой границе, например, в задачах стефановского типа, т.е. она задается в явном виде. В  задачах 1-3 свободная граница  задается в виде неявной функции, т.е. в условиях на свободной границе  отсутствует функция границы  в явном виде, она определена как композиция неизвестных и заданных функций с , например, в  задаче 3 имеем                                            где ,  – неизвестная функция.  
         В задаче 1 неизвестная  скорость  удовлетворяет также системе уравнений Навье-Стокса.
         В задаче 2 рассматриваются дополнительно 2 малых параметра  κ > 0, ε > 0.
         В задаче 3   в условии на свободной границе рассматривается усиленная нелинейность – разность  модулей градиентов         
         Все три задачи новые, имеют физический смысл и содержат дополнительные трудности.
         Задачи 4,5. К задачам 4, 5 для уравнений с сингулярными по t коэффициентами при первых производных по пространственным переменным сводятся задачи в нецилиндрических областях, т.е. в областях с подвижными границами, когда гладкость границ меньше гладкости решений. Задачи 4, 5 имеют физический смысл, т.к. они порождены  задачами с подвижными границами, имеющими физический смысл. Ранее изучались задачи для уравнений с негладкими, но суммируемыми со степенью  коэффициентами в пространствах Соболева. В задаче Коши 4 коэффициенты не суммируемы  со степенью p=2 при   Задачи 4, 5 изучаются  в установленных весовых пространствах Гельдера, веса ,  показывают точный порядок  особенностей решений.
         Задача 6. Задача с рассогласованием начальных и краевых данных имеет физический смысл, она описывает процесс с самого его начала или с момента, когда скачкообразно меняются коэффициенты, заданные функции математической модели. Если процесс протекает непрерывно и начальный момент   времени в задаче есть точка непрерывного протекания физического процесса, то начальные  и краевые данные будут согласованы. Ранее изучались задачи для параболических уравнений в весовых пространствах Гёльдера, введенных в рассмотрение В.С.Белоносовым [10], с весом t, когда гладкость заданных функций меньше,  чем требуется. G.M.Lieberman [11] рассматривал задачи в весовом пространстве Гёльдера с параболическим весом, когда заданные функции принадлежали таким же, соответствующим решению, весовым пространствам Гёльдера. В задаче 6 принадлежность решения весовому пространству Гельдера обусловлена рассогласованием начальных и граничных данных. Такие задачи не изучались.
         Все запланированные задачи являются новыми и ранее не рассматривались.  Полученные результаты строго доказаны. Календарный план на 2019 г. полностью выполнен.
         Участие докторантов и магистрантов в выполнении проекта. Докторант, НС темы  Ж.К. Джобулаева выполняет PhD диссертацию по теме проекта. Магистрант, инженер темы написала  магистерскую диссертацию по теме проекта.
Г.И. Бижанова является членом редакционной коллегии «Kazakh Mathematical Journal»,   рецензентом математического реферативного журнала «Zentralblatt Math» (Германия). Является научным руководителем докторанта Института математики и математического моделирования МОН РК Ж.К. Джобулаевой и магистранта Ш.Н. Нұрмұқанбет – исполнителей проекта.
	А.А. Алимханова и Ш.Н. Нұрмұқанбет являются молодыми сотрудниками – исполнителями темы. 
         В 2019 г. были опубликован 3 статьи (2 – Scopus) [1]–[3], 3 тезиса [4]–[6] (Приложение А). Были сделаны 1 доклад на Международной конференции в г. Стамбул, Турция, 1 доклад  на Международной конференции «Ломоносов-2019», Нур-Султан, Казахстан (докладчик Ш. Нурмуканбет заняла 2 место)  и 1 доклад на Международной апрельской конференции ИМММ КН МОН РК. 















ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

1    Нелинейная задача со свободной границей для системы параболических уравнений 
2n+3 неизвестными функциями (n-размерность пространства)

	Изучается нелинейная многомерная двухфазная задача для системы уравнений Навье-Стокса и уравнений параболического типа в областях п-мерного евклидового пространства. Неизвестными в этой задаче являются   скорости  движения жидкости,  давление в двух фазах и свободная  (неизвестная) граница, разделяющая эти фазы.  Эта задача  является математической моделью, например,  процесса извлечения жидкой нефти. 
         Задачи с неизвестными давлением и скоростью с другими условиями на фиксированной и свободной границах исследовали  H. Amann [12], Б.В. Базалий, С.П. Дегтярев [13],  В.А. Солонников [14],  Ja. Pruess, G. Simonett, R. Zacher [15],  Ja. Pruess S. Shimizu, М. Wilke  [16].  В работах Г.И. Бижановой  [17]–[19], Г.И. Бижановой  и В.А. Солонникова [20] изучались  задачи типа Флорина и Веригина  со свободной границей  для параболических уравнений. 
         Задачи со свободной границей являются нелинейными, это особенно хорошо видно после применения преобразования координат Ханзавы [21]. 
         Рассматриваемая задача запланирована на 2018-2019 г.г. 
         Пусть   и  – давление в смежных областях и , разделенных свободной (неизвестной) границей  и  – скорости жидкости или газа – заданная граница области .  
         Пусть   
         Требуется найти функции ,  , векторы ,  и свободную границу  удовлетворяющие системам уравнений Навье-Стокса и параболическим уравнениям 

                                           (1.1)

                                           (1.2)

                                                   (1.3)

                                                  (1.4)ʹ

начальным условиям 

                                (1.5)       
                   
граничным условиям
                                 (1.6)

и условиям на свободной границе  

                                   (1.7)

                          (1.8)

где  – положительные постоянные; 
…,,нормаль к поверхности  направленная в   производная по направлению нормали 
          В 2018 г. нелинейная задача в неизвестных областях была сведена к нелинейной задаче в заданных областях при помощи невырожденного преобразования координат Ханзавы [21]. По начальным данным задачи были построены вспомогательные функции   и произведена замена неизвестных функций



,                                           (1.9)

                                            

где   новые неизвестные функции, это позволило выделить линейную и нелинейную части задачи в виде



                                                       
                        


                                                                                       (1.10)

 =      

 =       





 

где и ,
  известные и нелинейные функции соответственно, причем , векторы;  
         Эту задачу запишем в операторной форме условно

                                                                     (1.11) 

где  неизвестный вектор,  линейный оператор, определяемый левыми частями уравнений и условий задачи (1.10), заданный вектор,   нелинейный оператор.
           В 2019 г. изучены линеаризованная задача 



т.е. задача  (1.11) с  и нелинейная задача (1.11):   
        

а вместе с ней задача (1.1)(1.8). Эти задачи изучаются в пространстве Гёльдера ,  – нецелое положительное число, функций  с нормой [22]


                                                                                                                                                   


где ,  – неотрицательные целые числа, ,

	








	Приведем основные результаты. 

Теорема 1.1  Пусть  – нецелое положительное число,  и выполнены условия где  нормаль к поверхности   направленная в  
         При любых функциях   линейная задача



имеет единственное решение   и оно подчиняется оценке







         Теорема доказывается методом Шаудера и построения регуляризатора [22]. При этом замыкание  покрывается шарами малых радиусов, затем после «распрямления» границ   и  выделяются модельные задачи с постоянными коэффициентами: задача Коши,  первая краевая задача в полупространстве и задача сопряжения, которая была изучена в 2018 г. Применяя принцип сжимающих отображений, мы доказываем существование, оценку и единственность решения линейной задачи 
          Рассмотрим нелинейную задачу (1.12): где  нелинейный оператор. На основании Теоремы 1.1 задачу  можем записать условно 

                                                                                                                    

         Используя оценку  решения задачи  мы доказываем однозначную разрешимость задачи при помощи принципа сжимающих отображений. 

Теорема 1.2  Пусть выполнены все условия Теоремы 1.1  с  вместо   
	Тогда существует  такое, что нелинейная задача (1.10) имеет единственное решение  и оно подчиняется оценке





                      

         Вспомним замену неизвестных функций (1.9), где в правых частях находятся известные функции: построенные  и  функции, существование, единственность и оценки которых установлены в Теореме 1.2. Отсюда вытекает, что задача (1.1)(1.8) имеет единственное решение  и оно подчиняется оценке





  +  .    
 	2 Нелинейная задача для системы параболических уравнений со свободной границей типа Флорина, описывающая неравновесный фазовый переход

Изучается нелинейная неклассическая  задача для системы параболических уравнений со  свободной границей типа  Флорина с двумя малыми параметрами при старших производных в граничных условиях. Эта задача является математической моделью процесса фильтрации жидкостей и газов в пористой среде, она описывает неравновесный фазовый переход. В задаче свободная (неизвестная) граница области задается как неявная функция в отличие от задачи Стефана. Кроме того, в условиях на свободной границе содержатся два малых параметра. 
         Задачи фильтрации жидкостей и газов в пористой среде со свободной границей для уравнений теплопроводности с неявно заданной функцией неизвестной границы изучали В.А. Флорин [7], Г.И. Бижанова [19]. Линейные задачи с малым параметром при производных по времени функции свободной границы исследовали J.F. Rodrigues, V.A. Solonnikov, F.Yi [23], Г.И. Бижанова [24]26], Е.С. Алимжанов [27], Ж.К. Джобулаева  [28].. 
         Рассматриваемая задача запланирована на 2018-2020 г.г.
         Пусть неизвестная свободная граница,  причем  Обозначим  , 
Требуется определить функции  и  удовлетворяющие системе параболических уравнений 

  в              (2.1)

    в           (2.2)

начальным и граничным условиям

                                                 (2.3)

                     (2.4)     
  
                         (2.5) 

и условиям на свободной границе 

                                          (2.6)    
                         
                                                                         (2.7)  

                                             (2.8)

где 
 κ > 0, ε > 0 – малые параметры;    
          В 2018 году нелинейная задача в неизвестных областях (2.1)(2.8) была сведена к нелинейной задаче в заданных областях при помощи невырожденного  преобразования координат.  По начальным данным задачи были построены вспомогательные функции  из пространств Гельдера, соответствующие пространствам решения, и произведена замена неизвестных функций 

                                                                            
                 
                             (2.9)

 =                
          
где  новые неизвестные функции, удовлетворяющие нулевым начальным данным. В результате мы смогли   представить задачу, выделив  линейную и нелинейную части, в виде



                                                           =    в                              (2.10)



   в                              (2.11)   
    
                      (2.12) 

и  при 

                                                                           (2.13)

                                          (2.14)

                   (2.15)

                         (2.16)

где левых частях в уравнении и всех условий  находятся линейные члены относительно неизвестных функций. В правых частях в уравнениях и условиях содержатся известные функции и нелинейные функций. Эту задачу запишем в операторной форме 

                                                                                                  (2.17)

гденеизвестный вектор,  
заданный вектор, 
нелинейный вектор,  линейный оператор, который определяется левыми частями полученной задачи. 
         В 2019 г. изучена линеаризованная задача

                                                                     ,                                              (2.18)

т.е. задача (2.18)  с  
         Задача рассматривается в пространствах Гёльдера  и  – нецелое положительное число, функций  с нормами [22]


                                                                                                    
                            

и


где




  


         Через  будем обозночать подпространство функций  принадлежащих  и удовлетворяющих условиям 
         В основе решения линеаризованной задачи лежит модельная задача с постоянными коэффициентами. 
         Пусть  
        Требуется определить функции , j=1,2,  удовлетворяющими уравнениям

                                                      в                             (2.19)

   в                      (2.20)

 нулевым начальным условиям и условиям на границе сопряжения  :

 в                                  (2.21)

                                                   (2.22)

                                                                               (2.23)

                                              (2.24)

                                                                               (2.25)

где все коэффициенты постоянные,  малые параметры;  функции  и  зависят от малых параметров  и  соответственно.
         Находим решение задачи (2.19)–(2.25) в явном виде с помощью интегрального преобразования Лапласа по переменной :

























где 


 фундаментальное решение уравнения теплопроводности  удовлетворяющее оценке 
         Для  задачи (2.19)–(2.25) доказывается следующая теорема. 
         
Теорема 2.1  Пусть и выполняются условия 
	Для любых функций   нецелое положительное число, задача (2.19)–(2.25) имеет единственное решение 
 и для решения 
справедлива оценка

                                      (2.26)

где постоянная не зависит от  и 
        Доказательство проводится непосредственными оценками входящих в неравенство (2.26) норм построенных в явном виде функции 

Теорема 2.2  Пусть  и выполняются условия 
	Для любых функций   (t)
нецелое положительное число, задача (2.18) имеет единственное решение 
 и для решения 
справедлива оценка
  
 + 

+ 

+  +   +   +  )
 
где постоянная не зависит от  и 

 	 Сущестование решения линеаризованной задачи доказывается при помощи построения регуляризатора, а оценки решения методом Шаудера [22]. Покроем область  интервалами с общим центром  Пусть  гладкие срезающие функции, подчиненные покрытию области  такие, что если  и если  и обладающие свойствами  и  При  интервалы  содержат точку  при  и  интервалы  примыкают к границе области   и  соответственно, при  интервалы  целиком содержатся в  Функции  удовлетворяют нулевым начальным данным и определяются как решения модельной задачи сопряжения (2.19)–(2.25) при  первой краевой задачи при  [22] и задача Коши при [22]. Применяя принцип сжимающих отображений, мы доказываем существование, оценку и единственность решения линейной задачи 
           

      





















3 Неклассическая задача с неявно заданной свободной границей и с усиленной
 нелинейностью

          Изучается нелинейная многомерная  двухфазная задача для параболических уравнений  со свободной (неизвестной) границей, заданной в неявном виде (как неявная функция), и с усиленной нелинейностью  в условии на свободной границе. Эта задача является математической моделью процесса горения [5].
         Однофазную задачу с в условии на свободной границе исследовали A. Petrosyan [29], M. Poghosyan, R. Teymurazyan [30]. Ими было установлено существование классического решения задачи  в малом по времени. I.C. Kim в работе [31] доказал существование и единственность непрерывного решения задачи. T. To в статье [32] показал, что задача с  – лапласианом вместо оператора  в уравнении  имеет единственное гладкое решение. В указанных статьях исследования проведены при условиях выпуклости начальной области. В работе Г.И. Бижановой [33] изучена однофазная задача с  в условии на свободной границе.
         Рассматривается нелинейная задача, в которой требуется найти функции    и свободную границу 

   	                                             (3.1)

 
	                                                                                       (3.2)

 
		                   (3.3)


                 (3.4)

 
		                                                        (3.5)

 
		                                                (3.6)

где ,  ;  , .
         Рассматриваемая задача  отличаются от изученных   задач  тем, что вместо производной неизвестной функции  по нормали к свободной границе  в дифференциальном уравнении на свободной границе берется производная по направлению градиента этой функции, то есть . В книге Г. Карслоу, Д. Егеря [34], c. 278, приводится задача, в граничном условии которой содержится производная 
         Задача (3.1)–(3.6) запланирована на 2018-2020 г.г.
         В 2018 г. задача (3.1)–(3.6) в неизвестных областях  была сведена к нелинейной задаче в заданных областях  при помощи преобразования Ханзавы [20], [21]. По начальным данным задачи были построены вспомогательные функции , ,  и в задаче произведена замена 
                                                       
               (3.7)

         Построенные функции ,  позволили преобразовать задачу к виду, удобному для исследования, с неизвестными функциями 

      в   

                  в   

                      на ,  =0   в                (3.8)                                           

     на   

    на   

где 
       Задачу (3.8) запишем в операторной форме 

                                                                       (3.9)

где  неизвестный вектор, известный вектор-функция,  нелинейный вектор-функция,  линейный оператор, определеннный левыми частями уравнений и условий на границах  и 
      В 2019 г. изучена линеаризованная задача 
                                                                 (3.10)

         Для ее исследдования выделена линейная модельная двухфазная задача сопряжения в во всем пространстве и доказаны существование, оценка и единственность решения в пространсте Гёльдера. 

Теорема 3.1  Пусть  нецелое положительное число, ,
	При любых функциях ,  задача (3.10) имеет единственное решение , и для решения справедлива оценка

                  

         Теорема 3.1 для линеаризованной задачи (3.10) доказывается  методом Шаудера и построения регуляризатора [22], согласно которому замыкание области  покрывается шарами малых радиусов, производится разбиение единицы, подчиненные этому покрытию, и выделяются 3 модельные задачи: задача Коши [22], первая краевая задача [22] и изученная двухфазная модельная задача сопряжения. 
  













         4 Начальная задача для параболического уравнения с сингулярными по t коэффициентами при первых производных по пространственным переменным

         Работа посвящена исследованию начальной задачи – задачи Коши для параболического уравнения с сингулярными по коэффициентами при первых производных по пространственным переменным. К таким задачам сводятся задачи для параболических уравнений в областях с подвижными или свободными (неизвестными) границами, когда требуемая гладкость решений выше гладкости границы области. 
         Исследование в классах гладких функций задач в нецилиндрических областях с подвижными границами, гладкость которых меньше гладкости решений, было начато М. Жевре [35]. Л.И. Камыниным были получены результаты о разрешимости одномерных краевых задач  в областях с границей, удовлетворяющей условию Жевре [36], [37]. В работах Е.А. Бадерко [38][40], М.Ф Череповой [41], [42] были продолжены исследования одномерных и многомерных краевых задач в областях с границами меньшей гладкости по сравнению с гладкостью решения в пространствах Гельдера. Следует отметить, что все исследования в указанных работах [35][41] проводились методами теории тепловых потенциалов и сведением задач к интегральным уравнениям Вольтерра второго рода. В работах [43], [44] была изучена начальная модельная задача с сингулярными по t коэффициентами, установлены весовые пространства Гёльдера, доказана однозначная разрешимость задачи и получены оценки решения. 
         Задача запланирована на 2018-2019 г.г.. В 2018 г. была изучена начальная модельная задача с постоянными коэффициентами: построено решение в явном виде при помощи интегрального преобразования Фурье по  [45], определено весовое пространство Гельдера, в котором ищется решение. 
         Пусть 
         Рассмотрим задачу Коши для параболического уравнения с переменными и сингулярными по коэффициентами при первых производных по пространственным переменным
        
                в                           (4.1)                      


 в                                                                    (4.2)       
   


гдеn,   = const > 0  в   
    
         Для решения задачи определено весовое пространство Гельдера   с нормой   




                      	                               

	
 	 


целые неотрицательные числа, 
     Решение задачи ищем в виде 




где   есть решения  задач

                                                 в   в                                         (4.3)

                                           в   в                                              (4.4)

соответственно.	
	Справедлива теорема.

Теорема 4.1 Пусть  коэффициенты в уравнении (4.1)   принадлежат пространству  , n, причем  
	При любых функциях   f  найдется такое , что задача (4.1), (4.2) имеет единственное решение, представимое в виде  где  принадлежит весовому пространству Гёльдера  ,   принадлежит классическому пространству Гёльдера , и для решения справедливы оценки

                                                                ≤   ,                                                (4.5)

       ≤   . 

Теорема для функции доказывается методом Шаудера и построения регуляризатора. Область покравается шарами малых радиусов, производится разбиение единицы, подчиненное этому покрытию. Выделяется модельная линейная задача с постоянными коэффициентами, изученная в в 2018 г. [43], [44]. При помощи решения этой модельной задачи доказываются существование и оценка решения   для малых времен  Из  оценки (4.5) в силу линейности задачи (4.3) вытекает единственность её решения. В задаче (4.4) в силу  условия   производные  равны нулю,  n, согласно общей теории начальной и краевых задач для параболических уравнений [22] решение задачи  (4.4) принадлежит пространству  Гёльдера 
Заметим, что функция  принадлежит весовому пространству Гельдера , а функция   – классическому пространству Гельдера ,  т.е функция   имеет особенность по . Это связано с тем, что функция  является решением задачи (4.3), причем , а  – решение задачи (4.4) с .
	Начальную задачу (4.1), (4.2) достаточно исследовать при малом времени  . При   t ≥  коэффициенты при первых производных по пространственным переменным становятся гёльдеровыми, как коэффициенты     и решение задачи (4.1), (4.2) будет принадлежать пространству Гельдера  при t ≥  по общей теории параболических задач  [22]. 







5  Первая краевая задача для параболического уравнения с сингулярными по  	
коэффициентами при первых производных по пространственным переменным

Изучается первая краевая задача для параболического уравнения с сингулярными по
коэффициентами при первых производных по пространственным переменным. К таким задачам сводятся задачи для параболических уравнений в областях с подвижными или свободными (неизвестными) границами, когда требуемая гладкость решений выше гладкости границы области.
         Мы видим, что к задачам для параболических уравнений с сингулярными по коэффициентами при первых производных по пространственным переменным сводятся краевые задачи в нецилиндрических областях. Как было отмечено в разделе 4, исследование в классах гладких функций задач в нецилиндрических областях с подвижными границами, гладкость которых меньше гладкости решений, было начато М. Жевре [35], продолжено Л.И. Камыниным  [36], [37], Е.А. Бадерко [38][40], М.Ф. Череповой [41], [42] и другими.
         В.П. Михайловым [46] было доказано, что если граница области задана уравнением  то решение задачи для параболического уравнения с такой границей не будет единственным.       
	Задача запланирована на 2018–2019 г.г. В 2018 г. была  изучена модельная первая краевая задача  с постоянными коэффициентами в полупространстве. Найдено весовое пространство Гельдера для решения, доказаны существование, единственность и оценки решения задачи.
         Пусть гиперплоскость 
         Рассмотрим первую краевую задачу для параболического уравнения с переменными коэффициентами. Требуется найти решение  задачи 

                в                           (5.1)     
                 

 в                                                                    (5.2)   

       
                                                        (5.3)

где  n,  = const > 0  в  
          В краевых задачах должны выполняться условия согласования на границе области S. Запишем условие согласования, которое выводится из граничного условия (5.3) с учетом начального условия (5.2). Условие согласования нулевого порядка имеет вид

          (5.4)

         Условие согласования первого порядка не может быть выполнено, т.к. должно использоваться сингулярное уравнение (5.1) при  а начальная функция
         Для решения задачи определено весовое пространство Гельдера   с нормой 




	
	
	 


целые неотрицательные числа, 
         Справедлива теорема.

Теорема 5.1 Пусть коэффициенты в уравнении (5.1)   принадлежат пространству  , n, причем .
         При любых функциях  , удовлетворяющих условию согласования (5.4), найдется такое , что задача (5.1)–(5.3) имеет единственное решение , удовлетворяющее оценке 

                                       |.                                (5.5)

         Доказательство проводится методом Шаудера и построения регуляризатора [22]. Согласно этому методу область  покрывается шарами малых радиусов, производится разбиение единицы, подчиненное этому покрытию. Выделяется модельная линейная задача с постоянными коэффициентами, изученная в 2018 г. При помощи решения этой модельной задачи доказываются существование и оценка решения  u задачи (5.1) - (5.3) для малых времен  
         Задача (5.1)(5.3) достаточно исследовать при малом времени . При t ≥  коэффициенты при первых производных по пространственным переменным становятся гёльдеровыми, как коэффициенты  и решение задачи будет принадлежать пространству Гельдера  при t ≥ по общей теории параболических задач  [22]. 











           





         





         6 Нерегулярная первая краевая задача для параболического уравнения с рассогласованием начальных и краевых данных

         При изучении задач в пространстве Гёльдера требуется выполнение условий согласования всех требуемых порядков, которые представляют собой функциональные равенства, связывающие все заданные функции на границе области в начальный момент врмени. Пусть задача описывает реальный физический процесс, например, нагревание (охлаждение), изменение концентрации вещества и т.д. Выполнение условий согласования означает, что задача описывает непрерывно протекающий физический процесс, а начальный момент времени в задаче есть точка непрерывности процесса. Если в некоторый момент времени происходит скачкообразное изменение заданных функций, характеристик физического процесса, то понятно, что условия согласования не будут выполнены, но физический процесс идёт, и поэтому задача может иметь решение в классе разрывных функций в окрестности границы области и начального момента времени.
         Мы изучаем этот случай,  В.С. Белоносов [10] определил весовое пространство Гёльдера с весом в виде степени . Это пространство позволяет изучать задачи для параболических уравнений, когда гладкость заданных функций меньше, чем требуется, при этом должно выполняться условие согласования нулевого порядка, невыполнение которого приводит к максимальной сингулярности решения, и не выполняется только одно, последнее условие согласования. G.M. Lieberman [11] рассматривал задачи в весовом пространстве Гёльдера с параболическим весом, когда заданные функции принадлежали таким же, соответствующим решению, весовым пространствам Гёльдера.
         В рассматриваемой задаче возникновение сингулярных решений из весового пространства Гёльдера обусловлено рассогласованием начальных и граничных данных, причем рассматривается невыполнение условий согласования всех допустимых порядков, а заданные функции задачи имеют гладкость, соответствующую гладкости решения, и не смотря на это возникают сингулярные решения за счёт рассогласования данных.
         Модельные задачи с постоянными коэффициентами для параболических уравнений при невыолнении условий согласования начальных и краевых данных были изучены в работах [47], [48], [49],  были построены решения задач для уравнений в явном виде, из которых виден порядок сингулярностей решений. Мы будем изучать задачу для уравнений с переменными коэффициентами. 
        Пусть  граница области   
        Пусть



где  постоянные. 
         Требуется найти решение  первой краевой задачи 

        в                                  (6.1)                            

                 в                                            (6.2)

              в                                        (6.3)

здесь , 
         В работах [47], [48], [49] мы построили сингулярные решения в явном  виде, т.к. задачи
рассматривались для уравнений теплопроводности с постоянными коэффициентами. В уравнении (6.1) коэффициенты переменные, поэтому построение сингулярных решений в явном виде невожможно.  
         Определим весовое пространство Гёльдера  с параболическим весом  с нормой 



где 
           Определим условие согласования начальных и граничных данных задачи (6.1)–(6.3). 
 Они находятся из граничного условия (6.3) в начальный момент времени с использовани-
ем условия (6.2) и уравнения (6.1). 
           Итак, имеем при 


или

                                                    (6.4)

           Продифференцируем условие (6.3) по  и применим уравнение (6.1)



                                (6.5)

            Очевидно, выполнение условий согласования означает, что  
            Мы будем изучать задачу при невыполнении условий согласования (6.4), (6.5), т.е.  
   
            Изучим две вспомогательные задачи при

        в                                        (6.6)

=0   в                                 (6.7)

         Для них справедлива теорема.

Теорема 6.1 Пусть коэффициенты  принадлежит пространству Гёльдера
. (0,1).  Пусть   
	Тогда каждая из задач (6.6), (6.7) с  имеет единственное решение  
 для которого справедлива оценка





ЗАКЛЮЧЕНИЕ
      
          По теме «Задачи со свободной границей для  параболических  уравнений и порожденные ими нерегулярные краевые задачи» в 2019 г. согласно плану НИР были изучены следующие задачи:
1 Нелинейная задача со свободной  границей  для системы параболических уравнений с неизвестными функциями (n–размерность пространства) (запланирована на 2018-2019 г.г.);  2 нелинейная задача для системы параболических уравнений со  свободной границей типа Флорина, описывающая неравновесный фазовый переход (запланирована на 2018-2020 г.г.);  3 неклассическая задача с неявно заданной свободной границей и с усиленной нелинейностью (запланирована на 2018-2020 г.г.); 
4  Начальная задача для параболического уравнения с сингулярными по t коэффициентами при первых производных по пространственным переменным (запланирована на 2018-2019 г.г.); 
5 Первая краевая задача для параболического уравнения с сингулярными по  коэффициентами при первых производных по пространственным переменным (запланирована на 2018-2019 г.г.); 
6 (7 по календарному плану) Нерегулярная первая краевая  задача для параболического уравнения с рассогласованием начальных и краевых данных (запланирована на 2019-2020 г.г.)
	Согласно календарному плану были получены следующие результаты:
1 Завершено исследование  нелинейной задачи со свободной задачи для системы параболических уравнений с 2n+3  неизвестными функциями  в пространстве Гельдера. Доказаны существование, единственность и оценки решений в пространстве Гельдера линеаризованной и нелинейной задач.
2 Продолжено исследование нелинейной задачи для системы параболических уравнений со свободной границей типа Флорина, описывающей неравновесный фазовый переход. Доказаны существование, единственность и оценки решения в пространстве Гельдера линеаризованной задачи и соответствующей ей  модельной задачи.
3 Продолжено исследование  неклассической задачи с неявно заданной свободной границей и с усиленной нелинейностью. Доказаны существование, единственность и оценки решения в пространстве Гельдера линеаризованной задачи и соответствующей ей  модельной задачи с постоянными коэффициентами.
4 Завершено исследование решения в весовом пространстве Гельдера начальной задачи для параболического уравнения с сингулярными по t коэффициентами при первых производных по пространственным переменным. Доказаны существование,  единственность и оценки решения модельной задачи и задачи с переменными коэффициентами в весовом пространстве Гельдера.
5 Завершено исследование первой краевой задачи для параболического уравнения  с сингулярными по t коэффициентами при первых производных по пространственным переменным.
 
При помощи решения модельной задачи доказаны существование,  единственность и оценки решения задачи с переменными коэффициентами в весовом пространстве Гельдера. 
 6 (7 по календарному плану). Начато  исследование  нерегулярной первой краевой задачи для пааболического уравнения с рассогласованием начальных и краевых данных. Изучена вспомогательная задача: найдено весовое пространство Гельдера для 

решения, доказаны существование, единственность и оценки решения.
	Календарный план на 2019 г. выполнен полностью.
Все исследованные задачи являются новыми и ранее не рассматривались.  Для их решения использовался разнообразный математический аппарат: нелинейный анализ, теория уравнений с частными производными, функциональный анализ, а также математический анализ, алгебра, геометрия. Доказательства проводились при помощи метода Шаудера, построения регуляризатора, метода сжимающих отображений, вывода коэрцитивных оценок. Полученные результаты являются максимальной гладкости.
Работа носит теоретический характер, полученные результаты могут быть применены в смежных разделах математики, физике, гидродинамике и т.д. Рассматриваемые нелинейные задачи являются математическими моделями реальных физических процессов. Нерегулярные начальная и первая краевая задачи для параболических уравнений с сингулярными по  коэффициентами и первая краевая задача для параболического уравнения с рассогласованием начальных и граничных данных  порождены задачами со свободной и движущейся границами и  имеют физический смысл.
	В отчетном году были опубликованы 3 статьи (2 Scopus),  3 тезиса,  сделаны 3 доклада, в том числе 2 доклада на Международных конференциях  в  г. Нур-Султане, г. Стамбуле. В выполнении проекта участвовали 1 PhD докторант и 1 магистрант. 
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