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РЕФЕРАТ

Есеп беру мазмұны: 80 бет, 24 сурет, 3 кесте, 23 библиографиялық көздер, 2 қосымшалар.
Түйінді сөздер: ЖАЛҒАСТЫРУ ЕСЕБІ, КЕРІ ЕСЕП, КОЭФФИЦИЕНТТІ КЕРІ ЕСЕП, ЖАЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ЖҮЙЕСІ, ТИІМДІЛЕУ, РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ, ГРАДИЕНТТІК ӘДІС
Зерттеу немесе жобалау нысаны  жалғастыру есебі, акустика және параболалық типті теңдеулер үшін коэффициенті кері есеп, серпімділік теориясының динамикалық теңдеулер жүйесі үшін кері есеп болып табылады.
Жұмыстың мақсаты – аймақтық бақылау жүйелері бойынша ортаның сейсмикалық параметрлерін қалпына келтірудің тура әдістерін әзірлеу және негіздеу, сонымен қатар тура және коэффициентті кері есептерді шешудің сандық әдістерін зерттеу.
2019 жылға арналған жұмыс кезеңінің атауы. Тура және коэффициентті кері есептерді шешудің сандық әдістерін зерттеу және жасау.
Жұмысты жүргізу әдісі немесе әдістемесі. Бастапқы есеп қандай-да бір тура есепке кері есеп ретінде қарастырылады. Кері есеп мақсатты функционалды минималдау есебіне келтіріледі, глобалды минимумды анықтау үшін аралас сандық әдістер қолданылды. Серпімділік теориясының динамикалық теңдеулер жүйесі үшін кері есеп акустика теңдеуі үшін бір өлшемді коэффициенттің кері есебі ретінде келтіріледі. Әрі қарай, Гельфанд-Левитан-Керин әдісімен сызықтық интегралдық теңдеулер тобын шешуге келтіріледі.
Жұмыстың нәтижесі және оның жаңалығы. И.М. Гельфанд– Б.М. Левитан– М.Г. Крейн әдісіне негізделген ортаның тығыздығын қалпына келтіру алгоритмі әзірленген. Алгоритм шынайы есептер қойылымына жақынырақ мәліметтер бойынша есептеулер жүргізілді.
Аймақтық бақылау жүйесіне сәйкес келетін көздер мен қабылдағыштар жүйесі қолданылды. Бірөлшемді есептердің ақырғы топты кері есепті жуықтатпай ортаның тығыздығын анықтауға мүмкіндік беретін, М.Г. Крейн теңдеуінің жаңа үш өлшемді аналогы алынды.
Дискретті оператордың сингулярлы сандарының кемуін бағалау негізінде параболалық теңдеулер үшін жалғастыру есебінің қисындылығы зерттелген. Сандық шешімдердің регулярланған алгоритмдері құрылды.
Математикалық физика теңдеулер үшін жалғастыру есептерін шығарудың тиімді әдістерін қолдануды қамтитын сандық алгоритм жасалды.
Кері есепті шешу үшін градиент әдісі, айырымдық сұлбасын келтіру әдісі, сингулярлық жіктеу әдісі қолданылады. Градиентті жүйелеу әдісі қателікпен берілген мәліметтерін тұрақты шешуді қамтамасыз ететіндігі көрсетілген.
Негізгі конструктивті, технологиялық және технико-эксплуатациялық сипаттамалары. Барлық сандық шешімдер жоғары өнімді компьютерлерде жасалды.
Енгізу дәрежесі. Нәтижелерді енгізу эксперименттік деректерді сынағаннан кейін және оны нақты статистикамен салыстырғаннан кейін жоспарланады.
Енгізуге ұсыныстар немесе ғылыми зерттеу жұмыстарының  мәліметтерін енгізудің нәтижелері. Нәтижелерді өндіріске енгізу геофизикалық ұйымдарға серпінді толқындарды болжау және зерттеу үшін жаңа шешімдерді әзірлеуге мүмкіндік береді.
Қолдану саласы. сейсмика, медицина, экономика, жылуэнергетика.
Экономикалық тиімділік немесе жұмыстың маңыздылығы. Жоба нәтижелері сейсмикалық барлау және жылу энергетикасы мәселелерін зерттеу үшін қолданылады
Зерттеу объектісінің дамуы үшін болашаққа ұсыныстар (ғылыми-зерттеу және дамыту, бизнес-инкубациялау, коммерцияландыру және т.б.). Зерттеу нәтижелері геофизика, сейсмикалық барлау және жылу энергетикасындағы жаңа технологиялардың дамуына әсер етеді.
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Объектом исследования являются задача продолжения, коэффициентная обратная задача для уравнения акустики и параболического типа, обратная задача для системы динамических уравнений теории упругости.
Цель работы состоит в разработке и обосновании прямых методов восстановления сейсмических параметров среды по площадным системам наблюдения, а также в исследовании численных методов задачи решения прямых и коэффициентных обратных задач
Название этапа работ на 2019 год. Исследование и разработка численных методов решения прямых и коэффициентных обратных задач.
Метод или методология проведения работы. Исходная задача рассматривается как обратная к некоторой прямой задаче. Обратная задача была сведена к задаче минимизации целевого функционала и для определения глобального минимума применены комбинированные численные методы. Обратная задача для системы динамических уравнений теории упругости сведена к одномерному коэффициентному обратную задачу для уравнения акустики. Далее по методу Гельфанда-Левитана-Крейна сведена к решению семейства линейных интегральных уравнений. 
Результаты работы и их новизна. Разработан прямой алгоритм восстановления плотности среды на основе метода И.М. Гельфанда – Б.М. Левитана – М.Г. Крейна. Проведена модификация алгоритма для задач, имеющих более приближенные к реальным задачам постановки. 
· Использована система источников и приёмников, соответствующих площадной системе наблюдений. Получен новый трёхмерный аналог уравнения М.Г. Крейна, позволяющий определить плотность среды без аппроксимации обратной задачи конечным семейством одномерных задач. 
· Исследована степень некорректности задачи продолжения решений параболических уравнений на основе оценки убывания сингулярных чисел дискретного оператора. Построены регуляризирующие алгоритмы численного решения. 
· Создан численный алгоритм, включающий в себя реализацию разработанных наиболее эффективных методов решения задач продолжения решений уравнений математической физики. 
· Применен градиентный метод, метод обращения разностной схемы, метод сингулярного разложения для решения обратной задачи. Показано, что градиентный метод регуляризации дает устойчивое решение к зашумленным входным данным.
Основные конструктивные, технологические и технико-эксплуатационные характеристики. Все численные решения выполнены на высокопроизводительных компьютерах.
Степень внедрения. Внедрение результатов планируется после апробации экспериментальных данных и сравнения с реальными статистическими данными.
Рекомендации по внедрению или итоги внедрения результатов НИР. Внедрение результатов в производство даст возможность организациям геофизики разработать новые решения по осуществлению прогнозирования и исследовании упругих волн.
Область применения: сейсмика, медицина, экономика, теплоэнергетика. 
Экономическая эффективность или значимость работы. Результаты проекта будут использованы при исследовании проблем сейсморазведки, теплоэнергетики.
Прогнозные предложения о развитии объекта исследования (НИОКР, бизнес-инкубирование, коммерциализация и т.д). Результаты исследований повлияют на развитие новых технологий геофизики, сейсморазведки, теплоэнергетики.
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План работы по проекту в 2019 году посвящен разработке численных методов решения коэффициентных обратных задач. Такие задачи относятся к некорректно поставленным задачам математической физики, теория которых основана В.К.Ивановым [1], М.М.Лаврентьевым [2], А.Н.Тихоновым [3]. 
В настоящее время теория обратных задач, первые работы, в рамках которой относятся к середине XX века, интенсивно развивается во всем мире. Общее определение понятия обратной задачи основывается на связи между пространством данных и пространством моделей. Как правило, постановка той или иной задачи математической физики использует набор параметров, описывающих свойства моделируемой физической системы, и набор измеряемых характеристик. Прямые задачи изучают возможность определения измеряемых характеристик (совокупность всевозможных значений, которых образует пространство данных) по заданным параметрам системы (элементу пространства моделей). Обратные задачи, напротив, исследуют определение параметров системы, при условии, что известны значения измеряемых данных и, возможно, некоторые из характеристик системы.
Отдельно следует отметить тесную связь коэффициентных обратных задач в математической геофизике, где часто требуется определить свойства среды или расположенных на некоторой глубине включений с помощью дополнительной информации, полученной путём измерения на поверхности волн, отражённых от неоднородностей среды. Распространение этих волн описывается уравнениями в частных производных, полученными из фундаментальных законов сохранения, а свойства среды и параметры объекта, например, акустические или электромагнитные, описываются коэффициентами этих уравнений. Так, в задачах акустики параметрами являются плотность среды и скорость распространения волн в среде, в случае задач теории упругости коэффициенты уравнений являются параметрами Ламе и плотностью среды, а в случае уравнений Максвелла они описывают проницаемость и проводимость среды. Таким образом, возникает задача определения коэффициентов гиперболических уравнений по дополнительной информации, измеренной на части границы [4]. 
Как правило, решение обратных задач является довольно трудоёмким процессом. Главные трудности при решении обратной задачи связаны с её некорректностью, которая может проявляться как в отсутствии теоремы единственности, так и в неустойчивости по отношению к ошибкам измерений. Кроме того, дополнительные сложности при разработке методов решения оказывает влияние тот факт, что обратные задачи, как правило, являются нелинейными.
Различные типы задач, трудности, связанные с некорректностью постановок, различные варианты задания дополнительной информации – всё это обуславливает существование широкого класса численных методов решения обратных задач [5]. При этом обобщение существующих алгоритмов с одномерного случая на более сложные постановки, когда свойства модели зависят от двух и трёх переменных, может быть затруднительным с вычислительной точки зрения. Так, многие разработанные алгоритмы основаны на оптимизационном подходе – коэффициенты уравнений (параметры модели) выбираются таким образом, чтобы моделируемый отклик среды был максимально близок к измеренному. С математической точки зрения это означает сведение задачи к оптимизации некоторого целевого функционала [6 – 8]. Решение задачи оптимизации, как правило, производится итерационными методами, и на каждом шаге итерационного процесса необходимо решать соответствующую прямую задачу (а в случае, например, градиентных методов, ещё и сопряжённую задачу). Следовательно, эффективность подобных алгоритмов существенно зависит от того, насколько быстро удаётся решать прямую задачу. Однако с увеличением размерности задачи даже однократное решение прямой задачи требует большого объёма памяти и вычислений, и зачастую возможно только с использованием суперкомпьютеров. 
Другим важным аспектом является использование во многих разработанных методах априорной информации. Такие методы подразумевают наличие некоторое «опорной» модели среды, которая является начальным приближением при восстановлении изучаемой среды. Тем самым достоверность решения обратной задачи существенно зависит от адекватности этой априорной информации.  
Учитывая вышесказанное, актуальной задачей является разработка прямых методов (т.е., основанных на непосредственном обращении нелинейного оператора обратной задачи), не требующих многократного решения прямой задачи. В отчете рассматриваются прямые методы решения обратных задач, построенные на основе метода И.М.Гельфанда, Б.М. Левитана, М.Г.Крейна [9]. Данный подход заключается в сведении нелинейной обратной задачи к однопараметрическому семейству линейных интегральных уравнений Фредгольма. Отметим также, что метод не предполагает наличие априорной информации о решении. Разработка численных алгоритмов решения обратных задач для гиперболических уравнений, обладающих данными свойствами, представляет большой интерес, так как на основе таких алгоритмов возможно создание комплексов обработки сейсмических наблюдений, позволяющих за приемлемое время получить первое приближение исследуемых параметров среды при отсутствии априорной информации. Полученные таким образом значения параметров в дальнейшем можно уточнить с помощью других подходов (например, основанных на оптимизационных методах).
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В рамках работы над проектом был разработан новый алгоритм восстановления плотности среды на основе метода И.М.Гельфанда – Б.М. Левитана – М.Г.Крейна [9 – 11]. 
Целью работ на данном этапе была модификация алгоритма для задач, имеющих более приближенные к реальным задачам постановки. Рассматривается обратная задача для уравнения акустики:





Задача заключается в определении функции плотности среды . 
Новизна постановки заключается в том, что для решения обратной задачи используется система источников и приёмников, соответствующих площадной системе наблюдений:









Данная постановка соответствует рассмотрению последовательности задач, в которых источник локализован в некоторой точке  дневной поверхности , и для каждого значения параметра  известен отклик среды на этот источник, задаваемый функцией  . С одной стороны, такая система источников и приёмников является перспективной с точки зрения приложений. С другой стороны, с математической точки зрения это означает наличие сингулярной составляющей по горизонтальным переменным в функции источника. Учёт этой составляющей позволил получить новый трёхмерный аналог уравнения М.Г. Крейна, позволяющий определить плотность среды без аппроксимации обратной задачи конечным семейством одномерных задач (схема  - приближения, которая является наиболее часто встречающейся при использовании метода Гельфанда - Левитана - Крейна в многомерном случае). Задача оказывается эквивалентна решению следующего семейства линейных интегральных уравнений (новый аналог уравнения М.Г.Крейна):


.


Плотность среды   связана с решением семейства линейных интегральных уравнений следующим соотношением:




На практике, в случае, когда данные измерений известны только в конечном числе точек, новый аналог уравнений М.Г.Крейна может быть аппроксимирован конечной системой. На рисунке 1 приведен пример решения модельной задачи определения плотности среды. 
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Слева (а) – точное решение, справа (б) – результат расчётов (система из 15 источников и приёмников, уровень шума 2%)

Рисунок 1 – Решение модельной задачи определения плотности среды (двумерный срез)

Разработан прямой алгоритм восстановления скоростной модели среды на основе метода Гельфанда-Левитана-Крейна и метода граничного управления [12, 13].
Рассмотрим следующую систему уравнений, описывающую распространение сейсмических волн в среде [14]:














Здесь  – вектор, соответствующий координате ,  - вектор смещений точек упругой среды. В дальнейшем будем использовать обозначения . Упругие свойства среды определяются параметрами Ламе   и плотностью среды . Также для описания свойств среды используются скорости поперечных  и продольных  волн, связанных с параметрами   следующим образом:  

	В ходе работы рассматривался случай, когда среда имеет горизонтально-слоистую структуру: . В этом случае уравнения теории упругости принимают следующий вид:








Предполагается, что до начала эксперимента среда свободна от нагрузок:





Общая схема сейсмических экспериментов заключается в приложении на дневной поверхности   следующих граничных условий:








Предполагаем, что величины  - значения параметров среды  на поверхности   являются известными. Граничные условия вызывают процесс распространения упругих волн в среде, информацию о которых мы получаем, измеряя компоненты смещения точек среды на поверхности 






Таким образом, обратная задача заключается в определении параметров среды   (или же восстановлению скоростных разрезов среды ) в результате одного или нескольких экспериментов.


Будем рассматривать поставленную задачу в цилиндрических координатах: . Предположим, что граничные условия на поверхности , имеют следующий вид:


.



В этом случае в среде возникает процесс распространения SH-волн, и вектор смещения  содержит только одну ненулевую компоненту , удовлетворяющую следующему соотношению:




Имеют также место следующие начальные и граничные условия




Данные обратной задачи имеют вид:





Пусть теперь функции  имеют следующий вид:





Это начальное условие моделирует источник упругих волн, соответствующий поверхностному моменту вращения интенсивности .  Далее, после преобразования Ханкеля мы получим следующую систему:







Здесь  - целочисленный параметр,  - известны. Далее, произведем замену эйконала  [8 – 14]. Получим:






Функция  здесь определена следующим образом:  
Теперь при , уравнение выше имеет вид уравнения акустики: 




Обратная задача для этого уравнения сводится к решению следующего семейства линейных интегральных уравнений:





Функция  связана с решением данного семейства уравнений следующим образом:


.




Используя функцию , вычисленную на предыдущем шаге, можно восстановить скоростной разрез .  Используя теперь, задачу при некотором, мы рассматриваем функцию , имеющую следующий вид:


.

Тем самым задача сводится к обратной задаче для уравнения:


.


Здесь функция  определена следующим образом:


.


Тогда обратная задача по определению коэффициента  может быть сведена к решению следующего семейства линейных интегральных уравнений:





Функция связана с решением данного семейства уравнений следующим образом: 











[bookmark: bookmark3][bookmark: Определение_скорости_продольных_волн.][bookmark: bookmark0]Учитывая вид функции , используя ранее вычисленную функцию , можно восстановить скорость поперечных волн в среде . Далее, знание функций  и  позволяет вычислить плотность среды . Кроме того, используя значения скорости поперечных волн, можно обратить преобразование годографа и перейти от переменной  к исходной переменной : 





[bookmark: _Toc22741331]2 ИССЛЕДОВАНИЕ ЗАДАЧИ ВОССТАНОВЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ, ЗАВИСЯЩИХ ОТ ВРЕМЕНИ В ДИНАМИЧЕСКИХ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧАХ

Рассмотрим следующую обратную задачу для системы динамических уравнений теории упругости:





Здесь  - вектор смещения точек среды.



Задача состоит в определении параметров  определяющих упругие свойства среды, по результатам одного или нескольких экспериментов, в  результате которых измеряется смещение точек среды  на поверхности .


Для решения этой задачи предложен алгоритм, основанный на использовании метода Гельфанда - Левитана во временной области. Задача оказывается эквивалентной восстановлению скорости поперечных волн  и параметра Ламе , являющихся коэффициентами следующей системы:








Для решения обратной задачи необходимо рассмотреть два эксперимента, один из которых связан с распространением SH-волн при воздействии на среду поверхностного момента вращения интенсивности , а другой - с распространением продольных волн при воздействии на среду источника вида нормальной сосредоточенной силы. В результате, как в разделе 1, задача сводится к решению нескольких вспомогательных обратных задач для уравнений акустики и уравнения колебаний. Основная идея алгоритма заключается в сведении нелинейных обратных задач к системам линейных интегральных уравнений Фредгольма первого или второго рода. Решение уравнений Фредгольма проведено методом Монте-Карло, поскольку для решения обратной задачи необходимо находить не все решение уравнения Фредгольма, а только лишь его значение в одной заданной точке в соответствии с формулой  . 
На иллюстрации представлены результаты расчётов по восстановлению поперечно-скоростной модели среды с помощью двух модификаций метода Монте-Карло. Результаты расчетов показаны на рисунке 2.
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Рисунок 2 – Результаты расчетов двух модификации метода Монте-Карло

Таким образом, восстановление скоростной модели требует решения трёх систем линейных интегральных уравнений. Отметим, что важным аспектом этого подхода является использование источников, имеющих вид дельта-функции по времени. На практике использование источников упругих волн такого вида зачастую является неоправданным. В связи с этим представляет интерес дальнейшая разработка идей на случай произвольной временной формы источников. При этом возникает необходимость либо решать задачу деконволюции, либо модифицировать получаемые семейства линейных интегральных уравнений. Решение обеих задач потребует рассмотрения интегральных уравнений первого рода, решение которых является некорректной задачей и налагает дополнительные требования на системы обработки данных. Тем не менее, подобное развитие предлагаемых в проекте идей является актуальным с точки зрения приложений.

[bookmark: _Toc22741332]2.1 Некорректная задача продолжения с данными, измеренными на части границы

Исследована задача продолжения решения с части границы для уравнения теплопроводности, где неизвестная температура объекта должна быть найдена на основе наблюдений (измерения) температуры на доступной части границы. Задачи продолжения решения с части границы являются первым шагом к решению коэффициентных обратных задач.
Задача продолжения уравнения теплопроводности некорректна (задача Коши для параболического уравнения) [5, 14]. В тепловом процессе для измерения доступна как температура на части границы, так и поток тепла. Однако невозможно измерить эти функции на остальной части границы. Тем не менее, требуется вычислить температуры или поток тепла на недоступной для наблюдения части границы (Рисунок 3). 




1 - рабочая емкость; 2-сопло (D=15мм); 3 - барьер; 4 - нагревательный элемент; 5 - расходомер; 6-насос; 7 - термостат; 8 - внешний источник возбуждения вибратора; 9 - система трубопроводов; 10 - инфракрасный тепловизор.

Рисунок 3 – Рабочая среда

Мы сводим задачу продолжения к обратной задаче, где неизвестные начальные данные и граничные условия на недоступной части границы должны быть найдены на основе известных измерений температуры и потока тепла. Следовательно, проблема может быть классифицирована как граничная обратная задача. Схема эксперимента указана на рисунке 4. 
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Рисунок 4 – Схема эксперимента


Постановка задачи. Рассмотрим в области :






 

Решение задачи продолжения сводим к решению обратной задачи, по отношению к следующей прямой (корректной) задаче:






 


 


 



В обратной задаче требуется найти неизвестные функции  и по известным дополнительным сведениям 









Численное решение прямой задачи.  Пусть  шаг по ,  шаг по  и удовлетворяет критерию Куранта — Фридрихса — Леви. Для решения прямой задачи применяется неявная конечно разностная схема: 




Приведем обозначения 




Получается дискретная формулировка задачи следующего вида




с начальными условиями 




Аппроксимация граничных условий первого порядка 







На каждом временном шаге  трехдиагональная система линейных уравнений  с размерностью  численно реализован методом прогонки. 
Численное решение обратной задачи продолжения. Существует множество численных методов решения обратной задачи продолжения. В данной работе, сравниваются методы  конечно-разностных схем, сингулярного разложения и градиентный.
Метод  конечно-разностных схем [4]. Задача продолжения заменяется конечно-разностным аналогом, в котором решение восстанавливается внутри поля слой за слоем. Первый и второй слой берется из граничных условий:




Остальные слои решаются из схемы обратного алгоритма следующего вида:







Используя данный метод, можно найти решение в «характерном» треугольнике вблизи граница . Регуляризуем решение задачи продолжения и добавим два дополнительных граничных условия для  и  :





Используя последние условия можно найти решения задачи продолжения на всей области .
Метод сингулярного разложения. Рассматривается неявная схема Эйлера





и граничные условия при :




После дискретизации задача продолжения сводится к недоопределенной системе линейных алгебраических уравнений. 


.




Здесь , матрица  является двух диагональной блочной матрицей размерности  где каждый блок имеет следующую структуру 













Матрица   имеет  строк из разложения  конечно-разностной схемой и  строк из граничных условий, что приводит к размерности     . Это совпадает с размерностью вектора правой части . Чтобы сравнить методы, также добавляются два граничных условия  в рассматриваемой постановке задачи. Новые условия продолжаются продлением матрицы , и система становится, переопределенной матрицей  с размерностью  .


После построения матрицы  размерности , можно применить метод сингулярного разложения 











где  и  ортогональные матрицы соответствующих размерностей  и .  Диагональная матрица  размерности  содержит сингулярные значения по главной диагонали , где . Для численной реализации  использовалась   высоко оптимизированная библиотека Intel® MKL для SVD [15 – 16]. 
После матричной факторизации матрично-векторная форма показанная выше меняется на следующую:

,




где  и . Следующим шагом находится вектор :






И соответственно неизвестные  ищем как . 
Градиентный метод. Найдем решение обратной задачи по минимизация целевого функционала [4]:




где .
Мы применяем градиентный метод для минимизации целевого функционала






Здесь  начальное приближение, параметр спуска, а  градиент функционала.
Градиент функционала можно рассчитать с помощью решения сопряженного задачи






 


 


 
Затем








Для реализации численного решения задачи продолжения были взяты следующие данные:  функции  , граничные условия  Численное решение прямой задачи показан на рисунке 5. 
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Рисунок 5 – Численное решение прямой задачи 

Решение задачи продолжения находится с добавлением шума  следующего вида:

.






Здесь  точные данные,  процент шума и  случайное число равномерно распределенное на . Рассматриваются точные данные и данные с шумом когда .  Для решения задачи продолжения применен градиентный метод, метод обращения разностной схемы и метод сингулярного разложения.  На основе реализованных алгоритмов разработаны программы численного решения задачи продолжения параболического типа.  Проиллюстрированы результаты, в которых используется метод сопряженных градиентов. На рисунке 6 указано точное решение рассматриваемой задачи. В «характерном» треугольнике решение задачи продолжения совпадает с точным решением с хорошей точностью (Рисунок 7). Решение с зашумленными данными содержит небольшие отклонения от точного решения (Рисунок 8). Далее добавляется регуляризация к решению задачи. 
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Рисунок 6 – Точное решение
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Рисунок 7 – Решение задачи продолжения без регуляризации на точных данных
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Рисунок 8 – Решение задачи продолжения без регуляризации на зашумленных данных, с шумом 1%


Мы предполагаем, что у нас есть дополнительные граничные условия вида . Тогда находится решение задачи продолжения на всей области. Видно, что оно отличается от точного решения задачи только возле правой границы, глубоко внутри области. Но если мы добавим один процент шума к данным, осцилляция задачи внутри области увеличатся (Рисунок 9). 
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Рисунок 9 – Решение задачи продолжения с регуляризацией на зашумленных данных, с шумом 1%


Далее рассматривается решение задачи продолжения методом сингулярного разложения. Прежде всего, анализ сингулярных значений необходим для проверки некорректности задачи (Рисунок 10). Условное значение матрицы коэффициентов  равна . При реализации метода сингулярного разложения для задачи продолжения параболического уравнения, решение с точными данными достаточно хорошее, но решение с шумом 1% серьезно меняет картину, как в случае с методом обращения разностной схемы.
Далее применяется метод сопряженного градиента для решения задачи продолжения. Рисунки 7-9 показывают, что метод сопряженного градиента дает лучший результат по сравнению с предыдущими алгоритмами. Кроме того, полученный результат довольно устойчив к добавлению шума к данным. 
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Рисунок 10 –Сингулярные значения матрицы 

Таким образом исследовалась некорректная задача продолжения для параболического уравнения с данными, приведенными на части границы. Найдены численные решения рассматриваемой задачи методами обращения разностной схемы, сингулярного разложения и сопряженных градиентов. Проведена апробация на экспериментальных данных и сравнительный анализ разработанных алгоритмов предложенными методами. Показано, что градиентный метод является самым устойчивым к ошибкам в данных, но для его реализации требуется большее время, чем для метода обращения разностной схемы.
Численное решение так же показывает, что переформулировка задачи продолжения параболического уравнения в виде обратной задачи позволили найти приближенное решение более стабильным способом для точных и зашумленных данных.
На основе реализованных алгоритмов разработаны программы численного решения задачи определения источников возмущений для параболических уравнений (обработка данных спутниковых наблюдений по определению причин повышения температуры земной поверхности и микросейсмический мониторинг гидроразрыва пласта).
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Рассмотрим коэффициентные обратные задачи для параболического уравнения


.

С начальным условием 


.


И некоторыми граничными условиями. Здесь  – эллиптический оператор. 


Обратная задача: требуется восстановить функции  и   по заданной дополнительной информации 
· 
Нелокальные данные: .
· 
Данные заданные на некоторой кривой: .
Такие коэффициентные обратные задачи с нелокальной дополнительной информацией возникают в медицине: диффузия лекарств, абсорбция препарата через кожу пациента и др. Кожа относится к естественным барьерам, препятствующим проникновению ксенобиотиков в организм. Несмотря на успехи, достигнутые в связи с развитием трансдермальных терапевтических систем и изучение проницаемости кожи, нельзя с уверенностью сказать, какие структурные элементы кожи являются барьерами для различных препаратов.
Так же задачи с данными заданными на известных кривых возникают в финансовой математике, которая является относительно молодой дисциплиной, которая быстро развивается в последние десятилетия. Такое развитие событий было обусловлено формированием мощных финансовых рынков с разнообразными инструментами перераспределения рисков между участниками рынка. 
Изменения, произошедшие на нефтяном рынке в связи с созданием картеля нефтедобывающих стран ОПЕК, потребовали от развитых стран-экспортеров нефти адаптации к новым условиям в мировой экономике. Фондовый рынок можно изучать отдельно от реального сектора экономики. Деятельность участников рынка заключается в управлении рисками, связанными с неопределенностью динамики финансовых инструментов. Традиционно динамика цены индекса фондового рынка моделируется как геометрическое броуновское движение и описывается стохастическим дифференциальным уравнением.  Форме стохастического дифференциального уравнения зависит от реального сектора экономики.
С характерных времен изменения в реальном секторе экономики значительно большие, чем характерные времена изменения конъюнктуры на фондовом рынке, эти уравнения можно считать квазистационарными (Рисунок 11). 
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Рисунок 11 – Решение прямой задачи для разных T = 1 год, S(0,300), K = 100, r = 0.1,  = 0.2

Далее, исследована обратная задача восстановления функций, определяющих вид стохастического дифференциального уравнения, моделирующего динамику индекса фондового рынка по данным Европейского опциона на продажу. Построен численный метод решения обратной задачи [17 - 21].











Здесь:  – стоимость опциона,  - индекс,  – процентная ставка, - волатильность,  - время,  ,  – время выплаты (Рисунок 12). 
Типичная кривая, на которой задается дополнительная информация и ее гистограмма.
Рассмотрим прямую задачу для модифицированного уравнения Блэка-Шоулза [7-8]




Здесь .

	

	


	а
	б

	
а) кривая – дополнительная информация, б) гистограмма дополнительной информации 

Рисунок 12 – Обратная задача восстановления функций, определяющих вид стохастического дифференциального уравнения




Обратная задача заключается в определении двух функций  по дополнительной информации

.


Здесь  является известной кривой и дополнительной информацией.
Обратную задачу будем рассматривать как задачу оптимизации функционала следующего вида [7]




Рассмотрим градиентный метод


.


Прямая задача  





Сопряженная задача :




Градиент функционала считается по формуле


.

На рисунках 13, 14 показаны кривые измеренных данных, точные данные, данные на одной кривой, соотевтсвующие данные на 4 кривых (4 дополнительных выпуска опционов).
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а - Кривая данных, б – Данные, в - Точное решение

Рисунок 13 – Кривые измеренных данных
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	б



а - Данные на одной кривой, б - Данные на 4 кривых (4 дополнительных выпуска опционов)

Рисунок 14 – Кривые измеренных данных

На рисунках 15 – 17 проиллюстрированы решения обратной задачи для различных данных. Взяты такие данные как 1, 4 и 16. Выведены графики разности между точным и приближенным решением и убывание функционала невязки. Рисунок 18 иллюстрирует разность между точным и приближенным решением для разного числа опционов.
Видно, что с увеличением числа данных обратной задачи (число перевыпуска опционов), интервал восстановления и устойчивость увеличивается.



	а)
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	б)
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	в)
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а) – Решение обратной задачи, где данные равны 1, б) – Разность между точным и приближенным решением, в) – Убывание функционала невязки

Рисунок 15 – Решение обратной задачи при данных равны 1

	а)
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	б)
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	в)
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а) – Решение обратной задачи, где данные равны 4, б) – Разность между точным и приближенным решением, в) – Убывание функционала невязки

Рисунок 16 – Решение обратной задачи при данных равны 4

	а)
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	б)
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	в)
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а) – Решение обратной задачи, где данные равны 16, б) – Разность между точным и приближенным решением, в) – Убывание функционала невязки

Рисунок 17 – Решение обратной задачи при данных равны 16
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Рисунок 18 – Разность между точным и приближенным решением для разного числа опционов
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Актуальность задач анализа химических реакций обусловлена современными потребностями промышленности. Улучшение технологических процессов переработки углеводородных соединений, усовершенствование химических реакторов и др.
Коэффициентные обратные задачи для химической кинетики описываются нелинейными системами ОДУ [22]. Дополнительная информация задается в некоторый финальный момент времени. Изменение концентрации веществ описывается следующей системой ОДУ:




.

Необходимо определить параметры 


.



Где  – количество веществ,  – количество реакций, газ – 100% этан, тмпература 700С, C2H6->C2H4+H2. 
Здесь А=3.16*1014, Ea=2.84*108 Дж/кг,моль, 2C2H6->2CH4+C2H4. Здесь  А=3.16*1014 , Ea=2.92*108 Дж/кг моль (Рисунок 19).
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Рисунок 19 – Численное решение обратной задачи химической кинетики

Для решения коэффициентной обратной задачи реализованы генетический алгоритм, метод быстрого отжига, метод роя частиц и градиентный метод. 
Генетический алгоритм представляет собой эвристический алгоритм поиска, направленный на решение задачи оптимизации функционала невязки. Механизмы, используемые в данном алгоритме, аналогичны механизмам естественного отбора. Множество всевозможных векторов с различными значениями искомых параметров сопоставляется генотипам некоторой популяции, а приспособленность каждого генотипа связывается со значением минимизируемой функции. Тем самым конкретный генотип считается тем более «приспособленным», чем меньшим является значение функционала на данном наборе параметров. Можно выделить следующие этапы метода:
· Создание начальной популяции;
· Скрещивание (создание новых элементов популяции путём комбинации параметров «родительских» генотипов);
· Мутация (случайные модификации некоторой доли популяции);
· Селекция (отбрасывание элементов популяции, для которых значение приспособленности (что связано с величиной функционала невязки) хуже, чем для остальных.
Метод роя частиц оптимизирует функцию, поддерживая популяцию возможных решений, называемых частицами, и перемещая эти частицы в пространстве решений согласно простому принципу. Перемещения подчиняются принципу наилучшего найденного в этом пространстве положения, которое постоянно изменяется при нахождении частицами более выгодных положений. Характерной особенностью метода является отсутствие необходимости вычисления градиента минимизируемого функционала.
 Метод имитации отжига имитирует процесс кристаллизации некоторого вещества, в ходе которого переход из одного состояния в другое совершается с некоторой вероятностью, зависящей от температуры. При этом энергия системы сопоставляется значению оптимизируемой функции, а закон убывания температуры и выбор вероятностного распределения, по которому осуществляется переход из одного состояния в другое, является параметром алгоритма. Общая схема метода для минимизации функции  выглядит в итоге следующим образом:
1 Выбрать начальное приближение . Установить текущее значение энергии 
2   Выбрать закон убывания температуры , где k – номер шага.
3  Выбрать оператор , модифицирующий текущее решение.  
4 На итерации :
а) Вычислить значение температуры T(k)
б) Вычислить новое состояние системы согласно оператору перехода: ;
в) Вычислить новое значение энергии системы ;
г) Вычислить вероятность перехода, соответствующую распределению Гиббса: 
д) С вероятностью  произвести обновление текущего состояния системы и значения энергии: . С вероятностью  оставить значения предыдущего шага: .
Остановка алгоритма происходит при достижении некоторого минимального значения температуры. Соответствующее значение энергии есть приближённое оптимальное значение минимизируемой функции, а состояние системы соответствует решению обратной задачи. Отметим, что структура алгоритма позволяет выбирать различные способы перехода из одного состояния в другое, варианты убывания температуры и методы вычисления вероятности перехода. 
Также следует отметить, что характерной особенностью всех трёх предложенных алгоритмов, помимо отсутствия необходимости вычисления градиента функционала, является возможность нахождения глобального минимума, что является преимуществом этих подходов по сравнению с методами градиентного спуска, сходящимися к локальному минимуму функционала. 
В ходе работы по проекту проведен сравнительный анализ реализованных методов в зависимости от числа восстанавливаемых параметров и уровня шума.  Результаты сравнительного анализа методов можно увидеть в таблицах 1 – 3. 


Таблица 1 – Сравнительный анализ генетического алгоритма (GA), метода роя частиц (PSO) и метода имитации отжига (SA) при трех восстанавливаемых параметров и уровне шума в данных 
	Методы
	

	

	Время(в секундах)

	Генетический алгоритм
	50
	180
	190

	Метод роя частиц
	65
	230
	240

	Метод быстрого отжига
	c=0.92
	c=0.95
	70




Таблица 2 – Сравнительный анализ генетического алгоритма (GA), метода роя частиц (PSO) и метода имитации отжига (SA) при шести восстанавливаемых параметров и уровне шума в данных 
	Методы
	

	

	Время(в минутах)

	Генетический алгоритм
	150
	330
	28

	Метод роя частиц
	220
	400
	34

	Метод быстрого отжига
	c=0.95
	c=0.99
	14




Таблица 3 – Сравнительный анализ генетического алгоритма (GA), метода роя частиц (PSO) и метода имитации отжига (SA) при двенадцати восстанавливаемых параметров и уровне шума в данных 
	Методы
	

	

	Время(в минутах)

	Генетический алгоритм
	400
	830
	280

	Метод роя частиц
	560
	1050
	360

	Метод быстрого отжига
	c=0.99
	-
	-





[bookmark: _Toc22741335]3 	ПОСТРОЕНИЕ И АПРОБАЦИЯ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ ПРЯМЫХ И КОЭФФИЦИЕНТНЫХ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ

В данном разделе была рассмотрена задача, связана с идентификацией неоднородностей среды по результатам наблюдений акустических волн. Для решения такой задачи типа акустической томографии предлагается подход, рассматривающий задачу томографии как коэффициентную обратную задачу для системы гиперболических уравнений первого порядка, что позволяет рассматривать объекты со структурой, отличной от слоистой. Для решения этой задачи может быть использован аппарат численных методов, широко используемый в теории обратных и некорректных задач для решения прикладных задач. Эти алгоритмы предполагают решение прямой и сопряженной задачи на каждом шаге итерационного процесса оптимизации, в связи с чем возникает необходимость использования эффективных численных методов решения прямой задачи. Математическая модель, используемая в данной работе, использует для описания распространения акустических волн в среде гиперболическую систему уравнений первого порядка. Для решения этой системы используется метод, разработанный С.К. Годуновым, использующийся для решения широкого круга задач, связанных с гидродинамикой.
Рассматривалась следующая прямая задача:








Данная система описывает распространение плоских акустических волн в среде в двумерном случае. Здесь  компоненты поля скорости (по координатам  соответственно),  – превышающее давление. Функции  описывают плотность и скорость распространения звука в среде. В интегральной форме эти уравнения представляют собой законы сохранения массы и импульса:








Предполагается, что в начальный момент времени зондируемая среда находится в состоянии покоя:

.

На границе рассматриваемой области также заданы однородные граничные условия, моделирующие условие полного поглощения волн на границе:

.

Для решения поставленной задачи был использован метод С.К. Годунова. Основным структурным элементом метода является решение задачи Римана разностной сетки, которая в общем виде может быть записана следующим уравнением:

.

Как правило, параметры среды в соседних ячейках достаточно близки [23], что позволяет аппроксимировать эту нелинейную задачу некоторым линейным приближением:



Схема С.К.Годунова задаётся следующими соотношениями [8]:









Здесь  – значения функции  (аналогично для функций ) при .  – решения задачи Римана, которые задаются следующим образом:




Для их определения используются решения модельных задач «расчёта распада разрыва», связанных с распространением акустических волн в окрестности границы, на которой акустические параметры терпят разрыв. Устойчивость этой схемы гарантируется условием Куранта-Фридрихса-Леви [23]:

.


Здесь константе  соответствует максимальное значение скорости звука в рассматриваемой области. Модельная среда (одно включение). Точное решение прямой задачи (Рисунок 20) и решение прямой задачи методом С.К. Годунова (один источник) на рисунке 21. 
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Рисунок 20 – Точное решение 
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Значение акустического давления в среде (а) при  (б) при (в) при .

Рисунок 21 – Решение прямой задачи методом С.К. Годунова (Один источник)


Обратная задача. Также для данной модели была решена обратная задача. Предположим, что в точках с координатами  расположены датчики давления:

.



Обратная задача заключается в определении плотности  по набору данных . Рассматриваемая обратная задача эквивалентна поиску минимума функционала невязки [13]:

.

Градиент функционала имеет вид:


.


Здесь  - решение задачи






Данная задача решается на основе схемы Годунова аналогично предложенному выше случаю. На рисунке 22 показаны точное решение и на рисунке 23 численное решение обратной коэффициентной задачи. График убывания функционала невязки показан на рисунке 24.
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Рисунок 22 – Точное решение
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Рисунок 23 – Решение обратной задачи (1500 итераций) 
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Рисунок 24 – График убывания функционала невязки
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В ходе работы над проектом были получены следующие результаты:
· Разработан прямой алгоритм восстановления плотности среды на основе метода И.М. Гельфанда – Б.М. Левитана – М.Г. Крейна. Проведена модификация алгоритма для задач, имеющих более приближенные к реальным задачам постановки. 
· Использована система источников и приёмников, соответствующих площадной системе наблюдений. Получен новый трёхмерный аналог уравнения М.Г. Крейна, позволяющий определить плотность среды без аппроксимации обратной задачи конечным семейством одномерных задач. 
· Исследована степень некорректности задачи продолжения решений параболических уравнений на основе оценки убывания сингулярных чисел дискретного оператора. Построены регуляризирующие алгоритмы численного решения. 
· Разработаны программы численного решения задачи определения источников возмущений для параболических уравнений (обработка данных спутниковых наблюдений по определению причин повышения температуры земной поверхности и микросейсмический мониторинг гидроразрыва пласта).
· Проведен анализ численных результатов коэффициетной обратной задачи которые показывают, что с увеличением числа данных обратной задачи (число перевыпуска опционов), интервал восстановления и устойчивость увеличивается.
· Создан численный алгоритм, включающий в себя реализацию разработанных наиболее эффективных методов решения задач продолжения решений уравнений математической физики. 
· Применен градиентный метод, метод обращения разностной схемы, метод сингулярного разложения для решения обратной задачи. Показано, что градиентный метод регуляризации дает устойчивое решение к зашумленным входным данным.
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Календарный план
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Tpunoxenus 1.1-1.8
k Jlorosopy Ne__ o1 2018r.
Ha TPaHTOBOE (PMHAHCHPOBAHWE

TEXHUYECKASI CHEIU®UKALAA U
KAJIEHJAPHBIM ILJIAH PABOT

Ilo norosopy Ne oT 2018 rona

1. Mouepnee rocygapcTBeHHOe NpEJNPHATHE HA NpPaBe XO3AHCTBEHHOIO BeXeHHS
«Hayql-lo-nccnenonareﬂbcxnﬁ HHCTUTYT MATEeMATHKH H MeEXaHHKH»
Pecmy6amiancioro rocyapcTBeHHOro NpeANPHATHS HA NPaBe XO3SICTBEHHOIO
Befennst  «Kasaxckmil HAUMOHANBLHBIN  yHHBepcHTET HMeHH anb-Papatm»
Munmucrepersa o6pasoBanus u Hayku Pecy6muxn Kasaxcran

1.1 Tlo mpuoputery: 3. UHpOpMALHOHHBIE, TeTEKOMMYHUKAIMOHHEIE H KOCMHUECKHE
TEXHOJIOTHH, HAyYHbIE HCCIIEIOBAHMS B 00/1aCTH €CTECTBEHHBIX HAyK.
1.2 Tlo mommpuoputety: 3.6 HayuHble MccienoBaHus B 0GIAacTH eCTECTBEHHBIX HAYK:
DyHAaMeHTaNbHEIE U IIPUKIAIHBIE HCCIENOBAHHS B 06IACTH MATEMATHKH
1.3 Tlo Teme mpoexra: Ne AP05134121 «UHCICHHEIE METO/IBI HACHTHHIEPYEMOCTH
0OpaTHBIX ¥ HEKOPPEKTHBIX 3a1a4 €CTECTBO3HAHMUS,
1.4 Obmas cymma mpoekta 36 000 Thic. (TPHALATH IIECTh MUJLTHOHOB) TEHTE, B TOM
4KCIe ¢ pasOUBKOH IO ToAaM, IS BEIOMHEHHS PaboT COIIACHO MyHKTY 3:
- Ha 2018 rox - B cymme 12 000 ThIC. (IBEeHAIUATS MUJLTHOHOB) TEHTE;
- Ha 2019 rox - B cymme 12 000 Thic. (IBeHaANATE MUJLTHOHOB) TEHTE;
- Ha 2020 rox - B cymme 12 000 THIC. (BeHANUATS MUUTHOHOB) TEHTE.

2. Xapaxmepucmura Hay4HHO-MEXHUYECKOT nPOOYKUU O KEANUPUKAUUOHHBIM
NPUHAKAM U IKOHOMUHUECKUE NOKA3amenu

2.1 Hanpasnenue paGOTH: HCCENOBAHME 0GPATHBIX 33/1a4, BO3HUKAIOWHMX B reodusuke,
Guomoruy, MeMIKMHE U APYTUX 06IACTIX €CTECTBO3HAHMS.
2.2 Obnactk puMeHEHNAS: TeohU3MKa, GHOTOTHS, MEIHIEHA, SKOHOMHKA H JIp.
2.3 KoHeuHEIH# pesynbTar:
— 3a 2018 rom IlpoBeneHme aHAMM3 HACHTHOUUMPYEMOCTH OOpPATHEIX 3a1ad,
BO3HHKAIOIHX B GHOJIOTHE, MEINUIIUHE;
- 3a 2019 rom: Mccnenosanue u pa3paGoTKa YHCICHHBIX METOXOB DELIEHHS NPSIMEIX H
KO3 GUIMEeHTHBIX 00pPATHBIX 33129,
— 3a 2020 rox: Pa3paGorka 9HCIEHHBIX METOIOB uaeHTHHKAIMYE MoZeel B
Me/IUIEEE, JKOHOMUKE # GUHAHCOBOI MaTeMaTrKe
2.4 TTaTeHTOCIOCOGHOCTB: HET
2.5 Hay4so-TexHH4eCKHH yPOBEHb (HOBU3HA): IS IOMYHEHHs NPUHIHITHATEHO HOBOTO
PpesyIbTata B 061acTH 06paTHEIX 3aKad OyIyT paspaGoTaHEl arOpUTME! THCIEHHOTO PelleH s
ofpaTHBIX 33729 I MATEMATHYCCKUX MOZENeH MENWITMHEI M 3KOHOMEKH, OIHCHIBAEMBIE
cucremamu  HenuHeHHRIX OJIY, a HMEHHO, IIOCTPOSHHE TEOPETHHYECKOM M WHHCIEHHOM
perynsipusanuy oGpaTHEIX 3a/1ad, YTO IO3BOIHT MOIYYATH HOBEIE YTOUHEHHbIE MATEMATHIECKHE
MOJC/IM MEIHITHHBI (I/IMZMyHOJ'IOI'HH u SHHHEMP[OHOH/IH) U S3KOHOMHKH.
2.6 Vicrionp30BaHme HAyIHO-TEXHHYECKOM [POLYKLUH OCYIIECTBIAETCS: VconHuTEneM.
2.7 Bui HCHONE30BaHHMS pe3ylbTara HaydHoH U (WIM) HAY4HO-TEXHHYECKOM
HEATEBHOCTH: Pe3yIbTaThl KCCIENOBAHMH MOryT OBITH HCHONB30BAHEI UL PEIICHIS
MPaKTAYECKAX 3344 €CTECTBO3HAHMS.
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3. Haumenosanue pabom, CpoKu ux peanu3ayuu u pe3yiomanst

HIndp | Haumenosanue pabot | Cpok BHIMOIHEHHS OxunaeMblif pe3yisTar

e 10 JoroBopy u  hovang | oxorranme

9Tala | OCHOBHBIE ITAIIBI €r0
BBITTOJIHEHHUS

1. Hccnenosanue SlHBaph Jo Byzer IpoBeneHO HCCIEeHOBaHHe
00paTHBIX 3a/1au, 2018 1 HOsOpst | OOpaTHEIX 3ajay, BO3HHKAOUX B
BO3HHKAIOIIUX B roga 2018 roma |GuoNOrMM, MENUIMHE, IOCTPOEHBI
GHOJIOTHH, MEJULKHE, TEOpPHH 3THX 3ajad, BKJIO4Yas
TIOCTPOSHHE TEOPHH TEOPEMBI €IMHCTBEHHOCTH,
3THX 3a1a4, BKIF0Yas YCTOHYMBOCTH,

TEOpeMBI MICHTUGHIHPYEMOCTH.

€IMHCTBEeHHOCTH, Byayr nmomydens!  ycnoBms

YCTOHYHBOCTH, KOPPEKTHOCTH OOpaTHBIX 3amad

HACHTHOHIUPYEMOCTH TepMo- i (hOTO aKyCTHKH Ha OCHOBE
METOJa CHHTYJISIPHOTO Pa3lIoiKCHHS
u nogxoxga C.K. T'omyHoBa. Bymyt
HCCIIeoBaHb!  (ha30BbIe IIOPTPETHI
cHcTeM MaTeMaTHIeCKOH
Guonoruu.

11 Hccnenoanue SnBaps | Mapr Byner nposeneso uccnenosanue
unentudumupyemocts | 2018 (2018 roma |maeHTHOUIEpPYEMOCTH K
¥ IOCTPOEHHUE HOBBIX [IOCTPOEHBI HOBbIE
KOMOHHHPOBAHHBIX KOMOMHMPOBAHHEIE THCIICHHbIS
YHCIIEHHBIX aJTOPUTMEI PELICHHUS IPSMBIX K
AITOPUTMOB PEeLICHHS o6paTHBIX 3329 IMMYHOJIOTHH,
IIPSIMBIX B OGPATHEIX SMHUAEMHOIOTHH K
3a/1a9 HIMMYHOJIOTUH, (hapMaKOKHHETUKH.
3MUAEMHOIOTHA U Bynyt cosnans a¢ hexruBHBIE
(bapMaKOKHHETHKH. YHCIIEHHBIE AITOPUTMBI PELICHHS

o6paTHbIX 3agad Aus cucteM O1Y
(W1 3ama9 SMHIEMUOIOTHH,
(hapMaKOKUHETHKH U
MMMYHOJIOTHH), OCHOBaHHEIE Ha
KOMOMHHPOBAHUH CTATHCTHYECKAX
¥ IPaJIUCHTHBIX METOJOB.

1.2 PaspaGoTka u ananu3 | Anpens Mionp Byner npoBezena paspaborka i
YHCIIEHHBIX 2018 2018 roja |aHaNH3 YMCIEHHBIX AITOPATMOB
aJTOPUTMOB PEIIeHUs rona PeLIeH s 33184 OLpeIeIIeHHS
337124 OTIpeICTIeH s K03 HIHEHTOB crCTEM
k03bdunIeHTOB HenuHenHsX OJY mo
CHCTEM HEMHEHHBIX JIOTIOJIHUTENIBHON CTATUCTHIECKOM
Oy mo rHGOpMANUH.

JIOTIOJIHUTENBHOR Bynyr mpumenens:

CTAaTHCTUYECKON CTOXAaCTHYECKHE METOBI (METOIBL

nHbOpMarmw. MMHATanuK oTxura, Monre-Kapio,
TEHETHIECKHIT aITOPUTM), UTO
TIO3BOJIUT C BBICOKO#
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BEPOATHOCTHIO ONPENEIUT
0671aCTh II06aNbHOT0 MUHEMYMA
LIeIeBOT0 QYHKIHOHANA B 3aa9ax
ONTHMH3ALUH.

13 HccenenoBanue Hrons Asryct Byner npoezeno uccrenopanue
oIpeneeHne 2018 | 2018 roma |u onpenenensr K03 durHenTEI,
K03 PHIIEHTOB, roga BXOZSIIHE B MOAUDHIMPOBAHHEIE
BXOJISIIIHX B moznenn Crputepa — @enmca.
MOIU(HULIPOBAHHEIE Byner cosnan anroput™
mozemn Ctpurepa — YHCIIEHHOTO PEMeHHUst 00paTHOM
Penrca. 3aJ1a4H OIPEIENeHNUs 3THX

k03 durmenToB. Byner
HCCIIE[0BaHA YCTOMYIHUBOCTD.

14 YucnernHoe pemenne Cenrs16 Ho Bynmer monydeno wmcmenmoe
o6parHbIX 33129 ps 2018 | 1 HOsOps | pernenne 06paTHEIX 3amay
MMMYHOJIOTHH, roga | 2018 rona | ummMyHOMIOTHH, SMUIEMUOJIOTHH,
SIHIEMHOJIOTHH, (bapmMakokuHETHKY.
dapmakokuHeTHKH. Byner mnposenena uucnennas

peanu3arys MOJIETTUPOBaHHS
IPOLIECCOB B  HMMYHOJOTHH U
SNMHUIEMHUOJIOTHH, BKJIIOYAIOIAA B
cebsl POMEXKYTOUHBIE Pe3yTbTATHI
W BBIBOABI IO  HCIOJB3YEMBIM
MOJIETISIM.

- HccenepoBanve u SHBaps Jlo Byner nposeneno
paszpaboTka 2019 1 Hosi6ps | mccnenoBanue u paspaGoTka
YUCIIEHHEIX METOI0B roga | 2019 roza |4HCICHHEIX METOMOB pEMICHHS
PEIIEHHS IPSAMBIX U TPAMBIX B KO3 UIHEHTHBIX
KO3 PHIHEHTHEBIX o6paTHEIX 3a1a4.
06paTHBIX 3a1ay. BynyT paspa6otansi ycroiiuussie

AITOPHTMBI BOCCTAHOBJICHHS
CEHCMUYECKHX IapaMeTpOB U
HEU3BECTHEIX K03 (HUIUEHTOB
IMHAMAYECKHX 0OPaTHBIX 3a71ad.

2.1 Pazpabotka u SluBaps | Amnpens Byner npoBenena paspa6otka u
000CHOBaHHE IPSAMBIX 2019 | 2019 rona | 060CHOBaHME IPAMBIX METOZIOB
METOROB roga BOCCTaHOBJIECHHS CeUCMUYECKAX
BOCCTaHOBJICHHS TIapaMeTPOB CPeJibl 110 IUIOMAHEIM
ceficMryecKknx cucTeMaM HabJIoIeH s,
TIapaMeTPOB CPEAEI T10 Bymer  paspaGotam  mpsmoit
TUIOIAHBIM CHCTEMaM AITOPUTM BOCCTAHOBJICHUS
HaboeHYsI. CKODOCTHOH MOIETH Cpemsl Ha

OCHOBE MeToaa lenbdanga-
Jleurana-Kpeitua u MeTona
TPAHWYHOTO YIIPaBIIEHHS.

2.2 Wccnenosanme 3anaqu | Mait Hiomns Byner MIPOBEIEHO
BOCCTaHOBIICHUSI 2019 | 2019 rona |wuccnenoBanue 3a1a4u
ko3 dunrenToB, roja BOCCTaHOBJIEHH  KO3(UIHEHTOB,
3aBHCSIIEX OT 3aBHCAINMX  OT  BpPEMEHH B

L BPEMEHH B IUHAMAYECKHX OOPaTHEIX 3a1a4aX.
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TMHAMAYECKUX
06paTHBIX 3a1a4ax.

Byner paspaboran anropurM
YHCICHHBIX  METONOB  peLIeHHS
KO3((GHUITMEHTHBIX  HHAMHYECKHX
OOpaTHBIX 3ajay B XMMHYECKOM
KHHETHKE M MEIHUIAHE,

2.3 Toctpoenue u Asryct Jo Bynyr TIOCTPOEHEL Hu
anpobanus ynciernsx | 2019 1 HOAODS | aPOGHPOBAHE! UHCIICHHEIE METOILI
METOJIOB PELICHHS roga | 2019 roga |pemenns TIPAMBIX H
IIPSIMBIX ¥ KO3 QHIHEHTHBIX 06PaTHEIX 3a/1ad.
KO3 OHIHEHTHBIX Bynet nposenen cpapuuTensHbI
o0paTHBIX 3a7a4. aHAIIM3 C HTEPAIHOHHBIMU

METONAMH PEIIeHHS.

Bynyr omyGnuxosamsl He MeHee
2 (mByX) my6ImKanmit B
PELICH3UPYEMBIX  3apyGeXHBIX U
OTEYECTBEHHBIX HAyYHBIX M3JaHUSX
C HEHYJIEBEIM UMIIaKT-(haKkTopoM,
B CHOMpCKOM KypHae
BBIYUCITHTEIFHOM MaTeMATHKH,

3: Paspa6orka SHBaps o Byner nposenena paspa6oTka
YHCJIEHHBIX METOIOB 2020 1 HOSOPST | YMCTEHHEBIX METOIOB
HACHTHGUKAIMA romga | 2020 roxa |uneHTH(UKAIMK MOZENeEi B
MOJENeH B MEIHUIMHE, MEJUIHHE, IKOHOMHAKE 1
SKOHOMHKE H (buHaHCOBO! MaTeMaTHKe.
¢uHancoBoit Bynmyt paspaboTaHbl HOBEIE U
MaTeMaTHKe YCOBEPILICHCTBOBAHEI

CYIIECTBYIOIHE METOZBI
ONTHMAIBHOTO  YNpPaBIeHHS B
3a1a4ax MAeHTHUKAIMY,

e B! PazpaGotka SIuBapp Mapt Byner mnposenena paspa6otka
YHCJIEHHBIX METOJ0B 2020 | 2020 rona |49mciEHHEIX METOZIOB
uneHTHdEKaIK roxa UIEHTH(QUKAINE HEOKJIACCHYECKUX
HEOKJIACCHIECKHX MoJenelt 3KOHOMHYECKOr0 pocTa Ha
Mozenei ocnose GLS noaxona.
9KOHOMHUYECKOTO
pocta

32 Paspabotka Armpens Wions Bymer mnpoBemena paspaGoTka
YHCIICHHBIX METOIOB 2020 2020 roma |4HCIEHHBIX METOJIOB
HeHTUDHKALMA roxa VASHTHHKAIAK MogereH
Mozene#t punancoBoi (unancoBOI MaTeMaTHKH,
MaTeMaTHKH OITMCBIBAIOLIYIE HPOIECCHI,

IPOHCXOAAINAE C I[€HAMH Ha
OIIMOHEI ¥ IIeHHBIE GyMaru.

Bynyr ony6Gmukosans He Menee
2 (aByX) cTaThell B peleH3UPYEMBIX
3apyOeKHBIX HAy9IHBIX M3JAHUAX,
HHIEKCHPYeMBIX B (aszax JaHHBIX
Web of Science mma Scopus c
HEHYJIEBHIM HMIIaKT-HakTopoM B
Journal of Inverse and IlI-Posed
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Problems.

3.3 IToctpoenwue u HUrons o Bynyr TIOCTPOEHBI u
anpobarus 2020 1 HOAOps | anpo6upoBaHE! pa3paboTaHHbIE
paspaboTaHHEIX roga | 2020 rona |4wcnennsie METOBI
YHCIIEHHBIX METOZ0B HIICHTADUKAITIT Mozenei B
uneHTHdHKaIH MeIHLHHE, 9KOHOMHKE u
Moiernieit B MequnuHe, (uHaHCOBOM MaTeMaTHKe c
SKOHOMHKE 1 WCIIONB30BAHAEM Pa3THYHBIX
(uHaHCOBOH TEXHOJIOTUH BBIYHCIICHUH.
MAaTeMaTHUKe. Tnanupyercs Bomyck

MoHorpaduy «UuCIeHHbIE METOIE
pelIeHns 0OPaTHEIX 1
HEKOPPEKTHBIX 33189
€CTECTBOZHAHUSAN,

Ot 3akasunka:
[pencenarens T'V  «Kommter HayK{
Munncrepersa 06pazoBanus u Hayku PK»y

Ot Ucnonuurens:

IIXB  «Kasaxckuii
T uM. anb-Dapabm»

Kerapipbexyist
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