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РЕФЕРАТ
Отчет 70 с., 102 источников, 2 приложения.

ВЕСОВЫЕ НЕРАВЕНСТВА, ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ,  дискретные операторы, НЕРАВЕНСТВО ТИПА ХАРДИ, МУЛЬТИВЕСОВОЕ ПРОСТРАНСТВО, сопряженность, дискретность спектра, полярные операторы.
Объект исследования: весовые неравенства, интегральные дискретные операторы, оператор дробного интегрирования, квазилинейные операторы, h-аналог дробного неравенства, дифференциальные уравнения четвертого порядка, разностные операторы, полярные операторы, оператор вложения.

Цель НИР: изучение ряда важных классов интегральных операторов в весовых пространствах и одного класса весовых гладких функциональных пространств позволяющие описать поведения решений дифференциальных уравнений вблизи области сингулярности.
Методы исследования: метод локализации, методы теории функции и функционального анализа, метод дискретизации и альтернативный метод перехода к эквивалентным дуальным неравенствам, вариационный принцип.

Полученные результаты в период реализации проекта: весовые оценки некоторых классов интегральных, квазилинейных и слабосингулярных операторов в весовых функциональных пространствах, оценки весовой Лебеговой нормы операторов дробного интегрирования на весовом пространстве Соболева; весовые оценки некоторых классов квазилинейных дискретных операторов; справедливость весовых дискретных и интегральных неравенств Харди с периодическими весами; применение дискретного неравенства Харди к разностному уравнению; характеристики весового пространства с мультивесовыми производными и граничные поведения функций; критерий ограниченности и компактности вложения пространств с мультивесовыми производными; точные оценки норм операторов вложения; эквивалентность норм пространств с мультивесовыми производными; условия плотности гладких финитных функций, весовые оценки функций через ее мультипроизводные высокого порядка; критерий существования следов на границе функций и весовых производных функций из пространства с мультивесовыми производными высокого порядка в особой точке; краевые задачи для сингулярных дифференциальных уравнений и их спектральные свойства; критерий сильной осцилляторности для дифференциального уравнения четвертого порядка; описано замыкание финитных функций в весовом пространстве Соболева второго порядка; критерий ограниченности снизу и дискретности спектра для одного класса полярных операторов четвертого порядка; нижняя граница спектра одного класса дифференциальных операторов, вырождающихся в нуле и в бесконечности.

Область применения: теория операторов, теория вложений, теория дифференциальных уравнений,  гармонический анализ, спектральный анализ дифференциальных операторов, численные методы, теоретическая физика.
РЕФЕРАТ
Есеп 70 б., 102 дерек көздері, қосымшалар 2.

САЛМАҚТЫ ТЕҢСІЗДІКТЕР, ИНТЕГРАЛДЫҚ ОПЕРАТОРЛАР, дискретті ОПЕРАТОРЛАР, ХАРДИ ТИПТІ ТЕҢСІЗДІК, МУЛЬТИСАЛМАҚТЫ КЕҢІСТІК, ТҮЙІНДЕСТІК, СПЕКТРДІҢ ДИСКРЕТТІГІ, ПОЛЯРЛЫ ОПЕРАТОРЛАР.
Зерттеу нысаны: салмақты теңсіздіктер, интегралдық дискреттік операторлар, квазисызықты оператор, бөлшекті теңсіздіктердің h-аналогы, төртінші ретті дифференциалдық теңдеулер, айырымдық операторлар,.

ҒЗЖ мақсаты: салмақты кеңістіктердегі интегралдық операторлардың бірқатар маңызды кластарын және сингулярлық маңайдың жанында дифференциалдық теңдеулер шешімдерінің өзгеру барысын сипаттайтын мүмкіндік беретін тегіс функционалдық кеңістіктердің кластарын зерттеу.
Зерттеу әдістері: локализация әдісі, функционалдық талдаудың және функциялар теориясының әдістері, дискреттеу әдісі және дуальді теңсіздікке көшудің балама әдісі, варияциялық қағида.

Жобаны іске асыру кезінде алынған нәтижелер: салмақты функционалдық кеңістіктердегі кейбір интегралдық операторлар класын, квазисызықты және әлсіз сингулярлы операторларды салмақты бағалау; Соболев кеңістігіндегі бөлшек ретті интегралдық операторлардың Лебег нормасын бағалау; кейбір квазисызықты дискретті операторлар класын салмақты бағалау; периодты салмақтары бар салмақты дискреттік, интегралдық Харди теңсіздіктері, дискретті Харди теңсіздігінің айырымдық теңдеулерге қолданылуы; мультисалмақты туындылары бар салмақты кеңістіктердің сипаттамалары, функцияның шекарадағы өзгеру әрекеті, мультисалмақты туындылы енгізу кеңістігінің шенелгендігі, компактылығы; енгізу операторының нормасын бағалау; мультисалмақты туындылары бар салмақты кеңістіктердің нормаларының эквиваленттігі;тегіс финитті функцияның тығыздығының шарттары; әртүрлі шекаралық шарттарда жоғары дәрежелі көп туындыларға қатысты функцияларды салмақты бағалау;ерекше нүктеде жоғары ретті мультисалмақты туындылары бар кеңістіктегі функциялардың салмақты туындылары, функциялардың шекарасында іздерінің бар болу критерийі;сингулярлы дифференциалдық теңдеулер үшін шектік есептер және олардың спектральдық қасиеттері; төртінші ретті дифференциалдық теңдеуі үшін күшті тербелімділік, тербелімсіздік критерийі; Соболев типті кеңістікте компакт тұрағы бар функциялар жиынының тұйықтамасы; полярлық операторлардың бір класы үшін спектрдің дискреттігі, төменнен шенелу критерийі; нөлде,шексіздікте ерекшеленетін дифференциалдық операторлар бір класының спектрі үшін төменгі шекара.
Қолдану облыстары: операторлар теориясы, енгізулер теориясы, дифференциалдық теңдеулер теориясы, гармоникалық талдау, ықтималдықтар теориясы, дифференциалдық операторлардың спектрлік анализі, сандық әдістер, теориялық физика.
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ВВЕДЕНИЕ

В заключительном отчете содержатся результаты за 2018-2020гг. по проекту «Весовые функциональные пространства, весовые оценки интегральных операторов и их приложения» (ИРН AP05130975) в рамках приоритетного направления «Информационные, телекоммуникационные и космические технологии, научные исследования в области естественных наук». 

Целью проекта является изучение ряда важных классов интегральных операторов в весовых пространствах и одного класса весовых гладких функциональных пространств позволяющие описать поведения решений дифференциальных уравнений вблизи области сингулярности.

Для достижения указанной цели, согласно календарному плану на 2018-2020гг. в проекте были поставлены основные три задачи: 


-весовые оценки некоторых классов интегральных операторов в весовых функциональных пространствах (1-2 пункты календарного плана); 

-характеристики весового пространства с мультивесовыми производными и граничные поведения функций (3-4 пункты календарного плана); 

-краевые задачи  для сингулярных дифференциальных уравнений и их спектральные свойства (5 пункт календарного плана). 

Поэтому в календарном плане приведены эти задачи как пункты.

Заключительный отчет содержит результаты 2020 года, а именно в этот год  исследованы спектральные свойства сингулярных дифференциальных уравнений, граничные условия для линейных дифференциальных уравнений со степенным вырождением, эквивалентность норм пространства с мультивесовыми производными, дискретное и интегральное весовые неравенства Харди с наилучшей константой, и х прменение, а также было продолжено исследование по весовым оценкам некоторых классов интегральных операторов Вольтерровского типа и одного класса квазилинейных дискретных операторов при различных значениях параметров, а именно дискретные итерационные неравенства типа Харди.

Результаты предыдущих первых двух годов изложены в промежуточных отчетах проекта за 2018 г. инвентарный № 0218РК00396; за 2019г.: инвентарный № 0219РК00265.

Ниже приведем краткий обзор по проделанной научно-исследовательской работе в период реализации проекта с 2018-2020гг., который полностью соответствует первоначальному календарному плану в заявке.
В период реализации проекта по первой задаче были изучены ряд важных классов интегральных операторов в весовых функциональных пространствах, а именно весовые оценки одного класса сингулярных, квазилинейных интегральных операторов на конусах неотрицательных, неотрицательных неубывающих и неотрицательных невозрастающих функций при всех допустимых значениях параметров; весовые оценки квазилинейных и слабосингулярных операторов с переменными пределами;  точный аналог весового неравенства Харди с наилучшей константой в h-исчислений; весовые оценки квазилинейных и слабосингулярных операторов с переменными пределами. 


В связи запросами квантовый механики, квантовый физики в математике последние годы развивается новое направление – дробное h-дискретное исчисление [1]-[4] с соответствующей алгеброй. Актуальными вопросами в h-исчислении является нахождение аналогов операторов, интегральных преобразований, неравенств и других объектов, имеющих большое значение в классическом анализе, а также установление наилучших констант в интегральных неравенствах.  К тому же, в настоящее время, в силу важности интегрального оператора Харди в различных приложениях, интенсивно исследуются весовые неравенства для этого оператора и его обобщения в различных непрерывных и дискретных функциональных пространствах. Однако не во всех пространствах получаются точные аналоги классических результатов по весовой оценке интегрального оператора Харди. В период реализации проекта исполнителями были исследованы интегральное неравенство типа Харди со степенными весовыми функциями в дробном h-дискретном исчислении и обратное интегральное неравенство типа Харди со степенными весовыми функциями, а также нахождение их наилучших констант и получены следующие результаты: аналоги неравенства типа Харди и обратного неравенства типа Харди в дробном h- дискретном исчислении при 
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; наилучшая константа дискретного аналога неравенства типа Харди в дробном h- дискретном исчислении;


Эти результаты приведены в разделе 1 промежуточного отчета 2018г. и опубликована работа в рейтинговом журнале Journal of Inequalities and Applications (Web of Science  IF JCR: 1,47, квартиль Q1), [1] приложение А.


Потребность многих прикладных и теоретических задач приводит к исследованию интегральных операторов в весовых пространствах. Однако в теории интегральных операторов, в общем случае, задача описания ограниченности, компактности операторов в терминах их ядер и нахождения точных значений их норм в заданных пространствах не решены. Поэтому, выделение класса операторов, отвечающих потребностям ряда задач анализа, получение для них необходимых и достаточных условий ограниченности, компактности в классических и в других пространствах, а также оценки их норм имеют важное значение. Это направление исследования стало сильно развиваться, начиная с 70-80 годов прошлого века после основополагающих работ G. Talenti [5], G. Tomaselli [6], В.Г. Мазья [7], В.М. Кокилашвили [8], J.S. Bradley [9], B. Mackenhoupt [10], [11], B. Mackenhoupt и R.L. Wheeden [12], [13], E.T. Sawyer [14]-[16] и др., установивших необходимые и достаточные условия ограниченности операторов Харди, максимальных операторов в весовых пространствах Лебега и оценки их норм. Это направление исследований получило дальнейшее развитие в монографиях, например, [17]-[22] и в многочисленных статьях, например, [23]-[27]. В этом направлении исполнителями проекта исследована весовая оценка для сингулярного оператора вида
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Оценка (2) эквивалентна ограниченности оператора (3) из 
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- наилучшая постоянная в (2). А также исследован вопрос ограниченности сопряженного оператора к оператору (3) в Лебеговых пространствах при  различных значениях параметров пространства. Кроме того, были рассмотрены свойства компактности операторов (2) и (3). Эти результаты приведены в разделе 2 промежуточного отчета 2018г. и по ним была опубликована работа в рейтинговом журнале Mathematical Inequalities and Applications (Web of Science  IF JCR: 1,51, квартиль  Q1), [2] (приложение А).


В последнее десятилетие интенсивно исследуются весовые оценки различных классов квазилинейных интегральных операторов [28]-[36], которые имеют важное применение в оценке операторов пространствах типа Морри и в оценке билинейных операторов в весовых пространствах Лебега. В начальном этапе квазилинейные операторы являлись некоторой итерацией операторов Харди со степенями. Для весовой оценки  таких операторов были разработаны различные методы дискретизаций и анти-дискретизаций, благодаря которым были получены необходимые и достаточные условия выполнения искомой оценки. В дальнейших исследованиях  в структуре казилинейных интегральных операторов входили интегральные операторы с ядром. При оценке таких квазилинейных операторов использовались условия ограниченности интегрального оператора в подходящем пространстве, что не всегда возможны, и полученные условия методом дискретизации были труднообозримы. Поэтому исполнители  проекта разработали новый подход для оценки квазилинейных интегральных операторов с ядром, не требующие конкретное условие ограниченности интегрального оператора и условия оценки выражается не в локальных, а в глобальных терминах данных исследуемых квазилинейных операторов. Исполнителями проекта были исследованы оценки вида 
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на множестве неотрицательных, неотрицательных и невозрастающих, неотрицательных и неубывающих функций (
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, где на неотрицательную функцию K(.,.) не налагается никакое условие. Однако характеризация неравенств (4) и (5) дается в зависимости от величин 
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, соответственно. Это означает, что мы можем найти условия выполнения неравенств (4) и (5) только в том случае, если мы знаем величины 
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 Получены следующие необходимые и достаточные условия выполнения:  весовых оценок (4) и (5) на множестве неотрицательных функций при 
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Эти результаты приведены в разделе 3 промежуточного отчета 2018г. и по ним была опубликована статья в журнале Известия РАН, серия математический (Web of Science:  IF JCR: 1.13, квартиль Q2), [11] приложение А.


Кроме того, были исследованы условия выполнения весовых оценок квазилинейных интегральных операторов следующих видов
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с ядром 
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, удовлетворяющих условию Ойнарова [37], [38]. В ходе исследования оказалось, что весовые оценки квазилинейных операторов имеют хорошие применения в различных задачах анализа. Достаточно хорошо исследованы задачи (6) – (7) когда 
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. В рассматриваемом случае возникают различные трудности в связи наличием ядра 
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 и нужно следить за поведением весов u, w, v  и взаймоотношением параметров  h, p, q, r. Здесь найдены: необходимые и достаточные условия выполнения неравенств (6), (7) при 
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, альтернативные по сравнению с условиями, найденными ранее. Эти результаты приведены в подразделе 1.1 раздела 1 промежуточного отчета 2019г. опубликованы в рейтинговом журнале Сибирский математический журнал (Web of Science  IF JCR:  0.705, квартиль  Q3), [12] приложение А. 

По первой задаче календарного плана также получены результаты  об ограниченности интегрального оператора следующего вида
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 (8)
из весового пространства Соболева в весовое пространство Лебега при 
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. В современных вопросах математики весовое пространство Соболева играет большую роль. Конечно результаты ограниченности интегральных операторов в весовых пространствах Соболева имели бы не меньшее применение, чем в весовых пространствах Лебега. Однако сложность нормы в весовых пространствах Соболева и неприменимость методов используемых в весовых пространствах Лебега затрудняют исследования интегральных операторов в них. Мы являемся пионерами в этом направлении. Имеются ранние две работы  [39], [40] руководителя проекта, где был получен критерий ограниченности интегральных операторов  (8)  из весового пространства Соболева в весовое пространство Лебега. Отметим, что если ядро оператора (8)  дифференцируемо по первому аргументу, то вопрос ограниченности интегрального оператора (8) в весовых пространствах Соболева типа 
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 сводится к ограниченности интегрального оператора (8) из 
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[40], В указанных выше работах были некоторые ограничения на весовые функции. Здесь эти ограничения сняты полностью. 

Эти результаты приведены в подразделе 1.2 раздела 1 промежуточного отчета 2019г  и опубликованы в рейтинговом журнале Turkish Journal of Mathematics (Web of Science  IF JCR:  0,658, квартиль Q3), [13] приложение А.
Кроме того, исполнителями проекта исследованы некоторый класс интегральных операторов с переменными пределами вида
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 (9)

Операторы вида (9) имеют многочисленные применения; так например, результат об ограниченности интегральных операторов (8) из весового пространства Соболева в весовое пространство Лебега, существенно используется в результатах об ограниченности операторов (9) в весовых пространствах Лебега. Недавно опубликована целая книга [41], посвященная различным свойствам операторов (9). Вопросам ограниченности, компактности операторов (9) в весовых пространствах Лебега посвящены многие работы, и в том числе исполнителей этого проекта. Наряду с весовыми пространствами Лебега большое значение имеют исследования интегральных операторов в весовых пространствах Лоренца. Поэтому возникает задача исследования операторов (9) на конусе монотонных функций. Однако, когда функция 
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 зависит от обоих переменных задача на конусе монотонных функции для операторов (9)  оставался  открытым. Даже, в том случае, когда функция 
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 удовлетворяет условию Ойнарова, где получены критерий ограниченности операторов (9) в весовых пространствах Лебега. В данном проекте получены необходимые и достаточные условия выполнения весовых неравенств
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для широкого класса функций 
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 соответственно множества невозрастающих, неубывающих на 
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 функций. Эти результаты приведены в подразделе 2.1 раздела 2 промежуточного отчета 2019г    и опубликованы в рейтинговом журнале Journal of Mathematical Inequalities (Web of Science  IF JCR: 1,219, квартиль  Q1),  [14] приложение А.

Также были исследованы задача об ограниченности в весовых пространствах Лебега слабо сингулярного оператора с верхним переменным пределом вида
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где 
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 – строго возрастающая, локально абсолютно непрерывная функция, имеющая свойства: 
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. Оператор (10) включает в себя много известных операторов дробного интегрирования, например, когда 
[image: image61.wmf]1

=

w

 и 
[image: image62.wmf]x

=

j

 оператор переходит в известный оператор Римана-Лиувилля. Здесь, когда функция 
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 является невозрастающей, получено необходимое и достаточное условие ограниченности оператора (10) из 
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 Эти результаты приведены в подразделе 2.2 раздела 2 промежуточного отчета 2019г и были опубликованы в отечественном журнале, рекомендуемый ККСОН [22] приложение А.  


В последние годы в связи развитием  квантового исчисления многие математики интенсивно стало развивать q и h-исчисление. Прикладные запросы квантового исчисления требовали аналогов различных неравенств в теории функций и функционального анализа. Что касается приложений в различных областях математики, мы ссылаемся на [42]-[46] и ссылки в них. Как известно, на начальном этапе развития  обобщенной производной функции, порядок производной был целым числом. Но, в приложениях требовали адекватного определения дробной производной. В связи, чем возникло так называемое дробное неравенство. В период реализации проекта исполнителем установлен точный аналог неравенства дробного порядка типа Харди в  h-исчислении. Эти результаты приведены в подразделе 3.1 раздела 3 промежуточного отчета 2019г и были опубликованы в рейтинговом журнале Mathematical Inequalities and Applications (Web of Science:  IF JCR: 1,51, квартиль Q1), [15] приложение А.

Известно, что в математике приветствуется получение различных альтернативных результатов для одной той же задачи, так как в различных приложениях бывает удобно использование подходяших альтернативных результатов. Так, например, в теории интегральных  операторов имеются различные альтернативные методы при получении их ограниченности. Наряду с интегральными операторами большое применение имеют матричные операторы. Однако для матричных операторов альтернативные методы слабо развиты. Восполняя этот пробел, в подразделе 3.2 раздела 3 промежуточного отчета 2019г., дополнительно приводятся результаты так называемой ключевой леммы, позволяющей получить альтернативные результаты в задаче об ограниченности матричного оператора в пространстве последовательностей, к тому же исполнителями проекта дополнительно исследованы и приведены в подразделе 5.1 данного отчета альтернативные критерии ограниченности интегральных операторов вольтерровского типа в пространствах Лебега, ядро которого принадлежит классу 
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. А также по первой задаче в этом году были продолжены исследования и получены весовые оценки одного класса квазилинейных дискретных операторов при различных значениях параметров, а именно дискретные итерационные неравенства типа Харди.

Все эти результаты опубликованы в рейтинговом журнале Mathematical Inequalities and Applications и 7 статей в отечественных журналах, рекомендованные ККСОН [23], [24], [50], [53], [54], [55], [56], [57] приложение А. 

Математические результаты становится еще важнее, если они имеют различные приложения. Так, в период реализации проекта исследованы осцилляционые свойства полулинейного разностного уравнения второго порядка, полученные на основе ранее полученного результата по весовым разностным неравенствам [47]. Для уравнения
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получены необходимые и достаточные условия сопряженности, безсопряженности и осцилляторности, неосцилляторности, где  
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 являются последовательностями действительных чисел. 

Эти результаты приведены в подразделе 2.3 промежутточного отчета 2019г. и по ним опубликованы 2 статьи в отечественном журнале, рекомендуемые ККСОН [25], [26] приложение А.

В отчетный период исполнители проекта установили справедливость весовых дискретных и интегральных неравенств Харди с периодическими весами, и нашли наилучшие из возможных констант в этих неравенствах (раздел 4). Применив установленное дискретное неравенство Харди к разностному уравнению второго порядка с неотрицательными коэффициентами следующего вида
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получили некоторые результаты осцилляторности и неосцилляторности этого разностного уравнения. Эти результаты опубликованы в рейтинговом журнале [51] приложение А.
Кроме того, изложены результаты трех взаимносвязанных задач. Здесь ключевой является вторая задача. Пусть  
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Рассмотрено неравенство
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Чтобы исследовать неравенство (11), необходимо выяснить, каким свойством обладают функций из пространства 
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На основе этого результата в подразделе 4.2 промежуточного отчета 2019г. получен критерий выполнения неравенства (11). Кроме того исследовано переопределенное весовое неравенстве типа Харди в дифференциальной форме следующего вида 
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Задача (13) является переопределенной, так как граничных условий функций три, а порядок уравнения равен двум. В случае 
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, неравенство (13) исследовано в нескольких работах, а в виде (13) – впервые. Эти результаты были опубликованы в отечественных журналах, рекомендованные ККСОН [27] приложение А.
В разделе 5 промежуточного отчета 2019г. приведены результаты касательно второй задачи характеристики весового пространства с мультивесовыми производными и граничного поведения функций, а также установление непрерывности, компактности вложения пространств с мультивесовыми производными, точные оценки норм операторов вложения. Пусть 
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. Эти результаты опубликованы в отечественном журнале, рекомендованный ККСОН [28] приложение А.

В функциональных пространствах с производными классической задачей является задача существования следов функций и их производных на границе области. В подразделе 5.2 промежуточного отчета 2019г. приведены результаты существования конечных пределов 
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. Эти результаты опубликованы в отечественном журнале, рекомендованный ККСОН [58] приложение А.
Известно, что если в функциональном пространстве установлены различные функционалы эквивалентных норм этого пространства, то это дает большое преимущество при исследовании различных задач в этом пространстве, так как для изучения одной задачи удобно бывает использовать одну норму, а в другой задаче – другую. Поэтому установление различных эквивалентных норм в пространстве с мультивесовыми производными является важной классической задачей теории функциональных пространств. В период реализации проекта в 2020 году исполнителями была исследована такая задача в одном мультивесовом пространстве, результаты которого приведены в разделе 4 и были опубликованы в отечественном рейтинговом журнале, рекомендованный ККСОН [59] приложение А.
Кроме того, в проекте исследовано пространство типа Кудрявцева, норма которого содержит дифференциальный оператор, называемый многовесовой производной. Этот тип пространств подробно изучен для степенных весов. Здесь исполнители проекта  рассматривают общие веса. Основным результатом в этом направлении является доказательство существования обобщенного многочлена, к которому функции этого пространства стабилизируются в особой точке, так что коэффициенты этого многочлена можно рассматривать как характеристики поведения функции вблизи этой точки сингулярности. Эти результаты опубликованы в Eurasian Mathematical Journal (Scopus  CiteScore (2019): 0,8; процентиль 37%) [17] приложение А.

В период реализации проекта по третьей задаче исполнителями изучены краевые задачи  для сингулярных дифференциальных уравнений и их спектральные свойства, а именно исследованы постановка граничных задач, ограниченность снизу в весовом пространстве,  дискретность спектра и установлена нижняя граница спектра, а также другие характеристики одного класса дифференциальных операторов вырождающихся (сингулярных) на бесконечности и в нуле. Как приложение результатов неравенства (13) при 
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 используя известный вариационный принцип неосцилляторности для линейных дифференциальных уравнений в дивергентной форме, устанавливаются признаки сильной осцилляторности и неосцилляторности для дифференциального уравнения четвертого порядка в дивергентной форме 
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В пространстве 
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 Известно, что все самосопряженные расширения 
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 имеют подобные спектры [48]. В разделе 1 рассмотрен вопрос ограниченности снизу и дискретность спектра оператора 
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. Поэтому сначала важно установить сильную неосцилляторность уравнения (14), а далее получеен критерий ограниченности снизу и дискретности спектра оператора  
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, установлена нижняя граница спектра, а также другие характеристики одного класса дифференциальных операторов вырождающихся (сингулярных) на бесконечности и в нуле. Кроме того, при проведении исследования установлены новые признаки осцилляторности и неосцилляторности для одного класса дифференциальных  уравнений четвертого порядка вида (14) при 
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, в зависимости от интегрального поведения коэффициентов в окрестности бесконечности. Эти результаты относятся к третьей задаче проекта. По этим результатам опубликованы  2 статьи в отечественных журналах, рекомендованные ККСОН и 1 в журнале входящий в базу Scopus [16], [29], [60]  приложение А.
Идея изучения функциональных пространств с целью их применения к различным проблемам дифференциальных уравнений появилась в работах С.Л. Соболев в тридцатых годах. С этого времени теория пространств Соболева стала мощным инструмент для решения краевых задач дифференциальных уравнения. Более того, для решения различных проблем, связанных с сингулярностями, было введено такое понятие как «весовая функция». Соответственно, Л.Д. Кудрявцев представил довольно полную теорию одномерных пространств Соболева со степенными весами [49]-[56] и ссылки, приведенные там). В период реализации проекта, было исследовано линейное уравнение 
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где коэффициенты 
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Используя множество чисел 
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. Условия (17) являются требуемыми “обощенными” условиями Коши, и в этой работе доказывается существование единственности решения задачи (16) и (17). Эти  результаты опубликованы в журнале Boundary Value Problems (Web of Science  IF JCR: 1,794, квартиль  Q1) [52] приложение А.


В период реализации проекта опубликовано 60 работ из них 12 научных статей в журналах с ненулевым импакт- фактором, входящих в базы Web of Science и/или Scopus (6 статей в Q1, 1 статья в Q2, 3 статьи в Q3 и 2 статьи в базе Scopus), 16 научных статей в отчественных журналах, рекомендованные ККСОН, 2 статьи в других отечественных журналах, 30 публикации в сборниках международных конференций.
1 Краевые задачи  для сингулярных дифференциальных уравнений и их спектральные свойства

Пусть 
[image: image200.wmf]-

¥

=

u

I

),

,

0

(

 непрерывная и положительная, а положительные функции 
[image: image201.wmf]r

v

,

 достаточно раз непрерывно дифференцируемые на интервале 
[image: image202.wmf]I

 и для любого 
[image: image203.wmf]0

>

a

 функции 
[image: image204.wmf]r

r

v

p

1

,

1

'

1

=

-

-

  интегрируемы на интервале 
[image: image205.wmf]),

,

0

(

a

 где 
[image: image206.wmf].

1

¥

<

¢

<

p

 Далее мы имеем дело со спектральными свойствами сингулярного оператора порожденного дифференциальным выражением 
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 Известно, что все самосопряженные расширения 
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 минимального оператора 
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 имеют подобные спектры [48]. Рассмотрим некоторые спектральные характеристики оператора 
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, и спектральными свойствами оператора 
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 показано в следующем утверждений.
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 ограничен снизу и имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда уравнение (1.1) сильно неосцилляторно.
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Рассмотрим неравенство
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Поступая так же как в работе [57], имеем

Лемма 1.1 Уравнение (1.1) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда для любого 
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На основе леммы 1.1 все вопросы сводятся к нахождению 
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[image: image244.wmf]v

 и 
[image: image245.wmf]r

 в бесконечности ответы будут разные. Здесь предполагаем

              
[image: image246.wmf]ò

ò

ò

¥

-

-

¥

-

¥

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¥

<

T

p

t

T

p

T

p

dt

dx

x

r

t

v

dt

t

v

.

)

(

)

(

,

)

(

'

1

'

1

'

1



(1.4)

Постановка граничных задач для оператора 
[image: image247.wmf]A

 определяет следующая теорема 1.1.

Положим 
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Теорема 1.1 Если выполнено (1.4), то   
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Теперь, зная граничные поведения функции из 
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установим условия выполнения неравенства (1.3).
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Теорема 1.2 Пусть выполнено (4). Тогда неравенство (3) выполнено тогда и только тогда, когда 
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Положим  
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Из леммы 1.1 и теоремы 1.2 следует

Теорема 1.3 Если условие (1.4) выполнено, тогда уравнение (1.1) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда
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Теперь, из теоремы 1.3 на основания леммы 1.1 имеем

Теорема 1.4. Если выполнено условие (1.4), тогда оператор 
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 ограничен снизу и имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда выполняются (1.5), (1.6) и (1.7).

Оператор 
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 имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда выполняются (1.5), (1.6) и (1.7). Из теоремы 1.2 имеем

Теорема 1.5. Пусть выполнены (1.4). Тогда оператор 
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для наименьшего собственного числа 
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 оператора 
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Далее на основании леммы Релиха и теоремы 1.2 следует 

Теорема 1.6 Пусть выполнены (1.4). Тогда 

(і) вложение 
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 компактно тогда и только тогда, когда выполняются (1.5), (1.6) и  (1.7); 

(ii) оператор 
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вполне непрерывен в 
[image: image277.wmf]u

L

,

2

 тогда и только тогда, когда выполняются (1.5), (1.6) и  (1.7). 

Пусть 
[image: image278.wmf].

I

Î

t

 Положим

[image: image279.wmf]ò

ò

ò

ò

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

-

-

¥

-

-

t

t

t

t

c

c

t

1

1

2

1

)

,

(

1

1

2

1

)

,

1

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

(

ds

s

v

dt

t

r

x

ds

s

v

dt

t

r

x

x

D

s

x

x

s



[image: image280.wmf].

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

2

1

1

2

1

)

,

(

1

2

1

)

,

(

÷

÷

ø

ö

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

ò

ò

ò

ò

¥

-

-

¥

-

-

¥

x

x

x

s

ds

s

v

d

r

x

ds

s

v

dt

t

r

x

t

t

t

t

t

t

t

c

c


Пусть оператор 
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 собственные числа и соответствующая им полная ортонормированная система собственных функций оператора 
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(ii) оператор 
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А также исследованы другие характеристики одного класса дифференциальных операторов, вырождающихся  в нуле.

Пусть 
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Рассмотрим неравенство
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Поступая так же как в работе [57], имеем

Лемма 1.2 Уравнение (1.1) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда для любого 
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На основании леммы 1.2 все вопросы сводятся к нахождению 
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 или ее оценки. Но в зависимости от степени сингулярности весовых функций  
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Постановка граничных задач для оператора 
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 определяет следующая теорема.

Положим 
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Теорема 1.8  Пусть выполнено (1.10). Тогда  
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Теперь зная граничные поведения функции из 
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 установим условия выполнения неравенства (1.9).

Теорема 1.9  Пусть 
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 некоторая постоянная не зависящая от весовых функции, а 
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 - наилучшая постоянная в (1.9).
Из леммы 1.1 и теоремы 1.2 следует

Теорема 1.10 Если условие (1.10) выполнено, тогда уравнение (1.1) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда
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Отметим, что в теории осцилляции дифференциальных уравнений имеется так называемый "принцип взаимности". Пусть функции 
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 и 
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 положительны на интервале 
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 Тогда на основе принципа взаимности уравнение (1.1) и взаимное уравнение
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одновременно неосцилляторно.

Теперь, применяя теорему 1.9 к уравнению (1.13) получим новые признаки сильной неосцилляторности уравнения (1.1).

Аналог условия (1.10) для уравнения (1.13) является
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Поэтому на основании теоремы 1.9 имеем

Теорема 1.11 Если условие (1.14) выполнено, тогда уравнение (1.1) сильно неосцилляторно тогда и только тогда, когда
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Теперь, из теорем 1.9 и 1.10 на основании леммы 1.2 имеем

Теорема 1.12 Пусть 
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 и 
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 положительные и непрерывно дифференцируемые функции на 
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(i) Если выполнено условие (1.10), тогда оператор 
[image: image344.wmf]L

ограничен снизу и имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда выполняются (1.11) и (1.12).

(ii) Если выполнено условие (1.14), тогда оператор 
[image: image345.wmf]L

 ограничен снизу и имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда выполняются (1.15) и (1.16).

Теорема 1.13 Пусть выполнены (1.10). Тогда оператор 
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 положительно определен тогда и только тогда, когда 
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 оператора 
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Далее на основании леммы Релиха и теоремы 1.9 следует 

Теорема 1.14 Пусть выполнены (1.10) [(1.14)]. Тогда 

(і) вложение 
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 компактно тогда и только тогда, когда выполняются (1.11), (1.12) [(1.15), (1.16)]; 

(ii) оператор 
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 тогда и только тогда, когда выполняются (1.11), (1.12) [(1.15), (1.16)].

Положим 
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-собственные числа и соответствующая им полная ортонормированная  система собственных функций оператора 
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Теорема 1.15 Пусть выполнено (1.10), (1.11), (1.12) или выполнено (1.14), (1.15) и (1.16). Тогда
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(ii) оператор 
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справедливо соотношение 
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2 Граничные условия для линейных дифференциальных уравнений со степенным вырождением  

Рассмотрим линейное уравнение 
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-го порядка 
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Используя множество чисел 
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Назовем эти дифференциальные операции (или операторы) 
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Идея изучения функциональных пространств с целью их применения к различным проблемам дифференциальных уравнений появилась в работах С.Л. Соболев в тридцатых годах. С этого времени теория пространств Соболева стала мощным инструмент для решения краевых задач дифференциальных уравнения. Более того, для решения различных проблем, связанных с сингулярностями, было введено такое понятие как «весовая функция». Соответственно, Л.Д. Кудрявцев представил довольно полную теорию одномерных пространств Соболева со степенными весами [49]-[56] и ссылки, приведенные там. Он рассматривал пространство 
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 т.е., функция 
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Следствие 2.1  Пусть 
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Доказательства леммы 2.1, 2.2 и 2.3 приведены в работе исполнителей [52] приложение А. 

Основной результат.
Теорема 2.1  Пусть (2.3) выполнено. Пусть коэффициенты 
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где постоянные 
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где 
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Полное доказательство основного результата приведено в статье исполнителей [52] приложение А.
3 Эквивалентные нормы пространства с мультивесовыми производными

При математическом описании различных процессов в природе, технике или в других областях возникают трудности в связи с нерегулярными поведениями каких-то частей этого процесса. В таком случае математики моделирует этот процесс в весовых функциональных пространствах, где веса каким-то образом отвечают на сингулярные поведения изучаемых процессов. Если в функциональном пространстве установлены различные функционалы эквивалентных норм этого пространства, то это дает большое преимущество при исследовании различных задач в этом пространстве, так как для изучения одной задачи удобно бывает использовать одну норму, а в другой задаче – другую. Поэтому установление различных эквивалентных норм в рассматриваемом пространстве является важной классической задачей теории функциональных пространств.
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С другой стороны 
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тогда из (3.2), (3.3), (3.4), (3.6) и (3.7) имеем
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для всех 
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Рассмотрим многочлен по системе функций 
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Здесь и далее положим 
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эквивалентно норме (3.2) пространства 
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Доказательство приведено в статье исполнителей [59] приложение А. 
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Откуда, в силу (3.14) и (3.15), имеем
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то функционал (3.14) эквивалентен норме (3.2) пространства  
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Доказательство теоремы приведено в статье исполнителей [59] приложение А. 
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Эти результаты опубликованы в отечественном журнале, рекомендованный ККСОН [59] приложение А.

4 Дискретное и интегральное весовые неравенства Харди с периодическими весами


В этом разделе приводятся результаты по установлению справедливости весовых дискретных и интегральных неравенств Харди с периодическими весами, и наилучшие из возможных констант в этих неравенствах, а также применение дискретного неравенства Харди к разностному уравнению второго порядка с неотрицательными коэффициентами. Эти результаты относятся к первой задаче проекта и его приложению.

Хорошо известны классические неравенства Харди Теоремы 326 и 327  в [70] 
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(4.2)
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Утверждение 4.1  Пусть 
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 с наилучшей константой 
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Отметим, что выполнение неравенства (4.3) в силу (4.1) очевидно, а константа 
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 является наилучшей, при этом (4.3) доказывается также как доказывается (4.1) Теорема 326 в работе [70,]. Последние полвека велись интенсивные исследования весовых неравенств Харди
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История вопроса по неравенствам Харди (4.1), (4.2), (4.4) и (4.5) и полученные результаты даны в книгах [71]-[73]. Однако, в общем случае, не найдены наилучшие константы в (4.4) и (4.5). В книге [73] приведены разные случаи, когда неравенство (4.5) имеет конкретные наилучшие константы, в частности, известное весовое неравенство Харди [70] 


[image: image741.wmf]0,

0,

  

,

))

(

(

1

<

)

(

0

0

0

º

/

³

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ò

ò

ò

¥

¥

f

f

dt

t

f

t

p

p

p

dx

dt

t

f

x

x

p

p

p

x

a

a

a



(4.6)

 с наилучшей константой 
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Известно некоторые попытки установит дискретного аналога неравенства (4.6). Так, например, в работах [74]- [77] установили неравенства в вида 
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с наилучшей константой 
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Кроме того в работе [78] установлен с наилучшей константой другой аналог неравенства (4.6) в следующей форме
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Основной целью этого раздела является установление весового неравенства Харди в виде (4.4) и (4.5) с наилучшей константой.

Весовое дисткретное неравенство Харди с наилучшей константой.
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Очевидно, что неотрицательная 
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(4.8)

 выполнено с наилучшей константой 
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причём в (4.8) знак равенства достигается только для тривиальной последовательности, т.е., когда 
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 Доказательство теоремы 4.1 приведено в статье исполнителей [51] приложение А. 

Так как неравенство (4.8) эквивалентно неравенству 
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 то из Теоремы 4.1 следует 
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 неравенство (4.11) выполнено с наилучшей константой (4.9), причём в (4.11) знак равенства достигается только для тривиальной последовательности, т.е., когда 
[image: image801.wmf]0

=

i

f

, 
[image: image802.wmf]1

³

"

i

.
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Осцилляторность одного класса разностных уравнений второго порядка.

 Здесь рассмотрим приложение Теоремы 4.1 к вопросу осцилляторности и неосцилляторности разностного уравнения второго порядка
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с коэффициентами 
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Приведем необходимые нам понятия и определения, относящиеся к уравнению (4.12). Пусть 
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 уравнения (4.12) называется оссцилляторным, если оно имеет бесконечное число обобщённых нулей, а в противном случае оно называется неосцилляторным.

- Уравнение (4.12) называется осцилляторным, если все его нетривиальные решения осцилляторны, а в противном случае оно называется неосцилляторным.

- На основании Теоремы Штурма о разделении нулей, уравнение (4.12) осцилляторно, если существует его осцилляторное решение.
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Основные свойства решений уравнения (4.12) даны в так называемой roundabout theorem. В этой Теореме дана эквивалентность четырёх утверждений 
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 для всех 
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Рассмотрим неравенство 
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(4.14)

Если выполнено (4.13), то выполнено (4.14) с наилучшей константой 
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Обратно, если выполнено (4.14) с наилучшей константой (4.15), то выполнено (4.13). Таким образом, имеет место 
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Тогда, как показано в [79], [80] справедлива 
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при этом наилучшие константы в (4.14) и (4.17) совпадают. 

 Условие А.  Предположим, что коэффициенты уравнения (4.12) удовлетворяют условию 
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На основании Следствия 4.1 наилучшая константа в (4.18) является величина 
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 где 
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В силу (4.19) условие (4.15) эквивалентно условию 
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Так как условие (4.20) не зависит от 
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Следовательно, константа 
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Следствие 4.3  Пусть 
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 осцилляторно при 
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 и неосцилляторно при 
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Замечание 4.1 Когда последовательности 
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были отмечены как открытые проблемы.

Теперь рассмотрим весовое интегральное неравенство Харди с наилучшей константой.
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Очевидно, что неотрицательная 
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Теорема 4.4  Пусть 
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выполнено с наилучшей константой 
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 причем в (4.25) знак равенства достигается только для тривиальной функции.

Если неравенство (4.25) выполнено при 
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Доказательство теоремы 4.4 приведено в статье исполнителей [51] приложение А.


Так как в условиях Теоремы 4.4 неравенство (4.26) эквивалентно неравенству
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 то из Теоремы 4.4 следует

Следствие 4.4 Пусть 
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 неравенство (4.28) выполнено с наилучшей константой (4.26), причем в (4.28) знак равенства достигается только для тривиальной функции.
Если неравенство (4.28) выполнено при 
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Эти результаты опубликованы в журнале (Journal of the Korean Mathematical Society) [51] приложение А.
5 Весовые оценки некоторых классов интегральных и дискретных операторов в весовых функциональных пространствах
В этом разделе приведены новые результаты как продолжение исследования по первой задаче проекта: результаты по весовым оценкам некоторых классов интегральных операторов Вольтерровского типа и одного класса квазилинейных дискретных операторов при различных значениях параметров, а именно дискретные итерационные неравенства типа Харди. 

5.1 Альтернативные критерии ограниченности интегральных операторов Вольтерровского типа в пространствах Лебега
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для интегрального оператора 
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В случае, когда [image: image962.wmf]1
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где [image: image984.wmf]0
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. Впервые критерии выполнения неравенства (5.1), когда [image: image986.wmf])

,

(

s

x

K


 удовлетворяет условию (5.3), были независимо друг от друга получены в работах [37] и [92], но по виду эти критерии отличаются. Так в работе [37] критерием выполнения неравенства (5.1) при [image: image988.wmf]¥

<

£

<

q

p

1


 является


[image: image989.wmf](

)

¥

<

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ò

ò

-

¥

>

'

1

0

'

'

1

0

)

(

,

)

(

sup

p

z

p

p

q

z

q

z

ds

s

v

s

z

K

dt

t

u



[image: image990.wmf](

)

¥

<

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ò

ò

-

¥

>

'

1

0

'

1

0

)

(

)

(

,

sup

p

z

p

q

z

q

q

z

ds

s

v

dt

t

u

z

t

K


а критерий, полученный в работе [92] имеет вид
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при почти всех [image: image994.wmf]0

>

z


, т.е. мы имеем альтернативные критерии выполнения неравенства (5.1).

Критерии выполнения неравенства (5.1) при [image: image996.wmf]¥
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Получение альтернативных критериев ограниченности любых операторов является весьма важной задачей теории операторов, так как в одних задачах удобно бывает применение одного критерия, а в других задачах другого. В работе [95] получены различные альтернативные критерии выполнения неравенства с условием Ойнарова.

Данная работа посвящена получению альтернативного критерия выполнения неравенства (5.1), когда ядро оператора (5.2) удовлетворяет более общему условию, чем условие Ойнарова.
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В работах [96] и [97] введены классы 
[image: image1011.wmf]0

,

>

±

n

O

n

 ядер [image: image1013.wmf])

,

(

×

×

K


 интегральных операторов вида (5.2). Рассмотрим класс [image: image1015.wmf]+

1

O


. По определению ядро [image: image1017.wmf])

,

(

×

×

K


  оператора (5.2) принадлежит классу  [image: image1019.wmf]+

1

O


, если функция [image: image1021.wmf])

,

(

s

x

K


  не убывает по первому аргументу, неотрицательна при [image: image1023.wmf]0

>

³

s

x


, и существуют неотрицательные функции [image: image1025.wmf])

(

),

,

(

×

×

×

r

G


 и число [image: image1027.wmf]1

>

d


, такие, что [image: image1029.wmf]0

)

,

(

³

s

x

G


 при [image: image1031.wmf]0

>

³

s

x


, [image: image1033.wmf](

)

0

>

s

r


  при 
[image: image1034.wmf]0

>

s

 и

[image: image1036.wmf]))

,

(

)

(

)

,

(

(

)

,

(

))

,

(

)

(

)

,

(

(

1

s

t

K

s

t

x

G

d

s

x

K

s

t

K

s

t

x

G

d

+

£

£

+

r

r


                 (5.4)

где [image: image1038.wmf]0
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Следующая теорема следует из результатов работы [16].
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 где  [image: image1058.wmf]C


 - наилучшая константа в (5.1).

Здесь и далее знак "sup" понимаем как существенный супремум.

Теперь, в условиях теоремы А докажем альтернативный критерий выполнения неравенства (5.1).
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при этом  [image: image1069.wmf]{
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 где  [image: image1071.wmf]C


 - наилучшая константа в (5.1).

Теорему 5.1 доказываем методом работы [92]. 

Доказательство основного результата и аналогичные результаты для дуального неравенства к неравенству (5.1), а также для оператора (5.2), когда ядро [image: image1073.wmf])
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. Все эти результаты опубликованы в отечественном журнале, рекомендуемые ККСОН  [54], [55] приложение А.
5.2 Весовые оценки одного класса квазилинейных  дискретных операторов 

Оригинальная форма интегрального неравенства Харди [98] 1925 года гласит: если 
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(5.7)

где константа 
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Предыстория, пока Г.Х. Харди не открыл (5.7), подробно описана в [21]. После этого было проведено невероятное количество исследований по разработке (5.7) того, что сегодня называется неравенствами типа Харди.  Большинство исследований (5.7) до сих пор были сконцентрированы на задаче характеризации весов, так что оператор Харди отображает различные весовые 
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-пространства в другие весовые 
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-пространства. Однако, есть также некоторые результаты этого типа и для других функциональных пространств, кроме весовых пространств 
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. Ряд новых таких результатов описан в главе 7.6 книги [99], например, когда весовые пространства 
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 заменяются пространствами Орлича, пространствами Лоренца, общие Банаховы функциональные пространства, пространства типа Морри, пространства типа Гёльдера, переменные 
[image: image1091.wmf]()
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- пространства и т. д. Для этой работы наиболее интересной частью являются весовые пространства типа Морри  [99].
Легко видеть, что (5.7) подразумевает следующую дискретную форму неравенства Харди:
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(5.8)

все еще с 
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- последовательность неотрицательных чисел. Параллельно с (5.8) было исследовано (5.7) к теории неравенств типа Харди. Также в этом случае развитие было сконцентрировано вокруг свойств отображения дискретного оператора Харди между весовыми 
[image: image1095.wmf]p
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- пространствами. Это исследование до 2007 года подробно описано в главе 6 книги [21].
В последние годы после публикации [100] были начаты некоторые новые интересные исследования, касающиеся дискретных неравенств типа Харди с участием весовых дискретных операторов Харди (см., например, [101]). В этой статье мы рассмотрим следующий случай:
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здесь 
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(5.10)

где 
[image: image1111.wmf]C

- положительная константа, не зависящая от 
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Для доказательства наших основных результатов потребуются общеизвестные результаты о дискретном весовом неравенстве Харди из [74], [102] и ограниченности матричных операторов из работ [11]-[12] или [15].  Более точно, см. [74], Теорема 1 (viii), а также [21], Теорема 7 (iii).
Основные результаты этоого подраздела:
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При этом, 
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При этом, 
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Теорема 5.4 Пусть 
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При этом, 
[image: image1136.wmf]12
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, где 
[image: image1137.wmf]C

 - наилучшая константа в (5.10). 
Полное доказательство этих результатов приведено в статье  [50] приложение А.


Кроме того в отчетный период было рассмотрено дискретное неравенство следующего вида 
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для следующих случаев: 
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Отметим, что результат случая б) является особо интересным, так как интегрального аналога неравенства (5.17) в этом случае не существует.

Основные результаты:
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Теорема 5.6  Пусть 
[image: image1157.wmf]0, 1

qpp

q

<<£<¥>

. Тогда неравенство (5.12) выполнено тогда и только тогда, когда 
[image: image1158.wmf]12

max{,}

FF

<¥

, где 


[image: image1159.wmf]'

'

1

1

1

1

1

sup,

p

kk

q

qp

jni

k

jnjik

Fu

q

q

q

wj

¥

-

³

===

æö

æö

æö

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

ç÷

èø

ååå

  
[image: image1160.wmf]'

1

(1)

2

1

1

sup .

pq

qpq

pq

ik

pqpq

pqq

isnj

k

nkinsnj

Fu

q

q

jjw

-

-

¥¥

--

-

³

====

æö

æö

æöæö

ç÷

=

ç÷

ç÷ç÷

ç÷

èøèø

ç÷

èø

èø

åååå


При этом, 
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 является наилучшая константа неравенства (5.12).

Полное доказательство этих результатов приведено в статьях исполнителей [56], [57] приложение А.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Научно-исследовательская работа по проекту «Весовые функциональные пространства, весовые оценки интегральных операторов и их приложения» (ИРН AP05130975)  соответствует запланированному календарному плану. Результаты НИР могут быть использованы в учебном процессе для подготовки специалистов математического профиля, подготовки магистерских и докторских диссертаций, а также для дальнейших исследованиях в теории функций и функционального анализа, теории операторов, теории разностных и дифференциальных уравнений 

В период реализации проекта получены следующие результаты: весовые оценки некоторых классов интегральных операторов в весовых функциональных пространствах, весовые оценки квазилинейных и слабосингулярных операторов с переменными пределами; оценки весовой Лебеговой нормы операторов дробного интегрирования на весовом пространстве Соболева и на множестах монотонных функций; весовые оценки некоторых классов квазилинейных дискретных операторов в весовых пространствах последовательностей при различных значениях параметров; справедливость весовых дискретных и интегральных неравенств Харди с периодическими весами, и наилучшие из возможных констант в этих неравенствах, а также применение дискретного неравенства Харди к разностному уравнению второго порядка с неотрицательными коэффициентами; аналоги неравенства и обратного неравенства типа Харди в дробном h- дискретном исчислении;– установлены характеристики весового пространства с мультивесовыми производными и граничные поведения функций; критерий ограниченности и компактности вложения пространств с мультивесовыми производными; точные оценки норм операторов вложения; эквивалентность норм пространств с мультивесовыми производными; условия плотности гладких финитных функций, весовые оценки функций через ее мультипроизводные высокого порядка при различных граничных условиях;  критерий существования следов на границе функций и весовых производных функций из пространства с мультивесовыми производными высокого порядка в особой точке;
– краевые задачи  для сингулярных дифференциальных уравнений и их спектральные свойства; критерий сильной осцилляторности и неосцилляторности для дифференциального уравнения четвертого порядка имеющие промежуточные члены; в терминах граничных условий описано замыкание финитных функций в весовом пространстве Соболева второго порядка; критерий ограниченности снизу и дискретности спектра для одного класса полярных операторов четвертого порядка; установлена нижняя граница спектра одного класса дифференциальных операторов, вырождающихся в нуле и в бесконечности.
По результатам исследования опубликовано 60 работ из них 12 научных статей в журналах с ненулевым импакт- фактором, входящих в базы Web of Science и/или Scopus (6 статей в Q1, 1 статья в Q2, 3 статьи в Q3 и 2 статьи в базе Scopus), 16 научных статей в отчественных журналах, рекомендованные ККСОН, 2 статьи в других отечественных журналах. Исполнители проекта выступили с 30 докладами в 8 международных конференциях, конгрессах и научных семинарах (из них 7 докладов  зарубежом, 23 в РК), 2 статьи приняты в печать.

Основными потребителями полученных результатов являются сотрудники НИИ, преподаватели, докторанты, магистранты высших учебных заведений Казахстана и других стран, занимающиеся исследовательскими работами в этом направлении, поэтому эти результаты могут быть внедрены в виде отдельных разделов элективных дисциплин модульных образовательных программ магистратуры, докторантуры ВУЗов.
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