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РЕФЕРАТ

	Берілетін есеп  46 б., 38 әдеб.,  2 қосымша.
ГИПЕРБОЛАЛЫҚ ТИПТІ ОПЕРАТОР, ТЕРІС ПАРАМЕТРЛІ ШРЕДИНГЕР ОПЕРАТОРЫ, РЕЗОЛЬВЕНТА, КОМПАКТІЛІК, СИНГУЛЯРЛЫ САНДАР (S-САНДАР)
Үшінші жылдың календарлық жоспарына сәйкес зерттеу объектісі коэффициенттері жылдам өспелі және тербелмелі болатын гиперболалық типті дифференциалдық оператор болып табылады.
Жұмыс мақсаты:
· коэффициенттері жылдам өспелі және тез тербелмелі болатын гиперболалық типті дифференциалдық оператор резольвентасының бар болуын қамтамасыз ететін шарттарды табу. 
· резольвентаның көрінісін табу;
· резольвентаның компактілігі дәлелдеу;
· сингулярлы сандардың (s-сандардың) бағалауларын табу;
· меншікті сандардың бағалауларын табу.
Зерттеу әдістері:  Фурье талдауы, априорлы бағалаулар әдісі, сызықты операторлардың спектральді теориясы, бірді жіктеу әдісі, компактілік әдісі.
Алынған нәтижелер және жаңашылдығы. Зерттеу барысында теріс параметрлі Шредингер операторы үшін алынған нәтижелерді пайдалана отырып,гиперболалық типті дифференциалдық операторлардың бір класы үшін келесі жаңа нәтижелер алынды:
· резольвентаның бар болатындығы дәлелденді;
· коэрцитивті бағалаулар алынды;
· кері оператордың компактілігі көрсетілді;
· сингулярлы сандардың (s-сандарының) екіжақты бағалаулары алынды;
· сингулярлы сандардың бағалауларын пайдаланып меншікті сандардың бағалауларын қалай табуға болатындығына мысал келтірілген.
Алынған нәтижелер теориялық тұрғыда маңызды және аралас типті дифференциалдық опертаорлардың спектральді теориясы мен математикалық физиканың басқа салаларында қолданылуы мүмкін.




РЕФЕРАТ

Отчет  46 с., 38 источн., 2 прил.
ОПЕРАТОР ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА, ОПЕРАТОР ШРЕДИНГЕРА С ОТРИЦАТЕЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ, РЕЗОЛЬВЕНТА, КОМПАКТНОСТЬ, СИНГУЛЯРНЫЕ ЧИСЛА (S-ЧИСЛА)
Согласно календарному плану треьего года исследования объектом исследования являются дифференциальные операторы гиперболического типа с сильно растущими и быстро колеблющимися коэффициентами.
Цель работы:
· найти условия обеспечивающие существование резольвенты дифференциального оператора гиперболического типа с сильно растущими и быстро колеблющимися коэффициентами;
· найти представление резольвенты;
· доказать компактность резольвенты;
· найти оценки сингулярных чисел (s-чисел);
· найти оценки собственных чисел.
Методы исследования: анализ Фурье, метод априорных оценок, спектральная теория линейных операторов, метод разложения единицы, метод компактности.
Полученные результаты и новизна. В исследованиях пользуясь полученными результатами для оператора Шредингера с отрицательным параметром для одного класса дифференциальных операторов гиперболического типа получены следующие новые результаты:
· доказано существование резольвенты;
· получены коэрцитивные оценки;
· доказано компактность обратного оператора;
· получены двусторонние оценки сингулярных чисел (s-чисел);
· показан пример пользуясь оценками сингулярных чисел, как найти оценки собственных чисел.
Полученные результаты представляют теоретический интерес и могут найти применение в спектральной теории дифференциальных операторов гиперболического типа и в других разделах математической физики.
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ВВЕДЕНИЕ

Современная теория дифференциальных уравнений гиперболического типа являются одним из важнейших разделов в теории дифференциальных уравнений с частными производными. Как известно, многие задачи механики (колебания струн, стержней, мембраны) и физики (электромагнитные колебания, распространение звукa) приводят к дифференциальным уравнениям гиперболического типа.
Заметим, что весьма исчерпывающая библиография по вопросам существования, единственности и качественного поведения решений для дифференциальных уравнений гиперболического типа содержится, например, в работах Ж.Адамара [1], К.Фридрихса [2], С.Л.Соболева [3], Л.Гординга [4], О.А.Ладыженской [5], А.В.Бицадзе [6], Ш.Лере [7], А.М.Нахушева [8], Т.Ш.Кальменова [9], Т.Ш.Кальменова, М.А.Садыбекова [10], А.Т.Асановой, Д.Джумабаева [11], А.С.Бердышева [12] и др.
В работах Т.И. Кигурадзе [13-14] исследовались периодические и некоторые нелокальные краевые задачи, а также задачи нахождения ограниченных решений гиперболических уравнений на полосе.

Отметим, что дифференциальный оператор гиперболического типа во всем пространстве с непрерывными и ограниченными коэффициентами изучены в работе М.Нагумо [15].


Однако, в приложениях часто встречаются дифференциальные операторы гиперболического типа, заданные в некомпактной области, с сильно растущими коэффициентами. Известно, что дифференциальные операторы заданные в неограниченной области могут иметь не только дискретные спектры, но и непрерывные спектры. Следовательно, разложения функции  по собственным функциям рассматриваемого оператора становится невозможным, где – область определения изучаемого оператора.
Из литературных источников следует, что для дифференциальных операторов гиперболического типа с сильно растущими и колеблющимися коэффициентами такие вопросы, как:
- существование резольвенты оператора;
- максимальная гладкость (разделимость операторa) элементов из области определения;
- компактность резольвенты;
- оценки функции распредления сингулярных чисел (s-чисел), а также оценки собственных чисел изучены недостаточно.

Согласно календарному плану проекта третьий год рассмотрен дифференциальный оператор гиперболического типа в пространстве :

				(0.1)

первоначально определенный на множестве – сколь угодно гладких функций, где.
Как известно, что вышеуказанные вопросы можно свести преобразованием Фурье к изучению оператора Шредингера с отрицательным параметром:

			(0.2)

где – параметр,  – фиксированные точки.

Заметим, что при  поведения функций из области определения оператора Шредингера  сильно зависят от свойств коэффициента  на бесконечности. В данном случае дифференциальные свойства оператора Шредингера достаточно хорошо изучены в следующих работах авторов: А.М. Молчанова [16], Э.Ч.Титчмарша [17], Т.Като [18], А.Г.Костюченко [19], В.Г.Мазьи [20], В.А.Ильина [21], М.А.Шубина [22], В.Г.Мазьи, М.Отелбаева [23], М.Отелбаева [24-25], Т.Ш.Кальменова, М.Отелбаева [26], М.Г.Гасымова [27], Г.А.Калябина [28],  К.Х.Бойматова [29-30], А.А.Шкаликова [31-32] и др.



Здесь отметим, что при  получим . Следовательно для оператора (0.2) при  возникает совершенно иная ситуация по сравнению с оператором Штурма-Лиувилля  ().  Методы отработанные для оператора  оказываются малоприспособленными для оператора (0.2). 
Отсюда и из вышеуказанного следует, что для оператора Шредингера с отрицательным параметром остались не исследованными или практически остались в стороне следующие вопросы:
	- существование ограниченного обратного оператора;
	- максимальная гладкость (разделимость операторa) элементов из области определения;
	- компактность резольвенты для всех (;
	- оценки функции распределения сингулярных чисел (s-чисел) оператора (0.2).

Пользуясь вышеуказанными результатами и согласно календарному плану проекта объектом исследования в третьий год являются вопросы коэрцитивности, обратимости, компактности обратного оператора и оценки сингулярных чисел одного класса дифференциальных операторов гиперболического типа в пространстве .
Цель работы:
	- найти условия существования обратного оператора для одного класса дифференциальных операторов гиперболического типа с сильно растущими и быстро колеблющимися коэффициентами на бесконечности;

- найти компактность резольвенты дифференциального оператора гиперболического типа в .
	- найти двусторонние оценки сингулярных чисел (s-чисел) резольвенты  одного класса дифференциальных операторов гиперболического типа с сильно растущими и быстро колеблющимися коэффициентами на бесконечности;
	- найти оценки собственных чисел.
Полученные результаты апробированы на международных конференциях и опубликованы в журналах, которые приведены в приложении А.
Инвентарные номера отчетов за 2018 и 2019 года: 0218РК00528, 0219РК01189



1 Результаты работ за первый год исследования. Сведение гиперболического оператора в  к одномерному оператору Шредингера с отрицательным параметром. Существование и компактностьрезольвенты одномерного оператора Шредингера с отрицательным параметром


Согласно плану проекта за 1-й год исследования рассмотрен сингулярный дифференциальный оператор   гиперболического типа в пространстве :


,



первоначально определенный на множестве  сколь угодно гладких функций, где .	Заметим, что сингулярным дифференциальным оператором называется, например, оператор заданный в неограниченной области.

В дальнейшем предположим, что коэффициенты  удовлетворяют  условию


i) – непрерывные функции в и ограничены в каждом компакте.



Нетрудно проверить, что оператор   допускает замыкание в  и замыкание также обозначим через .


В данном случае в пространстве  с сильно растущими коэффициентами исследуется вопросы о существовании резольвенты и максимальной регулярности (разделимость) оператора .
Нетрудно убедиться, что вышеуказанные вопросы можно свести методом Фурье к изучению одномерного оператора Шредингера с отрицательным параметром (оператор Штурма-Лиувилля с отрицательным параметром):



, ,



где – параметр .



Как известно, при дифференциальные свойства оператора Штурма-Лиувилля сильно зависят от поведения  на бесконечности.В этом случае дифференциальные свойства одномерного оператора Шредингера (оператора Штурма-Лиувилля) достаточно хорошо изучены в работах [16-32].




Нетрудно заметить, например, что при  получим, что . Отсюда видно, что возникает совершенно иная ситуация и в частности, методы отработанные для оператора Штурма-Лиувилля при  оказываются малоприспособленными при изучении оператора .
	Рассмотрим следующее уравнение:


			(1.1)

где.


	Определение. Решением уравнения (1.1) назовем функцию , для которой существует последовательность  такая, что


при .




	Отсюда видно, что обратный оператор  совпадает с замыканием в  оператора  определенного на .  




Теорема1.1. (Ограниченная обратимость) Пусть выполнено условие . Тогда оператор  при  ограниченно обратим в пространств .


	Теорема 1.2. (Теорема о компактности). Пусть выполнено условие i). Тогда резольвента оператора компактна тогда и только тогда, когда для любого 




	Пусть А – линейный вполне непрерывный оператор и пусть


.


	Собственные числа оператора  называются s-числами оператора А .

	Ненулевые s-числа оператора будем нумеровать в порядке их убывания с учетом их кратности, так что


.




Введем следующую функцию –количество  больших.
	Пусть помимо условия і) выполнено следующее условие:


Тогда справедлива теорема:
Теорема 1.3. (Оценки сингулярных чисел) Пусть выполнены условия і)-і і). Тогда справедлива оценка


,




где , , постоянная .




2 Результаты работ за второй год исследования.О существовании и компактности резольвенты оператора Шредингера с отрицательным параметрам в пространстве . Оценки сингулярных чисел. Оценки собственных чисел

	Рассмотрим оператор










первоначально определенный на множестве , где ,, – оператор Лапласа, , .


В дальнейшем предположим, что коэффициенты ,  удовлетворяют условию 



  –  непрерывные функции в .



	Оператор 	 допускает замыкание в пространстве , которое обозначим также через 




Теорема 2.1. (Обратимость операторa) Пусть выполнено условие . Тогда оператор  при  ограниченно обратим в пространстве . 



	Теорема 2.2. (Коэрцитивные оценки) Пусть выполнено условие .  Тогда при  для всех  справедливы оценки:

a) , 

 – постоянное число;

b) ,


для всех ,  –  постоянное число.

	Теорема 2.3. (Компактность резольвенты) Пусть выполнено условие і). Тогда обратный оператор компактен в том и только в том случае, если


,




Когда куб удаляется в бесконечность, где  – открытый n-мерный куб с длиной ребра d, –совокупность всех подмножеств куба имеющих достаточно малую емкость.
	Теорема 2.4. (Оценки сингулярных чисел) Пусть выполнено условие теоремы 2.3. Тогда


,






где , , постоянная , –усреднения функций [24].
	
	Оценки собственных чисел. Пример
	Здесь мы покажем как теорема 2.4 позволяет найти оценки собственных чисел сверху.
	Рассмотрим оператор







в пространстве  , где , , .

	Теперь предположим, что 	имеет бесконечное число собственных значений, тогда из теоремы 2.4 получим, что




3  Существование, компактность и оценки сингулярных и собственных чисел резольвенты одного класса дифференциальных операторов гиперболического типа

3.1 Существование резольвенты. Формулировка результатов
	Рассмотрим дифференциальный оператор гиперболического типа


			(1.1)



первоначально определенного на множесте сколь угодно гладких финитных функций, где .

	В дальнейшем предположим, что коэффициенты  удовлетворяют условию:




непрерывные функции в  и - достаточно большое число;





 и равномерно стремятся к нулю  при  для всех .


	Теорема 1.1. Пусть выполнены условия. Тогда замыкание оператора


,,

в  существует.



	Теорема 1.2. Пусть выполнены условия -и . Тогда:


a) существует непрерывный обратный оператор  в ;
b) справедлива оценка 

,

постоянное число.

	3.2 Вспомогательные леммы и оценки

Для доказательства теорем 1.1-1.2 сперва рассмотрим оператор 

			(2.1)




определенный на, где , .



	Нетрудно проверить, что оператор допускает замыкания в и замыкание также обозначим через .




	Теорема 2.1. Пусть выполнены условия -. Тогда оператор  непрерывно обратим в .


	Теорема 2.2. Пусть выполнены условия -. Тогда справедливы оценки:

a)  постоянное число;


b) постоянное число, ;

с) постоянное число;

d) 
	Для доказательства этих утверждений сперва приведем предварительно без доказательство несколько следующих лемм и оценок, которые докзаны в предыдущих отчетах (отчет второго годa)



Лемма 2.1. Пусть выполнено условие и . Тогда для любого выполняется неравенство 


,



 постоянное число,  - норма в ,

	Нетрудно убедиться непосредственным вычислением, что оператор (2.1) в пространстве  можно свести с помощью метода Фурье к изучению следующего оператора:





, первоначально определенный на множестве , где .



	Оператор  допускает замыкание в пространстве , которое обозначаем также через .




	Лемма 2.2. Пусть выполнено условие . Тогда оператор при  ограниченно обратим в пространстве .



	Лемма 2.3. Пусть выполнено условие . Тогда при  для всех  справедлива оценка:

,



где - постоянное число,  - норма в ,



	Лемма 2.4. Пусть выполнено условие . Тогда при  для всех  справедлива оценка:

,				

где .






	Продолжим ,  из  на все  так, чтобы их продолжения  и  были ограниченными и периодическими функциями одного и того же периода.

	Обозначим через  замыкание оператора    







определенного  на , где знак вещественного числа  совпадает со знаком функции , т.е.  при .




	Лемма 2.5. Пусть выполнено условие .  Тогда при  для всех  справедлива оценка в пространстве :

,

где .



	Лемма 2.6. Пусть выполнено условие .  Тогда при  для всех  справедлива оценка




	Лемма 2.7. Пусть выполнено условие  и . Тогда справедливаоценка:






	Лемма 2.8.  Оператор  при  имеет непрерывный обратный оператор  определенный на всем .


	Лемма 2.9. Пусть выполнено условие  и . Тогда справедливы следующие неравенства:

a) ;


b) , 
	

3.3 Некоторые оценки во всем 


	Обозначим через  замыкание в  дифференциального выражения



определенного на множестве . 



Лемма 3.1. Пусть выполнено условие . и. Тогда для всех  имеют места неравенства: 

,				(3.1)

.			(3.2)

	Доказательство. Неравенства (3.1) следует из скалярного произведения.
Неравенство(3.2) доказывается точно также как (3.1).
Для доказательства теорем 2.1 и 2.2, кроме вспомогательных леммнами будут использованы следующие утверждение [25].
Лемма 3.2. Существует такое покрытие, которое обладает следующими свойствами:

a) 


где - куб ребром равным 1 и центром в точке ;





	b) постоянное число, , , , .




	c) каждое множество  может пересекаться не более чем  множествами из семейства , где - некоторое постоянное число.
	Положим 

,				


где ,  - оператор из леммы 2.5.
	Нетрудно убедиться, что

,				(3.3)
где


, .


Лемма 3.3. Пусть выполнено условие . Тогда найдется число  такое, что 


 при всех .


	Доказательство. Пусть  и учитывая конечнократность покрытия  имеем:



. 


Отсюда и в силу лемм 2.9 и 2.11  получаем, что

		(3.4) 

Здесь учитывалось, что 



Из неравенства (3.4) следует, что найдется такое число , что  при . Лемма 3.3 доказана.




Лемма 3.4. Пусть выполнено условие . Тогда оператор  при  ограниченно обратим, причем для обратного оператора  выполняется равенство

				
	Доказательство. Доказательство леммы следует из равенства(3.3) с учетом лемм 3.1 и 3.3.





	Теперь, рассмотрим обратимость оператора , т.е. обратимость оператора без . Здесь мы хотим напомнить, что число  введено для того, чтобы получить оценки нормы оператора .  Теперь мы хотим избавиться от этого числа.
Для этого рассмотрим следующее уравнение:

.     (3.5)


	Определение. Решением уравнения (3.5) назовем функцию , для которой существует последовательность  такая, что


при .




	Отсюда видно, что обратный оператор  совпадает с замыканием в  оператора  определенного на .  




Лемма 3.5. Пусть выполнено условие . Тогда оператор  при  ограниченно обратим, причем для обратного оператора  выполняется равенство

,   		(3.6)

где, .

Доказательство. Пусть. Уравнение(3.5) перепишем в виде

,                                                 (3.7)


где , .  В силу леммы 3.1получим, что

.     				(3.8)
	Учитывая (3.8) из равенства (3.5) и (3.7) следует, что



при  .


	Как известно, что при  оператор существенно самосопряжен [33], и для всех  справедлива оценка

.



Отсюда следует, что оператор  имеет ограниченный обратный оператор  определенный на всем . Лемма 3.5 доказана.



Лемма 3.6. Пусть выполнено условие . и пусть . Тогда для всех  справедливы оценки: 

,

.
	Доказательство. Лемма3.6 доказывается точно также как лемма 3.1.
	




	Лемма 3.7. [34] Пусть оператор  ограниченно обратим в  и при  для всех  выполнена оценка

,

 - постоянное число.

Тогда оператор  также ограниченно обратим.
	

Доказательство теоремы 2.1. Применя преобразование Фурье по  к уравнению (2.1) получаем, что

		(3.9)

где , 



	Отсюда нетрудно заметить, что задача о решении уравнения переходит в задачу о решении уравнения (3.9). Поэтому согласно лемме 3.5 имеем:

			(3.10)

	Теперь, используя обратный оператор  находим, что

			(3.11)
	Единственность следует из леммы 2.1
	Докажем теорему 2.2.  Сперва докажем ниже следующую лемму.

	Лемма 3.8. Пусть выполнено условие . Тогда справедливы следующие неравенства:

a) ;


b) , ;

c) 

d)
	Доказательство. Оценка a) и b) следует из леммы (2.9). Пункт с) доказывает точно также как лемма 2.9. Пункт d) следует из леммы 2.6.

	Лемма 3.9. Пусть выполнено условие . Тогда справедливы следующие неравенства:

a) ;


b) , ;

c) 

d)
	Доказательство. Согласно лемме 3.4 имеем:





Здесь учитывалась конечнократность покрытия






	Теперь, пользуясь оценкой a) леммы 3.16 имеем:





где ,.
	Отсюда следует оценка a) леммы 3.9.
	Докажем пункт a) леммы 3.9.




Здесь учитывалась конечнократность покрытия





	Далее, повторяя выкладки и рассуждения, которые использованы при доказательстве пункта b) леммы 3.9 находим:

			(3.12)
	Последнее неравенство доказывает пункт b) леммы 3.9. 
	Точно также доказывается пункты с) и d) леммы 3.9.
	Доказательство теоремы 2.2. Докажем пункт a). Из представления (3.11) имеем:


















,


где , здесь изменения порядка интегрирования законно, так как L-множество бесконечно дифференцируемых и быстроубывающих функций.
	Пункт a) теоремы 2.2 доказана.
Докажем пункт b)

























с) доказан.



,  - унитарные операторы в . Этот факт называется теоремой Планшереля.
	Точно также доказывается пункт b) и d). Теорема 2.2 доказана.

3.4 Доказательство основных теорем. Доказательство теорем 1.1-1.2


Возьмем набор -неотрицательных функций из  таких, что

,



где , длина отрезка  равна . 


. 




Одним из основных свойств системы функций является то, что соответствующая ей система носителей имеет не более чем трехкратное пересечение, т.е. любая точка может принадлежат не более чем трем отрезкам системы отрезков .

	Через обозначим оператор определенный равенством

			(4.1)


	Лемма 4.1. Пусть выполнены условия . Тогда для любой  справедливо равенство


		(4.2)
т.е. 

					(4.3)

где ,

,

,

,

,

.


Доказательство леммы 4.1. Действуя оператором  находим

















.
Лемма 4.1 доказана.



Лемма 4.2. Пусть выполнено условие . Тогда найдется числаи такие, что справедлива оценка

.

	Доказательство. Для этого вычислим норм операторов. 







			(4.4)


	Отсюда, учитывая  и путем выбора достаточно малой области , а также пользуясь оценкой с) теоремы 2.2 получаем, что

					(4.5)



где при  в силу условия .

	Для справедливости леммы 4.2 теперь в последнем неравенстве будем считать, что .


	Здесь мы, согласно условиям  пользовались тем, что  достаточно большое число.
Отсюда имеем:

					(4.6)

Теперь, вычислим нормы оператора :









Здесь мы пользовались оценкой a) теоремы 2.2. Отсюда и для справедливости леммы 4.2, теперь, надо выбрать таким образом, чтобы , т.е. 

.
Далее, точно также вычислим:








Отсюда выбирая  так, чтобы .
Находим

.                  		                  (4.7)


Теперь, вычислим норму оператора :








Так как - достаточно большое число, следовательно выбирая  находим:1

					(4.8) 

Вычислим норму оператора :








согласно условию , где .


Теперь, выбирая  так, чтобы  из последнего неравенства находим

					(4.9)
Из неравенства (4.6)-(4.9) следует, что

.
Лемма 4.2 доказана.

	Лемма 4.3. Пусть выполнено условие . Тогда

,


где  - правый обратный оператор оператора .
	Доказательство. Из леммы 4.1 и 4.2 следует доказательства леммы 4.3.




Лемма 4.4. Пусть выполнено условие . Тогда найдется число, такое, что если, то .
Для доказательства леммы 4.4 сперва докажем несколько лемм.
Положим


,   
	Теперь, рассмотрим следующие операторы

,

.




первоначально определенный на , где -формально сопряженный оператор к оператору  . Заметим, что на функциях  выполняется равенство

,


где- скалярное произведение в  . 





	Нетрудно проверить, что операторы , допускает замыкание в пространстве  и замыкания этих операторов соответственно также обозначим через  и  .
	Введем оператор

,


где - обратный оператор к оператору :

.


Лемма 4.5. Пусть выполнено условие . Тогда для любой функции  справедлива равенства

,				(4.10)

,				(4.11)
где 

,

,

,



.


	Доказательство леммы 4.5. Действуя оператором   на оператор :
















.
Равенство (4.10) доказана.
Теперь, докажем равенство (4.11)












	Равенство (4.11) доказано. Лемма 4.5 доказана.


Лемма 4.6. Пусть выполнены условия і)-іі). Тогда найдется число , такое что при  справедливы неравенства:






Доказательство. Для этого оценим нормы операторов , . Воспользовавшись тем, что на  количество отличных от нуля не больше трех (по построению) имеем:










   		                           (4.12)

Согласно по построению . Учитывая это и в силу условия ii) непосредственным вычислением убеждаемся в справедливости следующих неравенств:





                 		  (4.13)




Здесь учитывалось условие ii) и длина отрезка , т.е.  при , .
Точно так же 

.	     		           (4.14)
Теперь учитывая (3.15), (3.16) и оценку a) теоремы 2.2 из (4.14) находим:

.


Отсюда выбирая  таким образом    находим:

.			          (4.15)

Теперь вычислим норму оператора :



Неравенство Гельдера



,

где .


Отсюда и выбирая  и  находим:

					  (4.16)
Точно также повторяя все выкладки и рассуждения которые использованы при доказательстве неравенств (4.15) и (4.16) получаем, что

			       (4.17)
Из (4.16) и (4.17) непосредственным вычислением находим:


Лемма 4.6 доказана.
	Лемма 4.7. Пусть выполнены условия леммы 4.6. Тогда справедливы неравенства:

			       (4.18)

			        (4.19)




где , - правые обратные операторы соответственно к операторам  ,  .
	Доказательство. Пользуясь леммами 4.5 и 4.6 получаем доказательство леммы 4.7.
	Лемма 4.8. Пусть выполнены условия і)-іі). Тогда справедливо равенство

			         (4.20)

Доказательство. В силу леммы 4.7 для доказательство леммы 4.8 нам остается показать, что . Из общей теории операторов известны следующие утверждения:




Из неравенств (4.18) и (4.20) следует, что

		          (4.21)

Так как .
Отсюда следует, что 

				           (4.22)
Лемма 4.8 доказана.

	Лемма 4.9. Пусть выполнены условия леммы 4.8. Тогда  .


	Доказательство. Так как  , то (4.20) и (4.22) следует, что . Лемма 4.9 доказана.
	Доказательство теоремы 1.1.






	Пусть  Из леммы 4.9 следует, что  представима в виде . Так как . Это следует из (4.10) и (4.20),  - область значений оператора . Теперь, нетрудно заметить, что из равенство (4.3) следует, что


Отсюда

                          (4.23)
Из того

				             (4.24)


Следовательно из (4.23) и (4.24) следует . Откуда заключаем, что . Теорема 1.1 доказана.






Доказательство леммы 4.4. Пусть  и   при . .Мы доказали уже замыкаемость в . Тогда для этой функции существует последовательность  такая, что



Теперь пользуясь представлениями  получаем, что


 при              (4.25)





Поскольку , то из (4.25) следует . Отсюда и из представления  следует, что . Следовательно . Лемма 4.4 доказана.
	Доказательство пункта a) теоремы 1.2 следует из лемм 4.3 и 4.4.
Доказательство пункта b) теоремы 1.2 следует из теорем 2.1 и 2.2.

3.5 Компактность резольвенты


	В дальнейшем для удобства формулировки теорем в место  введен обозначение .


	Пусть  - произвольное компактное подмножество . Введем класс функций.



 в  в окрестности .


	Назовем емкостью множества  относительно  число

,

где .



	Теорема 5.1. Пусть выполнены условия -. Тогда резольвента оператора компактна в том и только в том случае, если

,

где ,


 - множество всех компактных множеств  и удовлетворяющих неравенство 

,

-достаточно малое число.


	Пусть помимо условии - выполнено условие:


.



	Теорема 5.2. Пусть выполнены условия -. Тогда резольвента оператора компактна в том и только в том случае, если

.
	Доказательство теорем 5.1-5.2.





	Из теоремы 1.2 следует, что , где  - область значений оператора , - пространство, полученное пополнением  относительно нормы 

,

.





	Для завершения доказательства остается показать, что оператор вложении пространство  в  компактно. Ответ для данного вопросы следует из результатов работы [24]. В этой работе доказано, что любое ограниченное множество пространства  компактно в   тогда и только тогда, когда . Теорема 5.1 доказана.
	Для доказательства теоремы 5.2 сперва докажем следующую лемму.

	Лемма 5.1. Пусть выполнены условие . Тогда

,				(5.1)

 - постоянные числа.

	Доказательство. Пусть , тогда

					(5.2)


Это следует из определения . Далее так как , то

.



Отсюда , где -достаточно малое число. Поэтому по условию теоремы 5.2 в кубе верно неравенство . Из последнего неравенства в силу (5.2) имеем

,
 откуда

					(5.3)

	Теперь докажем правую часть неравенства (5.1). Согласно определению  имеем

,
откуда

.					(5.4)
Из неравенств (5.3), (5.4) получаем доказательство леммы 5.1.
	Теперь доказываемая теорема 5.2 следует из теоремы 5.1 и неравенства 5.1.

3.6 Оценки сингулярных и собственных чисел





Пусть - линейный вполне непрерывный оператор и пусть . Собственные числа оператора  называют -числами оператора .


	Ненулевые -числа оператора  будем нумеровать в порядке их убывания с учетом их кратности, так что 

.



	Введем следующую функцию - количество больших .


	Теорема 6.1. Пусть выполнены условия -. Тогда справедлива оценка

,

постоянное число.
	Доказательство. Повторяя выкладки и рассуждения, которые использованы при доказательстве теоремы 1.4 работы [38], получаем доказательство теоремы 6.1.
	Пример. Рассмотрим дифференциальный оператор

,




первоначально определенный на  где . Оператор  допускает замыкание обозначим через .
	Нетрудно убедиться, что выполняются все условия теоремы 6.1.
	Следовательно, согласно теореме 6.1 находим

,

 постоянное число.

	Отсюда, если оператор  имеет бесконечное число собственных чисел, что пользуясь результатами работы [36] имеем:





где - собственные числа резольвенты оператора .
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Согласно календарному плану проекта первые два года исследованы оператор Шредингера с отрицательным параметромс сильнорастущими и быстро колеблющимися коэффициентами. Для этого оператора получены следующие результаты:
	- доказано существование резольвенты;
	- найдено представление резольвенты;
	- доказано компактность резольвенты;
	- получены коэрцитивные оценки;
	- получены двусторонние оценки сингулярных чисел (s-чисел).
	Пользуясь выше указанными результатами и согласно календарному плану проекта объектом исследования третьий год являлся дифференциальный оператор гиперболического типа с сильно растущими и быстро колеблющимися коэффициентами и для него получены следующие новые результаты:
	- доказано существование резольвенты дифференциального оператора гиперболического типа с сильно растущими и быстро колеблющимися коэффициентами;
	- доказано компактность резольвенты;
	- получена двусторонняя оценка сингулярных чисел (s-чисел);
	- показан пример, пользуясь оценками сингулярных чисел, как найти оценки собственных чисел.
	Полученные результаты докладывались и обсуждались на международных и республиканских конференциях, семинарах и опубликованы в журналах, которые приведены в приложении А.
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