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РЕФЕРАТ

Есeп 53 б., 33 әдебиет көздері, 2 қосымша.
МЕНШІКТІ ФУНКЦИЯ, РИСС БАЗИСІ, БИОРТОГОНАЛДЫ ЖІКТЕУЛЕР, ИНВОЛЮЦИЯСЫ БАР ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫ ТЕҢДЕУЛЕР, ГРИН ФУНКЦИЯСЫ
Зерттеу нысаны ретінде инволюциясы бар екіншіі  ретті дифференциалды операторлар  үшін спектралдық есептер қарастырылған.
Жұмыстың мақсаты – инволюциясы бар екінші   ретті дифференциалды операторлардың меншікті функциялар жүйесінің базистік қасиеттерін зерттеу. 
Зерттеу әдістері – дифференциалды теңдеулер теориясының аналитикалық тәсілдері, гильберт кеңістігіндегі сызықты операторлардың абстрактілі теориясының, дифференциалды операторлар теориясының, функционалды анализдің, сандар теориясының тәсілдері. Алынған нәтижелер. Инволюциясы бар екінші   ретті дифференциалды операторлардың меншікті функциялар жүйесінің базис болуы үшін жеткілікті шарттар Грин функциясының бағалауы түрінде, сондай ақ шеттік шарттар түрінде алынған.  Қосымша алынған функциялар саны шексіз көп болатын  инволюциясы бар екінші ретті дифференциалды оператор мысалы құрастырылып, оның түпкілікті векторлар жүйесінің базис болатындығы анықталған.
Инволюциясы бар параболалық, гиперболалық және эллипстік түрдегі теңдеулер үшін аралас есептердің шешімділігі көрсетілген. Зерттеу нәтижелері дифференциалды операторлардың  спектралдық теориясында, инволюциясы бар дербес туындылы дифференциалды теңдеулер теориясында, әрқилы қолданбалы есептерде жүзеге асырылуы мүмкін.











РЕФЕРАТ
Отчет 53 с., 33 источн. 2 прил.
СОБСТВЕННАЯ  ФУНКЦИЯ, БАЗИС РИССА, БИОРТОГОНАЛЬНЫЕ РАЗЛОЖЕНИЯ, ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ  УРАВНЕНИЯ С ИНВОЛЮЦИЕЙ, ФУНКЦИЯ ГРИНА
Объектом исследования являются спектральные задачи для дифференциальных операторов второго  порядка с инволюцией.
Цель работы – исследование базисных свойств дифференциальных операторов второго  порядка с инволюцией.
В  исследованиях использованы аналитические методы теории дифференциальных уравнений, методы абстрактной теории линейных операторов и теории линейных дифференциальных операторов в гильбертовом пространстве,   методы функционального анализа, теории чисел.
Полученные результаты. Получены достаточные условия базисности  собственных функций полуограниченных дифференциальных операторов второго  порядка с инволюцией в терминах оценки функций Грина, а  также в терминах краевых условий. Построен пример дифференциального оператора второго порядка с инволюцией с бесконечным числом присоединенных функций, доказана теорема о базисности систем корневых функций. 
 Показаны разрешимость смешанных задач для уравнений параболического, гиперболического и эллиптического типов с инволюцией.
 Результаты исследований могут быть использованы в спектральной теории х дифференциальных операторов, в теории дифференциальных уравнений в частных производных с инволюцией, а также в различных прикладных задачах.
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ВВЕДЕНИЕ

Цель проекта состоит в доказательстве теорем о базисности собственных векторов (при необходимости пополненных присоединенными векторами) дифференциальных операторов второго порядка с инволюцией
Исследования по данному проекту проводились согласно утвержденному календарному плану, в соответствии с заявкой на участие в конкурсе. Запланированные по проекту исследования полностью завершены. По результатам исследований в рамках проекта опубликованы 32 работы. Из них  6 работ в журналах с импакт-фактором по базе Web of Science и 1 работа в журнале из базы Scopus. Список основных опубликованных работ по результатам настоящего проекта приведены в приложении А. Приложение В содержит календарный план выполнения заданий проекта.  
Основными результатами исследований по данному проекту являются: 
1) создание теории функции Грина одномерного дифференциального оператора второго порядка с  инволюцией; 


2) теоремы  о базисности и безусловной базисности в пространстве   собственных функций и равносходимости разложений произвольной функции из класса  по собственным функциям одномерных дифференциальных операторов второго порядка с  инволюцией;
3) равномерная сходимость разложений по собственным функциям одномерных дифференциальных операторов второго порядка с  инволюцией; 

4) теорема о базисности в классе  собственных и присоединенных функций дифференциального оператора второго порядка с инволюцией, обладающей бесконечным числом присоединенных функций;  
5) теоремы о существовании и единственности решений смешанных задач для уравнений параболического, гиперболического и эллиптического типов с инволюцией.
В отчете за 2018 год (№ госрегистрации  0118РК00448; инвентарный №  0218РК00615) изложены результаты исследований в случае краевых условий типа Дирихле.  В отчете за 2019 год (№ госрегистрации  0118РК00448; инвентарный №  0219РК00034) изложены результаты исследований в случае краевых условий типа Неймана. В 2020 году проведены исследования в случае краевых условий периодического и антипериодического типов.

Отчет состоит из одного раздела и двух подразделов. В первом подразделе  излагаются основные  результаты о равносходимости, базисности и безусловной базисности собственных функций дифференциального оператора второго порядка с инволюцией, теория функции Грина одномерных дифференциальных операторов второго порядка с  инволюцией.  Достаточные условия базисности собственных функций дифференциальных операторов второго порядка с  инволюцией получены в терминах оценок функций Грина и в терминах краевых условий. Построен пример дифференциального оператора второго порядка с инволюцией с бесконечным числом присоединенных функций. Проведен полный спектральный анализ задачи. Доказана теорема о базисности в классе  корневых функций спектральной задачи.  
Во втором подразделе приведены результаты исследований о разрешимости смешанных задач для уравнений параболического, гиперболического и эллиптического типов с инволюцией.  Доказаны теоремы о существовании и единственности решения смешанных задач методом Фурье. Изучена одна обратная задача для уравнения дробного порядка.








ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

1 Базисные свойства собственных функций дифференциальных   операторов  второго порядка с  инволюцией 

1.1 Базисность собственных функций полуограниченного дифференциального оператора второго порядка с инволюцией.  
Этот подраздел посвящен исследованию спектральных свойств дифференциальных операторов второго порядка с инволюцией. Важное место в спектральной теории дифференциальных операторов занимает вопрос о базисности собственных функций. Решение вопроса базисности собственных функций позволяет использовать метод Фурье при решений различных задач для уравнений в частных производных. Метод Фурье использован в работах [1, 2] при изучений обратных задач для дифференциальных уравнений в с инволюцией, в работе [3] при исследовании поведения решений уравнения в частных производных с инволюцией. Теории функции Грина дифференциальных уравнений с инволюцией посвящены работы [4,5]. Исследованию спектральных свойств дифференциальных операторов с инволюцией посвящены работы [6-18]. Вопросы разрешимости задач для дифференциальных уравнений в частных производных с инволюцией рассмотрены в работах [19 - 21]. 
 В настоящей  работе дано обоснование метода Фурье для решения смешанных задач  для возмущенных уравнений теплопроводности с инволюцией, возмущенных волновых уравнений с инволюцией. Исследование вопросов равносходимости и базисности собственных функций дифференциального оператора второго порядка с инволюцией с конкретными краевыми условиями проводится модификацией интегрального метода Коши, хорошо разработанного на случай обыкновенных дифференциальных операторов. В промежуточном отчете за 2018 год по настоящему проекту перечисленные задачи были изучены в случае краевых условий типа Дирихле, а в промежуточном отчете за 2019 год перечисленные задачи были изучены в случае краевых условий типа Неймана. В 2020 году с изложенной точки зрения изучены периодическая и антипериодическая задачи. Нужно отметить, что при исследовании поставленных задач существенную трудность вызывают вопросы построения функции Грина одномерных краевых задач для дифференциального уравнения второго порядка с инволюцией и их оценка.
 Решению вопроса обоснования метода Фурье в случае классических уравнений посвящены работы В.А. Стеклова [22], В.А. Ильина [23].  Дальнейшее развитие метода Фурье, связанное с понижением требований гладкости начальных  данных, имеется в работах В.А. Чернятина [24], А.П. Хромова [25].  

Пусть в области  рассматривается  смешанная задача для возмущенного уравнения теплопроводности с инволюцией
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                       (2)











Уравнение  (1) содержит преобразование инволюции. Преобразование  некоторой функции   мы называем инволюцией, если .  Так что преобразование  является инволюцией. Далее, коэффициенты  - некоторые числа.  Всюду в дальнейшем параметр  удовлетворяет условию , функция   непрерывна на отрезке .  Если система собственных функций спектральной задачи 


          (3)

то ряд


                                                         (4)

является формальным решением смешанной задачи (1), (2). Выполнение начального условия 




требует решения вопроса разложения начальной функции в ряд по собственным функциям. Для дифференцируемости функции (4) нужно исследовать прежде всего равномерную сходимость последнего ряда.
Рассмотрим краевую задачу 


                                          (5)

Функции 


,         
являются линейно независимыми решениями однородного уравнения  (5). 

Функцией  Грина краевой задачи  (5)  назовем такую функцию , что функция 
	



является  решением краевой задачи 








где  - непрерывная функция. Заметим, что полюса функции Грина служат собственными значениями спектральной задачи (5). Нам известно [14], что  спектральная задача (5) с краевыми условиями типа Неймана  имеет две серии собственных значений 

,

причем система собственных функций вида






образует ортонормированный базис  пространства.  Если  число   не является четным, то все собственные значения задачи Неймана однократны. Сформулированное условие в частных случаях заменяет требование об отсутствии кратных собственных значений. И при выполнении этого условия возможно применение  интегрального метода Коши. В той работе [14] рассмотрены также задача типа Дирихле, задачи периодического и антипериодического типов. 




Пусть все собственные значения  спектральной задачи (5) однократны, не имеют точки сгущения на конечном интервале. Обозначим . В комплексной  плоскости  рассмотрим окружности   c общим центром в начале координат:  


   
           






Эти окружности будем считать непересекающимися (например, в случае задачи типа Дирихле или Неймана это всегда можно сделать)  и они не проходят через точки . Это значит, каждое из чисел  имеет некоторую окрестность, содержащую только это число. При   окружности,  соответственно переходят в окружности  в комплексной - плоскости. Теперь мы сможем перейти к изучению вопросов базисности собственных функций при выполнении вышеизложенных условий. 

1.1.1  Теоремы о равносходимости и базисности собственных функций дифференциального оператора второго порядка с инволюцией в терминах оценки функции Грина





Нас интересует вопрос о возможности разложения произвольной функции  в сходящийся ряд по собственным функциям спектральной задачи  (3),  с непрерывным комплекснозначным коэффициентом   на интервале . Сходимость разложения по собственным функциям спектральной задачи  (3) произвольной функции   из класса  будет следовать из теоремы о равносходимости разложений по собственным функциям спектральных задач  (3) и (5).



Обозначим через   функцию Грина задачи (3), а через  - функцию Грина задачи (5), полюсами которой являются числа . Так как, почти всюду на интервале (-1,1)





то 







Функция   удовлетворяет краевым условиям (3). Поэтому вне полюсов функции Грина   и    имеет   место представление


                                       (6)

Мы покажем существование решения интегрального уравнения (6). Это решение будет функцией Грина краевой задачи (3).   

Введем в рассмотрение функцию  .   


 Пусть , шар достаточно малого радиуса . 
Справедлива следующая 


Теорема 1. Пусть вне окружности  для функции Грина  краевой задачи (5) справедлива оценка 



Тогда для всех достаточно больших  решение интегрального уравнения (6)  существует.

Доказательство. Применяем метод итерации. Пусть     и 


	  	(7)



для всех достаточно больших  . Соотношение  (7) при  дает оценку 




Для дальнейших выкладок введем следующие обозначения 





		 	(8)





где максимум берется по    для фиксированного   и для достаточно больших  , лежащих вне полюса функции  . Нам нужно показать справедливость оценки 


						(9)




Для   оценка (9) следует из первого соотношения в (8).  Предположим справедливость оценки (9) при    и докажем, что оценка (9) верна  и при  . Тогда из второго соотношения (8) выводим неравенство 


[bookmark: page9]		(10)

Распишем соотношение 







По неравенству треугольника имеем 




Неравенство 




влечет оценку 




а также, соотношение 




влечет неравенство 




Кроме того 




Поэтому мы можем написать неравенство 


.

Это неравенство вместе с неравенством (10) приводит к оценке 





Для достаточно больших  можно считать 


. 

Следовательно, верна оценка 


  



для любого , откуда следует справедливость оценки (9). Из доказанной оценки следует равномерная сходимость ряда 




и последовательности его частичных сумм


. 



Это означает равномерную сходимость последовательности   к предельной функции , которая удовлетворяет интегральному уравнению (6). Теорема 1 доказана. 

Важно отметить, что оценка функции Грина в условии теоремы 1 верна и для функции Грина  спектральной задачи (3). Этот факт также имеет важное значение для доказательства теоремы равносходимости. В отчетах за 2018 год и за 2019 год была доказана справедливость оценки функции Грина в условии теоремы 1 в случае задач типа Дирихле и Неймана. В последующем справедливость этих оценок установлена для задач периодического и антипериодического типов. 
Пусть





частичные  суммы разложения по собственным функциям спектральной задачи (5), где . Частичные суммы разложения по собственным функциям спектральной задачи (3) обозначим через









Последовательность   назовем равносходящимся с последовательностью  на промежутке      если    равномерно на этом промежутке при 
Сформулируем теорему о равносходимости.  


 Теорема 2. Если вне окружностей  для функции Грина  краевой задачи (5) справедлива оценка 







и все собственные значения спектральной задачи (5) однократны, то для любой функции  последовательность  равносходится с последовательностью 
Доказательство. Рассмотрим разность частичных сумм разложений по собственным функциям спектральных задач (3) и (5)  


		      (11)

Из доказательства предыдущей теоремы следует, что 




Применяя эту оценку,  из равенства (8) получаем  неравенство




Тогда из равенства (11) вытекает следующее неравенство






Если ввести обозначение


,

то будем иметь





Разобьем рассматриваемый интервал на две части ,  где 








 достаточно малое число. Теперь мы можем переписать последнее неравенство в виде




(12)

Поскольку 


,





то второе слагаемое в правой части (12) можно сделать меньшим чем  путем выбора числа  .  Обозначим через   радиус круга . Тогда из равенства 







получим неравенство 






Выбирая номер     достаточно большим, можно сделать первое слагаемое в (12) меньше чем  .  Теорема доказана. 
Из доказанной теоремы немедленно следует базисность собственных функций спектральной задачи (3). Этот факт сформулируем в виде теоремы.


 Теорема 3. Если  все собственные значения спектральной задачи (5) однократны и соответствующие собственные функции образуют базис в , то система собственных функций спектральной задачи (3) образует базис пространства .  



Доказательство. Пусть  норма элемента пространства . Тогда для любой функции  


.


Первое слагаемое меньше  в силу базисности собственных функций спектральной задачи (5), а второе слагаемое меньше  в силу теоремы 2 о равносходимости. Теорема 3 доказана.
Доказанная теорема 3 утверждает базисность собственных функций спектральной задачи (3). При этом остается неясным вопрос о виде этого базиса: будет ли данный базис безусловным базисом или базисом Рисса? По этому поводу мы можем утверждать следующее.



Теорема 4. Пусть собственные значения спектральной задачи (3) удовлетворяют следующим двум условиям: 1)   2)                Тогда всякий базис из собственных функций спектральной задачи (3) образует безусловный базис пространства  . 


Для доказательства заметим, что если выполнено условие теоремы, т.е. если система   собственных функций спектральной задачи (3) образует базис  пространства , то всегда выполнена равномерная оценка


,                                                   (13)



где  - система, биортогонально сопряженная к системе , состоящая из собственных функций спектральной задачи, сопряженной к (3). А из работы Л.В. Крицкова и А.М. Сарсенби [26] известно, что в условиях спектральной задачи (3) условие (13) является необходимым и достаточным для безусловной базисности собственных функций спектральной задачи (3). Тем самым теорема 4 доказана.

1.1.2 Теоремы о равносходимости и базисности собственных функций дифференциального оператора второго порядка с инволюцией в терминах краевых условий
В случае конкретных краевых условий можно показать справедливость оценки функции Грина в теореме 2. Рассмотрим краевые задачи 


                                               (14)


                              (15) 
 
с одним из следующих четырех краевых условий


  (16)





Пусть - частичные суммы разложения функции  в ряд по собственным функциям краевой задачи (14) с одним из краевых условий (16), а - частичные суммы разложения той же функции  в ряд по собственным функциям краевой задачи (15) с тем же из краевых условий (16). Сформулируем теорему о равносходимости  для случая задач (14). 




Теорема 5. Если  число   не является четным, то для любой функции  последовательность  равносходится с последовательностью  в случае каждой из задач (16).
Для доказательства теоремы достаточно показать справедливость оценки функции Грина в теореме 2. Тогда справедливость теоремы 5  вытекает из теоремы 2. Условие теоремы 5 исключает наличие кратных собственных значений каждой из задач (14), (16).  
Теорему 5 докажем для случая краевых условий типа Неймана (16.2). С этой целью приведем некоторые факты.
	Лемма 1. Если λ не является собственным значением однородной  краевой задачи (14), (16.2),  то краевая задача 





разрешима для любой непрерывной функции   и ее решение представимо в виде




где
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Доказательство леммы проводится непосредственной проверкой. 
 Из теоремы 1 вытекает важное
Следствиe. Функция Грина краевой задачи    (14), (16.2) имеет вид 




Отметим, что построение функции Грина является непростой задачей, играет важную роль при исследовании краевых задач. В основе метода Биркгофа-Тамаркина, разработанного для исследования вопросов сходимости разложений по собственным функциям обыкновенных дифференциальных операторов, лежит оценка функции Грина изучаемого оператора. Построенная функция Грина позволяет перенести теорию Биркгофа-Тамаркина на случай изучаемых нами дифференциальных операторов с инволюцией.
В дальнейшем нам  понадобится оценка функции Грина краевых задач (14), (16). Доказательство мы проведем для случая задачи Неймана (16.2). Полученные оценки справедливы в случае всех краевых условий (16).  


  Пусть , шар достаточно малого радиуса . 



Лемма 2. Если   и , то для функции Грина  краевой задачи (14), (16.2)  справедлива следующая равномерная оценка


 
 

  при  , где  


. 


Доказательство. При  функцию Грина можно преобразовать к виду


 




Так как , то , . Поэтому






если  и 





если .

Таким образом, при   функция Грина удовлетворяет следующей оценке 





В случае   аналогичным образом получаем оценку в виде 





В случае  имеем оценку вида 



Полученные оценки можно написать  общем виде 
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Лемма 2 доказана.
Таким образом, для краевой задачи (14), (16.2) выполнены все условия теоремы 2. Следовательно, теорему 5 можно сформулировать в терминах краевых условий.

Теорема 6. Если  число   не является четным, то система собственных 

функций каждой из спектральных задач (15), (16)  образует базис пространства .  




Доказательство. В работе [14] установлено, что система собственных функций каждой из спектральных задач (14), (16) образует ортонормированный базис  пространства. Пусть  норма элемента пространства . Тогда для любой функции  


.


для каждой из спектральных задач (15), (16). Первое слагаемое меньше  в силу базисности собственных функций спектральных задач (14), (16), а второе слагаемое меньше  в силу теоремы 5 о равносходимости. Теорема 6 доказана.

1.1.3 Спектральная задача с бесконечным числом присоединенных функций
В промежуточном отчете за 2018 год проведен полный спектральный анализ задачи 


		                                        (17)






где , в которой дифференциальное выражение содержит  преобразование инволюции независимой переменной в старшей производной, а краевые условия носят нелокальный характер. Показано, что если   иррационально, то система собственных функций полна и минимальна в , но не  является базисом. В случае рационального   указан способ выбора присоединенных функций, при котором  система корневых функций задачи образует безусловный базис в .  Спектральная задача наряду с собственными функциями содержит бесконечно много присоединенных функций. 
Тем самым установлено, что задача (17) обладает всеми характерными  чертами существенно   несамосопряженных  задач и ее спектральные свойства могут коренным  образом меняться  при сколь угодно малых изменениях параметра  

За отчетный период задача (17) рассмотрена в пространстве . Основной результат подраздела содержится в следующих теоремах.



Теорема 7. Пусть число  иррационально и . Тогда система корневых функций задачи (17) содержит только собственные функции, причем она полна и минимальна  в , но не образует базиса в этом пространстве.







Теорема 8. Пусть число  рационально и . Тогда спектр задачи (17)  распадается на две последовательности:   при этом для каждого   имеется только одна собственная функция, а для каждого    - одна собственная и одна присоединенная функции. Система корневых функций полна и минимальна в  и присоединенные функции можно выбрать так, чтобы вся система  образовывала базис в . 
Отметим, что функционально-дифференциальные уравнения, подобные уравнению (17)  исследовались многими авторами. Алгебраические и аналитические аспекты теории обыкновенных дифференциальных уравнений с инволюцией обсуждались в [4, 5]. Спектральные вопросы, возникающие в связи с дифференциальными операторами с инволюцией, затрагивались для операторов  первого порядка в [6 – 9, 10 – 12]   и для операторов второго порядка в [13 – 18].
Полные доказательства теорем 7 и 8 опубликованы в научном журнале с импакт-фактором (см. Приложение А). В связи с ограниченностью количества страниц промежуточного отчета доказательства сформулированных теорем мы опускаем.
1.2 Разрешимость смешанных задач с инволюцией
Полученные выше результаты позволяют показать существование и единственность решения смешанных задач для некоторых уравнений параболического, гиперболического и эллиптического видов с инволюцией методом разделения переменных. Следующая теорема дает положительность собственных значений краевых задач (3), (16).

1.2.1 Разрешимость смешанных задач для возмущенного уравнения теплопроводности с инволюцией



Теорема 9. Если функция   на промежутке , то все собственные значения   каждой из спектральных задач (3) положительны.


Доказательство проводится путем умножения  уравнения (3) на функцию   и интегрированием по частям полученного равенства по промежутку  .    
Установлена абсолютная и равномерная сходимость рядов Фурье по собственным функциям каждой из краевых задач (3), (16). 




Теорема 10.   Если  число   не является четным и коэффициент   уравнения (3), вещественная функция, то для любой дважды дифференцируемой функции, удовлетворяющей условиям ,  ряд Фурье  


                                           (18)


по полной ортонормированной системе  собственных функций каждой из спектральных задач (3), (16)  сходится абсолютно и равномерно.   
Доказательство проводится с использованием представления вида 


 .


Далее коэффициенты    в разложении (18) можно преобразовать, с последующим использованием свойств функции Грина и неравенства Бесселя для ортонормированных систем. 
Сформулируем теорему существования и единственности решения смешанных задач для возмущенного уравнения теплопроводности с инволюцией.

В двумерной области  рассмотрим следующую смешанную задачу для уравнения параболического вида


                  (19)


                           (20)  
    





Уравнение  (19) содержит преобразование инволюции. Параметр  удовлетворяет условию , функция   непрерывна на отрезке  . Обозначим через  систему собственных функций спектральной задачи 


              (21)

Теорема 11. Пусть выполнены следующие условия:

1) вещественная непрерывная функция   неотрицательна; 


2)  число   не является четным, .


Тогда для любой дважды дифференцируемой функции , удовлетворяющей условиям , решение смешанной задачи (19), (20) существует, единственно и представимо в виде ряда 


.                                                           (22)

Доказательство. Для доказательства теоремы достаточно показать равномерную сходимость ряда (22) и рядов



,                                                 (23)


.                                                       (24)








По теореме 9 все числа  положительны. Поэтому   для любого  и .  По теореме 10 ряд   сходится равномерно.  Значит ряд (22) абсолютно и равномерно сходится.    Далее, из , начиная с некоторого , следует равномерная сходимость ряда (23).  Ряд (24) преобразуем следующим образом 


        (25)



Ряды в правой части (25) сходятся абсолютно и равномерно при .  Ряд в левой части (25) также  сходится абсолютно и равномерно при .  Отсюда следует абсолютная и равномерная сходимость ряда  


  (26)


Ряд (26) умножим на число  и прибавим к ряду (25).  Полученный ряд  






также сходится абсолютно и равномерно при . Таким образом, ряды (22), (23), (24) сходятся абсолютно и равномерно при . Доказанное означает, что  функция (22) удовлетворяет уравнению (19) и   условиям (20). 



Докажем единственность решения. Пусть существуют два решения    и    смешанной задачи  (19) и (20). Тогда функция     удовлетворяет уравнению (19) и начальному условию 






Умножив обе части уравнения (19) на функцию  , проинтегрируем  по переменной  








Полученное равенство проинтегрируем по переменной  . Тогда получим 










Применяя неравенство     и пользуясь не отрицательностью  функции    и соотношением ,   мы получим неравенство 


, 


из которого следует . Теорема 11 доказана. 

1.2.2 Существование и единственность решения смешанных задач для возмущенного волнового  уравнения с инволюцией

Теорему 11 можно перенести на случай уравнений гиперболического и эллиптического видов с инволюцией. Рассмотрим случай уравнения гиперболического вида с инволюцией. В двумерной области  рассмотрим  смешанную задачу для уравнения гиперболического вида


                           (27)


.                      (28)

Методом разделения переменных получаем следующие две задачи: задачу (21) и



                                                                   (29)


.                                                          (30)
 


Обозначим через   систему собственных функций спектральной задачи (21), соответствующих собственным значениям  .

Решение уравнения (29) имеет вид . Решение смешанной задачи (27), (28) ищем в виде ряда  


                           (31)

Результаты, изложенные в подразделе 1,  служат обоснованием для применения метода Фурье для этой смешанной задачи.
Справедлива следующая 
Теорема 12. Пусть выполнены следующие условия:

1) вещественная непрерывная функция   неотрицательна; 


2)  число   не является четным, ,



3) начальные функции  дважды непрерывно дифференцируемы и удовлетворяют условиям , . Тогда  решение смешанной задачи (27), (28) существует, единственно и представимо в виде ряда (31).


Для доказательства теоремы достаточно показать равномерную сходимость на отрезке  при  ряда (31) и следующих четырех рядов:


; 


; 


; 


.
 
Несложно заметить, что равномерная сходимость выписанных рядов будет следовать из равномерной сходимости рядов


.
На доказательстве равномерной сходимости этих рядов мы не будем останавливаться, так как оно проводится по аналогии доказательств предыдущих утверждений.
Аналогичным образом можно сформулировать и доказать теорему существования и единственности смешанных задач для уравнения эллиптического вида с инволюцией. В этом случае нами решена более общая задача. 

1.2.3 Разрешимость некоторых задач для возмущенного уравнения Пуассона с инволюцией 







Пусть  – единичный шар , а  – единичная сфера,  – действительная ортогональная матрица . Предположим также, что существует такое натуральное  что . 








Заметим, что если , или , то для любого  имеют место включения , или . Это так, поскольку преобразование пространства  с матрицей  сохраняет норму . 
Приведем простейшие примеры таких отображений.






Пример 1. Любой точке  поставим в соответствие точку . В этом случае . Ясно, что  и кроме того , а значит .



Пример 2. Очевидно, что преобразование, осуществляемое матрицей  может быть и вращением в пространстве , например, если , где

,








 ‑ единичная матрица  и . Это так поскольку  и , а значит . Кроме того необходимо положить , где . 





Пусть  ‑ некоторые действительные числа,  и  функции, заданные на  и , соответственно. Введем оператор 

.

Рассмотрим в области  следующие краевые задачи.

Задача Дирихле. Найти функцию , удовлетворяющую условиям

,                                                             (32)

.                                                            (33)

Задача Неймана. Найти функцию , удовлетворяющую уравнению (32) и условию

.                                                            (34)


где  ‑ вектор внешней нормали к сфере .

Задача Робена. Найти функцию , удовлетворяющую уравнению (32) и следкющему условию

.                                               (35)

где  - действительное число.



В случае  мы получаем классические задачи Дирихле, Неймана и Робена для обычного уравнения Пуассона. Отметим, что в работе [27] для классического уравнения Лапласа в случае  изучены нелокальные краевые задачи с отображением  из примера 2. 


Теорема 13. Пусть при всех  справедливы неравенства  и решение задач Дирихле, Неймана и Робена существуют. Тогда 
1) решение задачи Дирихле (32), (33) единственно;
2) решение задачи Неймана (32), (34) единственно с точностью до постоянного слагаемого;

3) если , то решение задачи Робена (32), (35) единственно.




Лемма 3. Пусть  при  тогда матрица  имеет структуру матрицы 

,
где

                                                            (36)





при .  Кроме того, при  имеет место равенство , где  и .
Справедливо следующее утверждение относительно задачи (32), (33). 






Теорема 14. Пусть числа  такие, что  при , где  ‑ корни степени  из единицы и . Тогда решение задачи (32), (33) существует, единственно и представляется в виде


,
где 

,



а  при  находится из (36) .

Исследуем необходимые и достаточные условия разрешимости задачи Неймана (32), (34). Пусть [image: ] ‑ функция Грина классической задачи Неймана. Отметим, что явный вид функции Грина [image: ]для шара   в случаях [image: ] приведены в учебниках по уравнениям в частных производных (см. например [28,29]), а в случае размерности  [image: ] построены в работах [30, 31]. 
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 15. Пусть [image: ] . Тогда для разрешимости задачи (32), (34) необходимо и достаточно выполнения условия 

.
Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до постоянного слагаемого и представляется в виде

,

где коэффициенты  находится из  (36) и 

.



Теперь приведем основное утверждение относительно задачи (32), (35). Пусть  ‑ функция Грина классической задачи Робена. Отметим, что явный вид функции Грина   построен в работах [32, 33]. 
Справедливо следующее утверждение.







Теорема 16. Пусть  и числа  такие, что  при , где  ‑ корни степени  из единицы и . Тогда решение задачи (32), (35) существует, единственно и представляется в виде


,
где 


, ,


а коэффициенты  находятся из (36). 

1.2.4 Разрешимость обратной задачи для параболического уравнения дробного порядка с инволюцией 
В настоящем подразделе рассматривается проблема моделирования процесса термодиффузии в замкнутой металлической проволоке, намотанной на тонкий лист изоляционного материала. 
Рассмотрим уравнение


                        (37)






в области . Здесь  влияние внешнего источника, который не меняется со временем; является начальной точкой времени, а  является конечной. Производная  определена как






и называется производной порядка  в смысле Капуто, где  дробный интеграл в смысле Римана-Лиувилля 




Производная Капуто позволяет нам рассматривать начальные условия естественным образом.
В качестве дополнительной информации мы берем значения одного начального и одного конечного условия температуры


                        (38)

Поскольку провод замкнут, естественно предположить, что температура на концах провода всегда одинакова


                                  (39)


Рассмотрим процесс, в котором температура на одном конце в каждый момент времени  пропорциональна (дробной) скорости изменения среднего значения температуры по всему проводу. Затем,


                            (40)


Здесь  коэффициент пропорциональности.


Таким образом, мы приходим к следующей математической обратной задаче: Найти правую часть  уравнения субдиффузии (37) и его решение  с учетом начальных и конечных условий (38), граничного условия (39) и условия (40).

Отметим, что данная задача в случае, когда  рассмотрена в подразделе 1.2 отчета..
Условие (40) является нелокальной. Используя методику работы А.А. Самарского, мы преобразуем это условие. Учитывая уравнение (37) из (40), получим




Следовательно




Введем обозначения




Тогда в терминах новой функции мы получим следующую обратную задачу:



В области  найти пару функций  и  удовлетворяющих уравнению


                        (41)

начальному условию 


                          (42)

конечному условию




и граничным условиям


                    (43)






Здесь  и  заданные достаточно гладкие функции;  ненулевое действительное число такое, что  и 



Приведем определение решения рассматриваемой задачи. Под регулярным решением обратной задачи (41)-(43) мы понимаем пару функций  класса   которые обращают уравнение (41) и условия (42)-(43) в тождество. 



Под обобщенным решением обратной задачи (41)-(43) мы понимаем пару функций  класса , которые удовлетворяют уравнению. (41) и условиям (42)-(43) почти всюду.

Использование метода Фурье для решения задачи (41)-(43) приводит к спектральной задаче для оператора  задаваемой дифференциальным выражением


                    (44)

и граничными условиями


                                  (44)


где  - спектральный параметр. 
 Следовательно, задачи (41)-(43) и (37)-(40) также совпадают. Таким образом, в дальнейшем мы будем рассматривать задачу (37)-(39) с граничным условием


                            (45)

Другими словами, в дальнейшем мы рассмотрим обратную задачу (37)-(39), (45).
Теперь мы приведем теорему о существования и единственности решения нашей обратной задачи.



Теорема 17. Пусть  и  такое, чтобы условие (43) выполнялось для всех значений индексов .
(A) 


Пусть  и удовлетворяют граничным условиям (44). Тогда для вещественного числа  такого, что  обратная задача (37)-(39), (45) имеет единственное обобщенное решение, устойчивое по норме:






где постоянная  не зависит от .
(B) 




Пусть  и функция  и  удовлетворяют граничным условиям (44), тогда для вещественного числа  такого, что  обратная задача (37)-(39), (45) имеет единственное регулярное решение.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В отчете изложены результаты исследований базисных свойств собственных функций дифференциальных операторов второго порядка с инволюцией. Получены следующие результаты:
- построены функции Грина полуограниченных одномерных дифференциальных операторов второго порядка с инволюцией с краевыми условиями типа Дирихле, Неймана, периодического и антипериодического типов;
- доказаны теоремы о базисности собственных функций и равносходимости разложений по собственным функциям одномерных дифференциальных операторов второго порядка с инволюцией с краевыми условиями общего вида;
- доказаны теоремы о базисности собственных функций и равносходимости разложений по собственным функциям одномерных дифференциальных операторов второго порядка с инволюцией с конкретными краевыми условиями; 


- построен пример одномерного дифференциального оператора второго порядка с инволюцией с бесконечным числом присоединенных функций. Доказана базисность корневых функций в пространстве  . 
- доказаны теоремы о существовании и единственности решения смешанных задач для уравнений параболического, гиперболического и  эллиптического видов с инволюцией;
Полученные результаты служат обоснованием для применения метода Фурье к начально – краевым задачам в случае уравнений в частных производных с инволюцией. В случае оператора двукратного дифференцирования с инволюцией решена одна из важных задач -  задача построения функции Грина некоторых краевых задач. Из явного вида функции Грина видно ее существенное отличие от случая обыкновенного дифференциального оператора. Построенные функции Грина использованы при доказательстве теорем о равносходимости разложений по собственным функциям одномерных дифференциальных операторов второго порядка с инволюцией.  
Полученные результаты позволяют говорить о создании теории базисности корневых векторов дифференциальных операторов с инволюцией. Результаты могут найти применение в теории разрешимости дифференциальных уравнений в частных производных с инволюцией, при решении обратных задач и др.
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Honoanurensnoe cornamenne Ne 7
K 10roBopy Ha rpaHToBOe GHHAHCHPOBAHHE
Ne 164 o1 «15» mapra 2018 ropa

: . Hyp-Cyaran oT «ﬁ» Z& 2019 r.

Tocymapersentoe yupencenue «Komuter Haykn MHuuuCTEpCTBA 06pasoBaHus M Hayki
Pecnybnuxn  Kasaxcramy, HMeHyemoe B nanbHeHileM 3akasuuk, B mue Ipencemarens
Abynxacosoki A.C., aeHCTBYIOEro Ha  OCHOBAHHH Ionoxenus o Komurere Hayku,
- YTBEPXKUCHHOIO HPHKA30M OTBETCTBEHHONO cekperapsi 10 mrons 2018 Ne 169-K, u mpuxasa
- Munuctpa obpasoparus 1 nayku Pecny6nuku Kasaxcran ot 22 mas 2019 roma Ne 52-xK, ¢ opHO#
TOPOHEL, M PecrryGiukanckoe rocyapeTsensoe npeanpusTie Ha NpaBe XO3THCTBEHHOrO BENEHHS
«IOxHO-Kasaxcranckuit FOCYNApCTBEHHBIH yuuBepeuter uM. M. Ayszosay Murucrepersa
:06pasoBarus 1 Hayky Pecry6nniu Kasaxcran, HMEHYeMbIH B anbHelmeM VcnonHutens, B aune
TpopexTopa 0o Hayunol paGore u wuHOBaumam Caraesa M.U., ACHCTBYIOMEro Ha 0CHOBAHHH
npukasa ot 03 mions 2918 rona Ne 202-1k, ¢ AIPYrOH CTOPOHbI, HA OCHOBAHHH IMYHKTA 2) CTATHH
< -386, 401 Tpaxmarckoro koackca PecnyGnukn  Kasaxcran, nocranosnes Mpasutenscrsa

PecnyGnnxu Kasaxeran ot 25 mas 2011 roma Ne 575 «O6 yrBepxkaenun ITpasun Gasosoro,
[PaHTOBOrO, [POrPAMMHO-LE/ICBOro (PUHAHCHPOBAHMS HAYYHOH M (Wimh) HAYYHO-TeXHHYECKO#
ACATEIBHOCTI, noctanoBnenus [pasurentcrsa Pecny6nuxn Kasaxcran ot 16 mas 2011 roma Ne
519 «O namuoHAIBHEX HAYYHEIX coBeTaxy, nyhkra 9 seinucku Ne 2 u3 npotokona’sacenanus No 6
HauponanpHoro  mayusoro  cosera 1o Hanpasnennio  Haykn  «MH]opMaunonmble,
. TEMEKOMMYHHKALHOHHBIC H KOCMHYECKHE TEXHONOTHH, HAy4HblE HCCJIEAOBAHHA B - 061acTH
€CTECTBEHHBIX HAYK» 0T 23 mas 2019 roaa, npukasa Munncrpa ¢punancos PecriyGuxu Kasaxcran
«O6 yTBepXKICHUN Tpasu nenomienns G101KeTa 1 €ro KACCOBOro obenysupanysy ot 04 nexabps
2014 roma Ne 540, saxmounni nactosuee Jlononnutensoe cornaimenue k Jloroeopy Ne164 or
ol 15» mapra 2018 roa (nanec - Horosop) o uuxecnenyiomen:
1Ipuioxenne 1.1-1.18 Jloronopa u3n0XHTE B HOBOM PEAaKUMH B COOTBETCTBHH ¢
TIPHIIOXKEHHE M K HilC'lO)lIlleM_V HMOIOJIHHA T€JIbHOMY COTJIAILICHHIO.
ML T ) Cpok AeHCTBIA HACTOSILIEro JIOMIOJIHUTENLHOTO cortateus 10 31 nexabps 2020 roa.
; " 3.JIonioNHATEIBHOE COrMALIEHKE SABIACTCS HEOTHEMICMOF vacteio Jlorosopa,
4.Yenosus [loioBOpa, He 3aTpOHYThle HACTOSLLMM JlononuutenbHeIM  cornamenuem,
© . OCTHIOTCS B HCHIMEHIOM B, :
PE 1 3. lonoHUTEILHOE COrNIALICHHE COCTABNEHO B ABYX SK3EMILLLPAX, 10 OXHOMY 9K3eMILIApY
; R l_x.m Ka)l(llk)ﬁ H3 CTOPOH, HMEIOLIHX OJIHHAKOBYH) IOPHJH‘WCK}’IU Ccuity.

4 LOpuanscerie apeea cropon

: ; fusss 3 Henonsurehss TBEHIO0
> 3aKazunic - n PecryBanKkanckoe rocyiaper
BB o a i nerepeTna \mp‘.uumlliml 2 oOro Bene
b ecibis | TY «Komurer nuyku ’\Q”“ :c'x:xlr;> NpeAnpHsTHE HA 1paBe XOSHCTUCH o
: u Hayky PecnyGuukn Kasa «lOxHo-Kasaxcranckuit rocyﬂaP:ATB“ el
(‘)“10000, ™ lrlyp-&yilff"vs YHHBEPCHTET UM. M. Ays30Ba» Hllzncaxgr
] npocnext Mowrinik Ex, oBpasopanys 1 Hayku PecryGamki ,aBSv
i ~* BUH 06! 140 007 608 160012, . Lbmvkent, np.-Tayke xana,

: BUKKK MFKZ2A  — BIH 990 240 005 557
feoo el MK KZ920701 01KS NOOO 0000 b SRR

Mununcerepersa

A. AlyakacoBa
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B e S N

[Tpunoxenns 1.1-1.
i Jlorosopy Nel64 ot «15» mapra 2018
Ha IPaHTOBOE (PMHAHCHPOBAH

TEXHUYECKASL CIELHOUKALS 1
KAJEHJIAPHBIA TIJIAH PABOT

[To porosopy Nel64 ot «15» mapra 2018 roaa

LPecnyfimKanckoe rocyaaperBeHHoe NPEPHSITHE HA NIPABe X03sicTBEenoro
seaennsi<lOzno-Kasaxeranenii rocyaapersenubiii yuusepeurer um. M. Ayssosa»
Muumereperso ofpasosanust o nayu PeenyGanen Kasaxeran

x 1.1 Tlo upuopurery: Wu)OpMaLHOHHbIE, TeJEKOMMYHUKALHOHHBIE M KOCMHUECK
T TEXHOJIOIHH, HAYYHDIE HCCIICAOBAHIS B 001ACTH €CTECTBEHHBIX HAYK.
1.2 Mo noanpuopurery: Haydnbie ueenenoBansst B o61acTH  €CTECTBEHHLIX  Ha!
QyuuamMenTaiLible W NPUIIALHBIC HCCIeN0BalKS B 00JIACTH MATEMATHKH.
1.3 Tlo reme npoexra: AP0S131225 «Basucunie  cBoHCTBA: LOUL’[BLHMM\ BEKTOp
OAHOMEPHBIX TU(D(EPEUIAILILIX ONEPATOPOB ¢ HHBOIIONHEHR».
LA Ot eysvia npoera 24 000000 (usajinarh gerbipe MHIHOHR) TEHTC, B 11
Yyeste ¢ pasGyBKOIT 10 rojlam. JUIst BRITOIHEHHst pafoT COrTaCHO IYHKTY 3:
- na 2018 ro - B eyavnie 8 000000 (Bocers MHAIIHOIIOB) TEHTE;
- 1a 2019 rost- 1 cymme 8 000000 (Bocemb MIIIHOHOB) TEHIE;
-1a 2020 roa - B cymme 8 000000 (Bocems, MHIMOHOB) TEHTE,

2. NapARTEPHCTHRA HAYHHO-TEXHIICCROIT IPOAYKIMH 10 KBAJIHGHKRALHOIILIM
HPHBHARAM [ )ROHOMIMCCKHE TT0KA3ATE/IH

2.1 Hunpasaenne paGori: Maremariia. Cricirpaibias Teopus AudQepenuuanni
| OI1epaToOpoB.
s 2.2 O0aacrs npnvencuus: Teopust PyHKHonansHo-AMGQEPEHIHANLEBIX YPABHEHHI
YACTHLIX  HPON3BOAHLIY ¢ HHBOMOUMEH,  MaltcMaTHUeCKHe  MOACHH,  UPHBOMIILHC
JUDOEPEH AL LIHLIM YPUHCIING C HIBOIOIHCH '

2.3 Kove it pesyaniar:

- 3a 2018 rou: Teopema o GasucHoctd coOCTBENbIX (YHKUMH CHEKTPATLHON 3aitas
KpaesLiMit ycropusmun trna Lnpuxie. Byaer onyGnukosana 1 craThi B peueHsnpyem
3apyBexHOM HayHHOM Ky pHAC ¢ HeHyliesbiM uMiakt-(akropom «ilomaty. Byner ony0:mkom

“1'eratba B kypraie, pekomengosannom KKCOH MOH PK.

- 3a 2019 roa: Teopema o GazucHocTH COOCTBENHBIX (YHKIUMA CIEKTPAILHON 3ajat
KpaeBLIMH  VOaoBHsiMH - Thia  llelimana,  Byner  ony6nukosama 1 craThs B OKypiha
pexomenzosannon KKCOH MOH PK. Byuer onybnnkosana 1 craTbs B JKYPHAE ¢ Heny el
HMAAKT-QAKTOPOM M | CTaTHA 15 PELCHIUPYEMOM 3apyBeikHoM HayuHOM H3LAHHH, HHAEKCHDPYeM
B 6ase gaunpix Thomson Reuters (Web of Science) ¢ nenysiesbiM nMmakT-(hakTopoM.

- 3a 2020 ro, copema 0 GasucHocTi coberBeibIX QYHKUMA CIEKTPAIbHON 3a1atn
MEPHOLUHECKINHI 1 AHTHITCPHOANYCCKUMI KPACBBIMH YCIOBUSIMU. ByyT ory6nukoBanb! 2 ¢rai
B PELIEH3MPYENLIX HAYUILIX Is/LnniniX, inpiekepyennix B Gase nanupix Thomson Reuters (Web
. : Science) ¢ nenvienbia

- J 2.4 Iererrocniocodniocin: He narenroenocodna
2.5 Huayuno-rexnmuecknit yvpoucis (nosiusua): Brnepspie OyayT HOKa3aHbl TCOPCMbI
GazncHocTH  COBCTBENHLIN  (DYIKITIT CHCKTPAILHBIN 34/(a4 ¢ HHBOLIOLMEHN C KOHKPETHb!
KPaeBLivK yC 1oBHSIMIL [PH 14516 EPEMENHBIX KOAPPHIUHEHTOR.
2.6 VICionb30Balie naysio-rexiniieekoil npoy ki ocyuecTaserces: Menonmurescat.

CE-arTopon
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3. Hanmenonanue paGor, epoxn uy p

2.7 Bua uenonssosanns pesyiiprara Hay!

UHOM M (MIIH) HAYYHO-TeXHHUECKON HESTeNbHOCT

Ulug " Haumenosanue paGor no
p Jorosopy u ochoBHbIe I

CATNBALMT U DE3YALTATLI

CPOK BBITIOJIHEH M1

‘ Osxcunaemnrif pesysprar

| napaGosuveckoro ting ¢
| KpaeBbinit YCHOBHsIMY |
i Auprixac.

| Tlokasatenuerso
“cyll.lcc’n,mumusl petneims
[ emeutan o saanu P
B\)L&M,VUI\,'H]I()I'U ypasuenus |
rH“ep(S\qu'ICCK\H O THIA ¢

: prlee | HaYasI0 OKOINHHI’E[
‘| 3anan 3Tanws ero BBUTONIHEH NS }
us,
arana r - .‘ L _
1 T Basncrie cnonc'maf SluBapn Mo Bynyr nccnenosansr 6asmciinn
COBCTBEHHLIX )y HKuHi | 2018 r. I 15046ps | cpoiicrsa cobersennl
CHCKTPUNLHOR 3oy ¢ 2018 v | pymxumii CIEKTPAIBHOI 3aiat]
KPACBLIMi YCIOBHAMY | | c KP4eBLIMU YCIOBHSIMI
Hupuxie ! | JAupuxse.  Bynmer  pokasan:
Teopema 0 Gasucroct
N | | coGerBentibix Qyuknuit
Tloxasarn, Mapr | Mions Byner rokasan;
MOJIOICHTETLHOCTI, | 2018, | 2018, TIONOKHTENILHOCT,
coberne N sHavenmii | | COBCTBEHHBIX 3HAYEH U]
CHCKTPAILHONH  3a/aum ¢ ‘J CHEKTPAILHON ERMERT ¢
KPACBDINH YCNOBHSIMY THIIA | | KPaeBBIMH  YCIIOBHSIMH T
Mupuxie. " Jnpuxne.  Bynyr nocTpoetin,
Toctpoirts (ynxumn "puua | | | Gyuxuan  Ipuna Kpaesoi
Kpaepolt 3anaun ¢ nynespim | [ 3azaun c HYJIEBBIN
HOTEHLIAIOM ¢ KpaeBbiMy | | MOTEHIHAIIOM ¢ KpacsLIMi
yemosusivit tina Jnpuxie. [ yenosusmu thna Jupuxoe.
Jlokasanennetso reopemii o Bynyr  noxasausl TCOPCMDI ¢
{Gasuenoern  cole ruennnix | Gasucnocty coberBeniny
[NGINTR CHERTPILHON | | yniunit cnextpanbroii s
3a/lavun [ KDACBLIMH | | € KPACBLIMH YCIOBHSMH TiI:
yenosus v tuna linpuse. | Aupuxie.  Byayr  goxasans
| | TEOPEMBI O PABHOCXOMUMOCTH |
‘ 6asucuocry cobeTsenn
| | (ynxumi. Byaer ony6iicona:
I crares B penensupyenon
3apyGexnnom Hay oM wypuiic
| c HEHYIEBbIM HMITaKT
T | darxropom «Filomaty, R
12 | lokasarennerno Hions "o Bynyr JoKa3AIL
leylectionanus  peniciing 2018 r. I nosGpst | cymnecrsosanus petneriys
| CMeLA IO sajadn U | 2018 r. | eMetwanol 3a/a4m Ut
[uo:xmyl.u.:unul‘o YPaBHCHMS BO3SMYLUEHHOI'O Ypasreims

I'If!pl\GO,’IH HCCKOro THL 8
KPaeBLIMKH YCIOBHsIn

Jlupuxne.

Bynyr JOKA3AH,
CYLUECTBOBAHMS penieis
CMelantoi sanaun U1

BO3MYILEHHOTO ypasuens
runepbonnueckoro THITA ¢
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Basucnpie CBolicTna | Supapy
CO0CTBEHIbIX Gymxunii ¢ [2019 .,

|
|
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KPaenpiM YCAOBHsIMKY
Heiinm:

Toxasa
[0JIOXKHTE. IBHOCTH '
[ coberneninix SHAUCHMIT
[ CHCRTPUIL 0T gy ¢l
(J KPaCBBIMU YCI10BHsIn I Tiip1y |
|

Heitmana i
Toctpour Gyniiny Mpuya
KPacBoi sauaun ¢ nynenpiy |
TOTCHIHANON ¢ Kpuclpivg
YCRoBHsMI Tuna Heiimana, |
Hoxasar
Gasucnoer COBCTBCHIIX |
Gynkumi CICRTPAILHOG

15CTBO ’IL‘A)[):\HM O

3ajavu C Kpacsnivy |
YCIOBHAME THNIA Hefineu
= [ Queniy HOPM

MPOH3BO A i} coOCTBeNLIX |
GyHictumii. |

|

KpaeBbIMH yenosusimuy

| Jupuxie. Byayr JOKA3aAH B
cyLucc*ruouumm PeLueHms
| CMELaHHOH 3a)aun Jutsi
BO3MYLIEHHOIO YPaBHeHMs
SMUIMNTHYECKOrO  Typg &
KpaeBbIME ; YCITOBUSIMH

Muprxne. Bynyr  noxasain,
| Teopemb o exmicTBeHoCT, |
Byrer  noxasana Teopema o |
Paspetmmocti evewsanor |

3aiavu s YpaBHeHus i

napabonunyeckoro Ty, Bynyr
ZloKazab TeopeML| of
paspeummoctn CMeIaHHbIX
anau g ypasnennii
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