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РЕФЕРАТ

Есеп беру 52 б., әдебиет 18 атау, 2 қосымша.

ПОЛИГАРМОНИЯЛЫҚ ТЕҢДЕУ, ДИРИХЛЕ ЕСЕБІ, НЕЙМАН ЕСЕБІ, РОБЕН ЕСЕБІ, БІРЕГЕЙЛІК, БЕЙЛОКАЛ ТЕҢДЕУ, ИНТЕГРАЛДЫҚ КЕЙІПТЕМЕСІ, ШЕТТІК ЕСЕП, РИМАН-ЛИУВИЛЛ ОПЕРАТОРЫ , АДАМАР ОПЕРАТОРЫ, ШЕШІМНІҢ БАР БОЛУЫ, ПУАССОН ТЕҢДЕУІ, ГРИН ФУНКЦИЯСЫ

Зерттеу нысаны эллипстік теңдеулер үшін классикалық және классикалық емес шеттік есептер, бөлшек ретті интегро-дифференциалдық операторлар болып табылады.

Жұмыстың мақсаты – эллипстік шеттік есептерді шешуші операторларды құру әдістерін жасау және эллипстік теңдеулер және олардың бейлокал аналогтары үшін қисынды қойылған шеттік есептердің жаңа класстарының шешілімділігін зерттеу болып табылады.

Зерттеу әдістері. Жоба есептерін шығару кезінде шеттік есептер теориясының классикалық әдістері, операторлық әдістер, сондай-ақ арнайы таңдалатын модификацияланған әдістері қолданылды. 

Осы жұмыста келесі жаңа ғылыми нәтижелер алынды:

Пуассон теңдеуі үшін Нейман және Робен есептерінің Грин функциясын құру әдістері жасалынды, жәнеде полигармониялық теңдеулер үшін Нейман және Робен есептерінің аналогтары үшін Грин функциясының интегралдық кейіптемесі алынды. 

Лаплас және бигармониялық теңдеулер үшін қисынды қойылған шеттік есептер қарастырылды. Қарастырылған есептер Бицадзе – Самарский түріндегі есептерге жатады және классикалық Дирихле, Нейман және Робен есептерінің жалпыламасы болып табылады. Қарастырылатын есептердің шешімі бар және жалғыз болуы туралы теоремалар дәлелденді. 
Лаплас , бигармониялық және полигармониялық теңдеулері үшін Дирихле, Нейман және Робен есептерінің бөлшек ретті аналогтары зерттелінді. Қарастырылған есептердің шешілімдік шарттары шекаралық операторлардың реттеріне тәуелді түрде айқындалды.

Екінші ретті эллипстік теңдеулер және олардың бейлокал аналогтары үшін көлбну туындылы периодты шарттармен берілген шеттік есептер зерттелінді. Қарастырылатын есептердің шешілімділік шарттары анықталды. 
Жобада қойылған мәселелердің орындалу деңгейі. Жобаның күнтізбелік жоспарында қарастырылған мәселелердің барлығы орындалды, алға қойылған мақсаттарға қол жеткізілді.
РЕФЕРАТ

Отчет 52 с., 18 источников, 2 приложение.

ПОЛИГАРМОНИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ, ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ, ЗАДАЧА НЕЙМАНА, ЗАДАЧА РОБЕНА, ЕДИНСТВЕННОСТЬ, НеЛОКАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ, ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ, КРАЕВАЯ ЗАДАЧА, ОПЕРАТОР РИМАНА-ЛИУВИЛЛЯ, ОПЕРАТОР АДАМАРА, СУЩЕСТВОВАНИЕ,. РАЗРЕШИМОСТЬ, УРАВНЕНИЕ ПУАССОНА, ФУНКЦИЯ ГРИНА 

Объектом исследования являются классические и неклассические краевые задачи  для эллиптических уравнений, интегро-дифференциальные операторы дробного порядка. 

Целью работы является разработка методов построения разрещающих операторов эллиптических краевых задач и исследования разрешимости новых корректных классов краевых задач для эллиптических уравнений и их нелокальных аналогов.

Методы исследований. При решении задач проекта используются классические методы теории краевых задач, операторные методы и их модификации, специально подбираемые для решения задач. 

В работе получены следующие новые научные результаты:

Разработаны методы построения функции Грина задач Неймана и Робена для уравнения Пуассона, а также построены интегральые представления функции Грина аналогов задачи Неймана и Робена для полигармонического уравнения. 

Исследованы новые корректные краевые задачи для уравнения Лапласа и бигармонического уравнения. Рассматриваемые задачи относятся к задачам типа Бицадзе – Самарского и обобщают классические задачи Дирихле, Неймана и Робена. Доказаны теоремы о существования и единственности решения исследуемых задач. 
Изучены дробные аналоги краевых задач Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Лапласа, для нелокальных аналогов бигармонического и полигармонического уравнения. Найдены точные условия разрешимости рассматриваемых задач в зависимости от порядка граничных операторов.

Для эллиптических уравнений второго порядка и их нелокальных аналогов исследованы краевые задачи с наклонной производной с периодическими условиями. 
Степень выполнения поставленных в проекте задач. Все предусмотренные в календарном плане по проекту задачи выполнены, все намеченные цели достигнуты.
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ВВЕДЕНИЕ

Содержание отчета. В этом заключительном отчете (трех лет проекта) проекта изложены результаты исследований по построению функции Грина классических краевых задач Неймана и Робена для уравнения Пуассона, бигармонического и полигармонического уравнения. А также исследований вопросов разрешимости краевых задач с граничными операторами дробного порядка для уравнений Лапласа, для нелокальных аналогов эллиптических уравнений. Кроме того, приведены результаты относительно новых корректных краевых задач для эллиптических уравнений с вырождающимися операторами в граничных условиях. Исследованы также основные краевые задачи для дробных аналогов уравнения Лапласа в цилиндрических областях. 

Значимость проекта состоит в том, что исследуемые объекты – построение разрешающих операторов (функции Грина) краевых задач для уравнений эллиптического типа и исследования неклассических краевых являются новыми и корректно поставленными. При разработке методов решения краевых задач с граничными операторами дробного порядка, а также вырождающихся краевых задач периодическими условиями и основных краевых задачи для дробных аналогов эллиптических уравнений в многомерном случае будут найдены новые свойства решений эллиптических уравнений, в частности гармонических, бигармонических и полигармонических функций. Рассматриваемые задачи в основном не исследованы или исследованы для частных случаев. Поэтому полученные результаты будут понятны научным работникам всего мира, и могут быть ими использованы для дальнейшего исследования. Это позволяет говорить о международном масштабе значимости проекта.

Принципиальное отличие идей Проекта от существующих аналогов заключается в том, что ранее исследования по построению явного вида функции Грина проводились для операторов второго порядка (или высокого порядка) в двухмерных и трехмерных случаях, а исследования вопросов разрешимости краевых задач для частных случаев операторов дробного порядка. В настоящем проекте планируются рассматривать многомерные случаи областей, а также общие операторы, которые будут обобщать ранее рассмотренные задачи для более общего случая, обеспечать выяснения новых свойств решений и иследования новых классов корректных задач.
Научные методы, используемые в проекте. При решении задач проекта используются, как классические методы теории эллиптических уравнений, так и их модификации, специально подбираемые для решения задач. Построение функции Грина Неймана и Робена сводятся к построению обратного оператора, представляемой в интегральном виде. При этом широко используется явный вид функции Грина задачи Дирихле для полигармонического уравнения. В дальнейшем полученный интегральный вид приводится к представлению в терминах элементарных функций с помощью вычисления специальных интегралов. При исследовании новых классов корректных краевых задач для эллиптических уравнений и их нелокальных аналогов используются методы решений классических задач, а также известные утверждения теории фредгольмовых интегральных уравнений.

Основная идея проекта состоит в построении в явном виде функций Грина классических краевых задач Неймана и Робена для многомерного уравнения Пуассона и полигармонического уравнения. В отличие от хорошо известной функции Грина задачи Дирихле, функция Грина задачи Неймана и Робена построена в явном виде только для единичных шаров на плоскости и в трехмерном пространстве. А для полигармонического уравнения только в двухмерном случае. И эти задачи в общем случае для многомерного шара является открытой проблемой. Новые корректные краевые задачи с граничными операторами дробного порядка являются обобщениями классических задач Дирихле и Неймана. А краевые задачи с наклонной производной с периодическими условиями являются обобщениями классических периодических задач на круговые и симметричные области общего вида. Исследуя эти задачи, мы получаем новые свойства решений эллиптических уравнений второго и высоких порядков.

Целью проекта является построение в явном виде функций Грина краевых задач Неймана и Робена для полигармонического уравнения в единичном шаре. А также исследования вопросов разрешимости неклассических краевых задач для эллиптических уравнения и их нелокальных аналогов и для дробных аналогов эллиптических уравнений в многомерной цилиндрической области. 

Задачами проекта за весь период (на три года) его выполнения выбраны следующие:

Построение явного вида функции Грина краевых задач Неймана и Робена 
для многомерного уравнения Пуассона в единичном шаре. Представление будет получено в интегральном виде на основе построенных обратных операторов этих задач. 

Исследования вопросов разрешимости аналогов краевых задач Неймана, 
Робена и их дробных аналогов для бигармонического уравнения. Нахождения необходимых и достаточных условий разрешимости этих краевых задач. 

Построение явного вида функции Грина аналогов краевых задач Неймана и 
Робена для бигармонического уравнения. Представление будет получено на основе 

сведения исследуемых задач к эквивалентной задаче Дирихле и с использованием свойств функции Грина задачи Дирихле. 

Построение явного вида функций Грина аналога краевой задачи Неймана и Робена 
для полигармонического уравнения в шаре. Представление будет получено в интегральном виде на основе свойств функции Грина задачи Дирихле для полигармонического уравнения.

Исследования неклассических краевых задач для нелокального 
полигармонического уравнения с граничными операторами дробного порядка, в частности изучение дробных аналогов задачи Неймана. 


Исследование вырождающихся краевых задач с периодическими условиями для 
уравнения Пуассона в круговых областях (шар и эллипс). Задача будет решена сведением их к вспомогательным задачам Дирихле и Неймана для уравнения Пуассона.

Исследование вырождающихся краевых задач с периодическими условиями для 
общих эллиптических уравнений второго порядка. В граничных условиях будут участвовать операторы с наклонной производной. Задача будет решена сведением их к вспомогательным задачам Дирихле и Неймана для эллиптических уравнений второго порядка.

Исследования задачи Дирихле и Пуанкаре для дробных аналогов эллиптических 
уравнений второго порядка в многомерной цилиндрической области. Задача будет решена с помощью представления решения в виде сходящегося ряда по сферическим гармоникам

Степень новизны полученных результатов. Все приведенные в отчете научные результаты являются новыми. 

В заключительном отчете работы были получены и сформулированы следующие новые научные результаты:

Разработаны два метода построения функции Грина задач Неймана и Робена для уравнения Пуассона. Первый метод построения явного вида функции Грина основан в получении интегрального представления этой функции в классе полиномиальных данных. В дальнейшем доказывается теорема о том, что полученный явный вид функции Грина можно использовать и в классе непрерывно дифференцируемых функций.

Второй метод построения интегрального представления функции Грина основывается в построении обратного оператора для задач Неймана и Робена. Сначала задачи Неймана и Робена сводятся к эквивалентной задаче Дирихле с дополнительным условием. Далее, используя явный вид функции Грина задачи Дирихле построены функции Грина задачи Неймана и Робена. Этот метод в дальнейшем используются для построения функции Грина аналогов задачи Неймана и Робена для бигармонического и полигармонического уравнения. При построении функции Грина задачи Робена рассмотрены различные аналоги задачи Робена.

Рассмотрены три вида граничных операторов дробного порядка, а именно производные в смысле Римана-Лиувилля, Капуто и Адамара. Найдены точные условия разрешимости рассматриваемых задач в зависисмости от порядка граничных операторов. Для бигармонического и полигармонического уравнения исследованы краевые задачи с инволюцией. Эти задачи обобщают известные задачи Дирихле и Неймана.

С помощью ортогональных матриц введены к рассмотрению новые классы дифференциальных уравнений в частных производных -- нелокальные аналоги эллиптических уравнений и для них изучены основные краевые задачи, а также краевые задачи с граничными операторами дробного порядка. В частности для нелокального уравнения Пуассона исследованы вопросы разрешимости краевых задач Дирихле, Неймана, Робена. Для нелокальных аналогов бигармонического и полигармонического уравнения исследованы краевые задачи с граничными операторами дробного порядка обобщающие известные задачи Неймана и Робена. Изучены также дробные аналоги задач Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Лапласа. 

Для эллиптических уравнений второго порядка и их нелокальных аналогов исследовались также новые классы корректных краевых задач с наклонной производной. Граничные условия задаются в виде периодических условий. Установлены необходимые и достаточные условия разрешимости рассматриваемых задач.

Для дробных аналогов эллиптических уравнений исследованы краевые задачи Дирихле и Пуанкаре. Задача решена применением метода Фурье.

Степень выполнения поставленных в проекте задач. Все предусмотренные в календарном плане по проекту задачи выполнены, все намеченные цели достигнуты.

Результаты с высоким уровнем. Разработаны новые методы построения функции Грина задачи Неймана и Робена и их аналогов. Установление разрешимости аналогов краевых задач Неймана и Робена для бигармонического и полигармонического уравнения. Исследования краевых задач с граничными операторами дробного порядка, изучение новых классов нелокальных дифференциальных уравнений в частных производных являются серьезным достижением. Эти результаты доложены на международных научных конференциях и опубликованы в рейтинговых журналах с импакт фактором ISI Web of Knowledge и Scopus. 

Использование научных трудов и литературы. В ходе выполнения проекта использованы различные математические источники, как монографии, таки журнальные статьи. Как источники из ближнего, так и из дальнего зарубежья. Использованы также и казахстанские источники. Все необходимые ссылки на использованные источники приведены в тексте отчета. 

Перейдем к основному содержанию отчета. В силу ограниченности страниц отчета мы приводим только некоторые результаты и без доказательств теорем.
ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ ОТЧЕТА О НИР

1 Построения функции Грина задач Неймана и Робена для уравнения Пуассона

В этом разделе дается явное представление функции Грина задач Неймана и Робина для уравнения Пуассона в единичном шаре.

Хорошо известно, что (см. [1]) функция Грина задачи Дирихле для уравнения Пуассона в единичном шаре имеет следующую форму
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Явная форма функции Грина в секторе для бигармонических и тригармонических уравнений приведены в работах [2,3]. Отметим также работы [4,5], которые посвящены построению функции Грина для задачи Дирихле для полигармонического уравнения в единичном шаре. В работе [6] дано представление функции Грина для классической внутренней задач Неймана для уравнения Пуассона в единичном шаре из [image: image7.wmf]n
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 следующую задачу Неймана
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где 
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Нетрудно видеть, что на 
[image: image17.wmf]¶W

 верно равенство 
[image: image18.wmf]()

()

ux

ux

n

¶

=L

¶

. Кроме того, известно, что если функция 
[image: image19.wmf]()

ux

- гармоническая в 
[image: image20.wmf]W

, то функция 
[image: image21.wmf]()

ux

L

тоже гармоническая в 
[image: image22.wmf]W

.

Пусть в задаче Неймана (1.1) сначала функция [image: image23.wmf]()
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и это решение единственно с точностью до произвольной константы. Если [image: image32.wmf]0
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, то решение задачи (1.1) не существует.

Преобразуем решение (1.2) к другому виду.

Теорема 1.1. Пусть аналогично лемме 1.1 [image: image33.wmf]2
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где функция Грина (или функция Неймана) [image: image36.wmf](,)
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Избавимся от условия полиномиальности функции [image: image44.wmf]()
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 в представлении решения (1.3) задачи Неймана (1.1).

Теорема 1.2. Пусть функция 
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где [image: image55.wmf]2
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Теперь рассмотрим третью краевую задачу для уравнения Лапласа
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где 
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где [image: image63.wmf]()
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Как и в случае задачи Неймана избавимся от условия полиномиальности функции [image: image68.wmf]()
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 в задаче (1.6).

Теорема 1.3. Пусть 
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где функция Грина  [image: image72.wmf](,)
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Замечание 1.2. Случай [image: image77.wmf]0
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  не охватывается теоремой 1.3 и поэтому теорема 1.2 дополняет теорему 1.3.

2 О функции Грина аналогов задач Неймана и Робена для полигармонического уравнения

Задача Дирихле для неоднородного полигармонического уравнения
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в области 
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 с регулярной границей 
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 является классической и хорошо исследованной задачей. Ее решение существует, единственно и представляется с помощью функции Грина 

 в виде:
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Здесь и далее 
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В случае, когда 
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 является единичным шаром, явный вид функции Грина задачи Дирихле построены различными способами. Например, в работе [8] показано, что функция 

 имеет вид
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где 
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Пусть 
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Свойства и применение операторов типа 
[image: image94.wmf]k
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 в классе гармонических функций были изучены в работе [9]. 

В настоящей работе мы исследуем метод построения функции Грина следующего аналога задачи Робена 
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Решением задачи (2.4) назовем функцию 
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 удовлетворяющую условиям (2.4) в классическом смысле.

Приведем основное утверждение.

Теорема 2.1. Пусть 
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где функция функция Грина 
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Следствие 2.1. Если 
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 , то функция Грина задачи Робена для уравнения Пуассона представляется в виде
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Данная формула другим методом получена в работе [10]. 

Аналогичним образом можно исследовать следующую задачу.
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Приведем основное утверждение относительно задачи (2.5).

Теорема 2.2. Пусть 
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где функция 
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Аналогичным образом можно построить функцию Грина задачи Неймана для полигармонического уравнения: 
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Теорема 2.3. Пусть 
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Тогда решение задачи (2.6) существует и  можно представить в виде
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где функция Грина 
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3 О дробных аналогах задач Дирихле и Неймана для уравнения Лапласа
В этом разделе исследуются вопросы разрешимости дробного аналога задачи  Неймана для уравнения Лапласа. В качестве граничного оператора рассматриваются операторы дробного дифференцирования в смысле Адамара, Римана-Лиувилля и Капуто. Задача решается сведением к интегральному уравнению Фредгольма. Пусть 
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 следующее выражение 
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называется оператором интегрирования порядка 
[image: image119.wmf]a

 в смысле Адамара [11]. В дальнейшем будем считать, что 
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Далее, для любого 
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в качестве оператора дифференцирования дробного порядка мы рассмотрим следующую модификацию оператора Адамара
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В настоящем разделе мы исследуем некоторое обобщение классической задачи Неймана для дробных порядков граничных операторов. 

Пусть 
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Рассмотрим в области 
[image: image126.wmf]W

 следующую задачу
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Решением задачи (3.1) - (3.2) назовем функцию 
[image: image129.wmf](
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, удовлетворяющую уравнению (3.1) и граничному условию (3.2) в классическом смысле. 

Для исследования задачи (3.1) - (3.2) сначала изучим следующую вспомогательную задачу.

Задача А. Найти функцию 
[image: image131.wmf](
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 и удовлетворяющую условиям
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image135.wmf](
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Справедливо утверждение. 

Теорема 3.1. Пусть 
[image: image136.wmf](
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. Тогда для разрешимости задачи А необходимо и достаточно выполнения условия
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Если решение задачи А существует, то оно единственно.

Теперь сформулируем основное утверждение относительно задачи (3.1) - (3.2). 

Теорема 3.2.  Пусть 
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. Тогда для разрешимости задачи (3.1) - (3.2)   необходимо и достаточно  выполнения условия (3.3). 

Если решение задачи существует, то оно единственно  с точностью до постоянного  значения и представляется в виде 
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где 
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)

vx

-решение задачи А. 

Доказательство. Пусть решение задачи (3.1)-( 2.1.2)  существует и обозначается через 
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Таким образом, если 
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. Значит, решение задачи (3.1) - (3.2) представляется в виде (3.4) с точностью до произвольного числа 
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Теорема доказана.

Аналогичные утверждения верны и в случаях, когда 
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Справедливы следующие утверждения.

Теорема 3.3. Пусть в задаче (3.1) - (3.2) 
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Теорема 3.4.  Пусть в задаче (3.1) - (3.2) 
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. Тогда для разрешимости задачи (3.1) - (3.2) необходимо и достаточно выполнения условия (3.3). Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до постоянного значения.

4 Краевые задачи c граничными операторами дробного порядка для нелокального полигармонического уравнения 
В этом разделе мы исследуем некоторые краевые задачи с граничными операторами дробного порядка для нелокального полигармонического уравнения.

Отображение 
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Переходим к постановке рассматриваемых задач. Пусть 
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 следующую краевую задачу 
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где 
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 - оператор дробного дифференцирования в смысле Адамара.

Решением задачи (4.1),(4.2) назовем функцию 
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Лемма 4.1. Оператор 
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Следствие 4.1. Если функция 
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является обратным к 
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Рассмотрим следующую задачу:
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Следующее утверждение относительно задачи (4.3) доказано в работе [12].

Теорема 4.1. Пусть 
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Далее, рассмотрим следующую матрицу 
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Обозначим через 
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где 
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. Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до постоянного слагаемого и принадлежит классу 
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Далее докажем существование и единственность решения задачи (4.1)-(4.2). Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4.3. Пусть 
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Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до постоянного слагаемого;

 3) Если решение задачи существует, то оно принадлежит классу 
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где v(x) является решением задачи (4.3) с функцией 
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Замечание. Если 
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5 О некоторых аналогах периодических задач для уравнения Лапласа с наклонной производной в граничных условиях 

В данном разделе исследуются вопросы разрешимости новых классов нелокальных краевых задач для уравнения Лапласа в шаре. Рассматриваемые задачи являются многомерными аналогами (на случай шара) классических периодических краевых задач в прямоугольных областях. Основные задачи решаются сведением их к последовательному решению задачи Дирихле и задачи с наклонной производной. Доказано, что в случае периодических условий, задача условно разрешима и в этом случае найдено точное условие разрешимости рассматриваемой задачи. Когда граничные условия заданы в виде антипериодических условий, рассматриваемая задача безусловно разрешима. Полученные общие результаты иллюстрируются на конкретных примерах.
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Обозначим 
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Если 
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Так как для всех 
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Введем оператор 
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 следующие задачи.

Задача 5.1. Найти гармоническую функцию 
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Задача 5.2. Найти гармоническую функцию  
[image: image275.wmf](
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Задачу 5.1 будем называть периодической краевой задачей, а задачу  2 антипериодической. Отметим, что задачи 5.1 и 5.2 в случае 
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 изучены в работах [14]-[16]. 
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Поэтому для существования гладкого решения задачи 1 необходимо выполнения условия согласования
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Аналогичные условия требуется для существование гладкого решения задачи 2, а именно 
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Очевидно, что если 
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Справедливо следующее утверждение.

Лемма 5.1. Пусть 
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Следствие 5.1. Если 
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Справедливо следующее утверждение.
Лемма 5.2. Пусть 
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Пусть 
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Пусть
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Тогда равенства (5.11) и (5.12) можно переписать в виде
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Рассмотрим следующую задачу
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Решением задачи (5.13),(5.14) назовем гармоническую функцию 
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 удовлетворяющее условию (5.14) в классическом смысле.

Отметим, что задача (5.13),(5.14) в случае 
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, то результаты полученные в работе [16], без изменения переносятся для общего случая. Приведем основное утверждение относительно задачи (5.13),(5.14).
Теорема 5.1. Пусть 
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Если решение задачи существует, то оно единственно с точностью до постоянного слагаемого и представляется в виде
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где 
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 решение следующей задачи Дирихле 
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Приведем утвержднение относительно единственность решение задачи 5.1. Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5.2. Если 
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 и решение задачи 1 существует, то оно единственно с точностью до постоянного слагаемого.

Аналогично утверждение верно и для задачи 5.2. 

Теорема 5.3. Если 
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Далее, исследуем существования решения задач 5.1 и 5.2. 
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Введем функцию 
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Таким образом, для функции 
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Если 
[image: image354.wmf](

)

(

)

1

0

,

gx

С

l

+

Î¶W

%

 то решение задачи (5.15) существует, единственно и принадлежит классу 
[image: image355.wmf](

)

1

С

l

+

W

 (см. например [17]).

Далее, так как 
[image: image356.wmf]()()()

vxuxwx

=-

, то для любого 
[image: image357.wmf]x

ÎW

 имеет место равенство


[image: image358.wmf]()()()()()()()()

SSS

aaaaaaaa

vxuxwxuxIuxIvxIwxwx

¶¶¶¶¶¶¶¶

=-=+---

¶¶¶¶¶¶¶¶

llllllll

.

Отсюда
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В силу равенства (5.11) получаем 
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Далее, если 
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Обозначим через 
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Пусть 
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Исследуем гладкость функции 
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Используя представление функции 
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Последний интеграл  после замены переменных можно записать в виде 
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С другой стороны, по определению 
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Отсюда, 
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Следовательно, 
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или то же самое
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Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 5.4. Пусть 
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. Тогда для разрешимости задачи 5.1 необходимо и достаточно выполнения условия (5.18). Если решение существует, то оно единственно с точностью до постоянного слагаемого.

Пример 5.1. Пусть в задаче 5.1 
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Аналогично исследуется задача 5.2. Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5.5. Пусть 
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. Тогда решение задачи 5.2 существует и единственно.

Теперь приведем случай, когда условие разрешимости задачи 5.1 можно упростить. Справедливо следующее утверждение.

Теорема 5.6. Пусть выполняются условия теоремы 5.4 и пусть коэффициенты 
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Тогда условие разрешимости задачи 5.1 можно переписать в виде
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Следствие 5.1. Если 
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6 О периодических краевых задачах с наклонной производной для нелокального аналога эллиптического уравнения второго порядка
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Здесь 
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Решением задачи (6.1) - (6.4) назовём функцию 
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 удовлетворяющую условием (6.1) - (6.4) в классическом смысле.

Задача (6.1) - (6.4) является аналогом периодической и антиперидической задачи для уравнения (6.1) для круговых областей. 
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то справедливо равенство
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Далее, если 
[image: image438.wmf]xS

Î

, то 
[image: image439.wmf](

)

,0

xx

=

%

 и соответствующие ей точки 
[image: image440.wmf](

)

121

,,...,,0

n

xxxx

*

-

=

 также принадлежат множеству 
[image: image441.wmf]S

. Поэтому, для того чтобы 
[image: image442.wmf](

)

ux

 принадлежало классу 
[image: image443.wmf](

)

1

m

C

W

 необходимо выполнение условие


[image: image444.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

00

,0,0(1),0(1),0(1),0(1),0,

kkkk

gxuxuxuxuxgxxS

***

éù

=+-=-+-=-Î

ëû

%%%%%%%

. 


Но в силу условия (6.4) имеет место равенство 
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Необходимо также выполнения условий
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В дальнейщем всюду будем считать условия (6.6) – (6.8) выполненными.

Для основной задачи справедливо следующее утверждение.

Теорема 6.1. Пусть 
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 и выполняются условия согласования (6.6) - (6.8). Тогда решение задачи (6.1) - (6.4) существует, единственно и принадлежит классу 
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7 О краевых задачах для дробного аналога эллиптического уравнения

Основной целью данного раздела - изучить следующее дробное эллиптическое уравнение
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где 
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Уравнение (7.1) является обобщением следующих хорошо известных уравнений:
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Следующая дробная задача Дирихле-Лапласа на собственные значения 
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является самосопряженным и положительно определенным в 
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означает полунорму (Aronszajn-Slobodeckij). Пространство 
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Определение 7.1. Обобщенным решением уравнения (7.1) назовем функцию, такую что 
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Теорема 7.1. Пусть 
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функция Килбаса-Сайго [18].

Теорема 7.2. Пусть 
[image: image499.wmf]||

()(),lim()0

sn

y

yHRy

jj

®¥

Î=

. Тогда решение уравнения (7.1), удовлетворяющее условиям 
[image: image500.wmf](0,)(),

n

uyyyR

j

=Î

, 
[image: image501.wmf]lim(,)0,

n

x

uxyyR

®+¥

=Î

, и 
[image: image502.wmf]||

lim(,)0,0

y

uxyx

®¥

=³

 существует, единственно и представляется в виде

[image: image503.wmf](

)

,1/,/

ˆ

(,)()||,(,)

n

iysn

R

uxyeExdxyRR

xab

ababa

jxxx

-+

++

=-Î´

ò


где 
[image: image504.wmf](

)

1

ˆ

()()

2

n

iy

n

R

eydy

x

jxj

p

=

ò

. 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, в заключительном отчете проекта приведены результаты исследований по разработке методов построения функции Грина некоторых краевых задач для полигармонического уравнения, а также по вопросам разрешимости неклассических краевых задач для эллиптических уравнений второго и высоких порядков. Кроме того, приведены исследования по вопросам разрешимости основных краевых задач для нового класса дифференциальных уравнений в частных производных.
Основная идея проекта принадлежит участникам проекта и разрабатывалась в течение последних лет наших исследований. 

В отчете получены следующие новые научные результаты:

Разработаны алгоритмы построения функции Грина краевых задач Неймана и Робена для полигармонического уравнения; 

Проведены исследования по изучению новых классов корректных краевых задач для уравнения Пуассона, бигармонического уравнения а также полигармонического уравнения;

Решены дробные аналоги краевых задач Дирихле, Неймана и Робена для уравнения Лапласа, для нелокальных аналогов бигармонического и полигармонического уравнения.

Изучены вопросы разрешимости периодических краевых задач для уравнений эллиптического типа второго порядка.

Исследованы краевые задачи для дробных аналогов эллиптических уравнений.

Степень выполнения поставленных в проекте задач. Все предусмотренные в календарном плане по проекту задачи выполнены, все намеченные цели достигнуты.

Центральным результатами заключительного отчета проекта являются: разработка методов построения функции Грина краевых задач Неймана, Робена для полигармонического уравнения, исследования вопросов разрешимости новых классов краевых задач для уравнения Пуассона, бигармонического уравнения и полигармонического уравнения и их нелокальных аналогов.

Уровень проведенных исследований соответствует международным стандартам, о чем свидетельствует уровень журналов, в которых опубликованы результаты: всего опубликованы 48 работ, в том числе 25 работ в научных журналах (19 – в зарубежных, 5 – в казахстанских): из них 7 – в научных изданиях, индексируемых Web of Science и входящих в первые три квартиля Q1, Q2 и Q3 (Mediterranean Journal of Mathematics- Q1, Mathematische Nachrichten- Q2, Filomat- Q2 (2 статьи), Turkish journal of mathematics- Q3, Differential Equations- Q3, Mathematica Slovaca- Q3); 5 – в научных изданиях, индексируемых Scopus (Advances in Pure and Applied Mathematics, Ufa mathematical journal, Siberian Advances in Mathematics, Novi Sad Journal of Mathematics, Chelyabinsk Physical and Mathematical Journal); 23 тезисов международных конференций, в том числе 2 тезисов опубликованы в журнале «AIP Conference Proceedings» и 2 тезисов в журнале « Journal of Physics: Conference Series», индексируемом Web of Science и Scopus; уровень конференций, на которых были обсуждены результаты, характер и уровень международного сотрудничества (осуществляется постоянное обсуждение научных результатов с зарубежными коллегами). 
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