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РЕФЕРАТ
Отчет 50 с., 4 рис., 32 источн., 3 прил.

КОНЕЧНОМЕРНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ, МНОГОМЕРНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ, СПЕКТРАЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ, ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ НА ГРАФАХ, РЕГУЛЯРНЫЕ ПО БИРКГОФУ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

Объектом исследования являются: спектральный анализ одномерных и многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. 
Цель работы – исследование спектральных свойств одномерных и многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. 
Метод или методология проведения работы: для исследования спектральных свойств конечномерных возмущении фредгольмовых операторов используются методы теории операторов и теории функций комплексных переменных.
Результаты работы и их новизна: 
-Описание класса операторов, резольвенты которых являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов;
-Описание класса одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения двухточечных краевых задач;
-Описание класса операторов с частными производными, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов;
-Проведение спектрального анализа конечномерных возмущений фредгольмовых операторов;
-Разработка метода спектрального анализа одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов;
-Разработка метода спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов;
-Анализ дифференциальных операторов на стратифицированных множествах;
-Описание дифференциальных операторов на стратифицированных множествах, резольвенты которых являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов;
-Проведение спектрального анализа дифференциальных операторов на стратифицированных множествах, резольвенты которых являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов.
Экономическая эффективность или значимость работы: прикладной характер. 
Область применения: результаты спектрального анализа одномерных и многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов могут быть применены для решения актуальных проблем   прикладной математики, теоретической физики. 
Прогнозные предложения о развитии объекта исследования: применение полученных результатов для решения прикладных задач в области классической механики.

ТҰЖЫРЫМДАМА
Есеп беру жұмысы  50 б., 4 сур., 32 әдеб. көз., 3 қосым.
АҚЫРЛЫ ӨЛШЕМДІ АУЫТҚУЛАР, КӨПӨЛШЕМДІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ОПЕРАТОРЛАР, СПЕКТРЛІК ЫДЫРАУ, ГРАФТАҒЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ОПЕРАТОРЛАР, БИРКГОФ БОЙЫНША РЕГУЛЯРЛЫ ШЕКАРАЛЫҚ ШАРТТАР
Зерттеудің нысаны болып резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын бірөлшемді және көпөлшемді дифференциалдық операторлардың спектрлік талдауы табылады. 
Жұмыстың мақсаты – резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын бірөлшемді және көпөлшемді дифференциалдық операторлардың спектрлік қасиеттерін  зерттеу.
Жұмысты жүргізудің әдістемесі мен әдісі: фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқуларының спектрлік қасиеттерін зерттеу үшін операторларр теориясы мен комплекс айнымылылы фукнциясының әдістері қолданылады. 
Жұмыстың нәтижелері және олардың маңыздылығы: 
- Резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын операторлардың класын сипаттау.
-Резольвенталары екі нүктелік шекаралық есептердің ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын операторлардың класын анықтау:	
-Резольвенталары дербес туындылы операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын операторлардың класын анықтау;
- Фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқуларына спектрлік талдау жасау;	
- Резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын бір өлшемді дифференциалдық операторлардың спектрлік талдау әдістерін әзірлеу;
- Резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын көп өлшемді дифференциалдық операторлардың спектрлік талдау әдістерін әзірлеу;
- Стратифицирленген жиындардағы дифференциалдық операторлардың талдауы;
	- Стратифицирленген жиындардағы резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын операторлардың сипаттау; 
 -Стратифицирленген жиындардағы резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын операторлардың талдауын жасау. 
Жұмыстың экономикалық тиімділігі немесе маңыздылығы: қолданбалы сипат.
Қолдану аймағы: резольвенталары фредгольмдік операторлардың ақырлы өлшемді ауытқулары болып табылатын бірөлшемді және көпөлшемді дифференциалдық операторлардың спектрлік талдауының нәтижелері теориялық физика, қолданбалы математиканың өзекті мәселелерін шешу үшін қолданылуы мүмкін.
Зерттеу нысанының дамуы туралы болжам ұсыныстар: классикалық механика аймағында қолданбалы есептерді шешу үшін алынған нәтижелерді қолдану.
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ВВЕДЕНИЕ
Пусть в Гильбертовом пространстве  заданы два обратимых оператора  и , для разности обратных операторов которых справедливо равенство 
        					    	         (1)
где  конечномерный оператор.
Тогда оператор назовем конечномерным возмущением оператора .
Известно, что в случае линейного дифференциального выражения на конечном отрезке  любой обратимый оператор в  порождаемый этим дифференциальным выражением, является конечномерным возмущением оператора соответствующим задаче Коши с нулевыми данными. Для уравнений с частными производными подобный эффект встречается реже. К примеру, оператор Лапласа с нулевыми условиями Дирихле в единичном шаре обратим. Спрашивается, есть ли другие обратимые оператор, порождаемые лапласианом, которые являются конечномерными возмущениями оператора Лапласа с условиями Дирихле?
Оказывается, что для этого надо рассматривать краевые задачи для оператора Лапласа в проколотом шаре. При этом, правда, надо расширить область определения оператора Лапласа и регуляризовать функции из области определения прежде чем применять оператор Лапласа. 
	В предлагаемом отчете систематически исследуются вопросы полного описания обратимых сужений, порождаемые дифференциальными уравнениями эллиптического типа второго порядка с постоянными, а так же с переменными коэффициентами в ограниченных областях с гладкой границей. При этом важное требование – обратимое сужение должно быть конечномерным возмущением соответствующего эллиптического оператора с нулевыми условиями Дирихле. 
Еще одно важное уточнение, вытекающее из соотношения (1). В этом случае, оказывается справедлив аналог второго тождества Гильберта для резольвент. В частности, из (1) следует операторное равенство 
                   	        (2)
При любом , где  и  - резольвентные множества соответствующих операторов.
Отметим, что тождество (2) верно, хотя  может не совпадать с . Из тождества (2) следует, что разность резольвент  представляет конечномерный оператор. Следовательно, следуя М.Г. Крейну можно ввести понятие определителя возмущения . Известно, что  представляет мероморфную функцию, если  – оператор с дискретным спектром. Детально исследуя нули и полюса определителя возмущения  удается получить теоремы о локализации спектра оператора .
Конечномерный оператор  позволяет исследовать базисные свойства корневых элементов оператора , если оператор  предполагать самосопряженным. 
В ходе реализации данного проекта под руководством руководителя проекта проф. Кангужина Б.Е. выполнены одна докторская диссертация (Конуркулжаева М.Н.) и несколько магистрских работ (Кошкарбаев Н., Кайырбек Ж., Аузерхан Г., Бейсенбай А., Нурметова А.).
Представленный заключительный отчет за 2018-2020 годы составлен на основе важнейших результатов из промежуточных отчетов «Конечномерные возмущения фредгольмовых операторов и их спектральный анализ»:
за 2018 год (Инвентарный № 0218РК00833),
за 2019 год (Инвентарный № 0219РК00407), 
и включает в себя результаты исполнителей по проекту за 2020 год.



ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ ОТЧЕТА О НИР
1 Описание классов операторов резольвенты которых являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов 
Часто линейные дифференциальные операторы на конечном отрезке удобно интерпретировать как конечномерные возмущения вольтерровых операторов. Подобная трактовка позволила получить ряд выдающихся результатов ([1-6]). В то же время линейные уравнения с частными производными редко поддаются такой трактовке. В работах [7-8] выделены отдельные классы таких операторов в многомерных ограниченных областях с гладкими границами. В частности, в работах [7]-[9] для оператора Лапласа в проколотом шаре удалось описать операторы, являющиеся конечномерными возмущениями фредгольмового оператора. В качестве фредгольмового оператора выступает обратный оператор к задаче Дирихле для оператора Лапласа в шаре. В работах [8]-[10] для полигармонического оператора в проколотом шаре изучены некоторые классы операторов, представляющие конечномерные возмущения некоторых фредгольмовых операторов. Для более общих эллиптических операторов второго порядка с переменными коэффициентами аналогичные результаты можно найти в работе [11]. Вышеуказанные работы касаются дифференциальных операторов в шаре с удаленными точками. Дальнейшее обобщение, когда из шара удаляется множество положительной размерности, можно найти в работе [12].
В указанных работах [7]-[12] исполнителей проекта в сущности применялась следующая абстрактная схема описания корректных сужений и представления их резольвент.



В гильбертовом пространстве H со скалярным произведением  и нормой  рассмотрим замкнутый линейный оператор B с плотной областью определения  в H. Считаем, что

.
Оператор B в дальнейшем называем максимальным оператором.












На области определения  зададим дополнительную норму  и замыкание  по этой норме обозначим  через W. Считаем, что дополнительная норма  сильнее исходной нормы , то есть   выполняется неравенство . Понятно, что выполнено вложение . В сопряженном пространстве  выберем систему из  линейно независимых функционалов . Тогда найдется единственная система элементов  из , подчиненная условиям






где  означает значение функционала  на элементе , и символ Кронекера.



 Пусть существует  фиксированное обратимое сужение оператора В. Оператор  определим по формуле  на области определения

.

Теорема 1.1. Оператор обратимый оператор, причем 

.



Замечание 1.1. Теорема 1.1 утверждает, что для построения обратимого сужения  оператора В, кроме фиксированного обратимого сужения достаточно задать набор линейно независимых функционалов  из 
В следующей теореме дано представление резольвент операторов, которые являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов. 


Теорема 1.2. Резольвента  оператора  имеет следующее представление 

		 



Замечание 1.2. Резольвента оператора  является конечномерным возмущением резольвенты оператора , где  некоторый фиксированный оператор Фредгольма.

Замечание 1.3. Теорема 1.1 обратима. То есть, на самом деле, в теореме 1.1 дано полное описание операторов, которые представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов, по максимальному оператору  , фиксированному обратимому сужению . Тогда набор линейных функционалов  однозначно определяет все обратимые сужения максимального оператора. Возможна двойственная ситуация, когда система элементов  из  однозначно определяет все обратимые сужения максимального оператора. Обычно для одномерных дифференциальных операторов сужения описываются в терминах функционалов (граничных форм) , а для дифференциальных операторов с частными производными описание обратимых сужений удобно начинать с набора элементов . Детали можно найти в работах [7]-[12].





Замечание 1.4. Теорема 1.2 утверждает, чтобы знать значение резольвенты  на произвольном элементе  из  достаточно найти значения резольвенты  на элементах .


Теорема 1.3. Резольвента  оператора  может быть вычислена по формуле




где матрицы  и задаются по формулам 



Из приведенной теоремы вытекает, что разность резольвент  представляет конечномерный оператор. В случае дифференциальных операторов с частными производными подобные утверждения представляют самостоятельный интерес.
Важная информация содержится в следующем утверждений.
Теорема 1.4. Справедлива формула М.Г. Крейна для следа разности резольвент 


Последнее утверждение эффективно при исследований вопросов локализации спектра возмущенного оператора .


2 Описание классов одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения двухточечных краевых задач 
 Пусть  и оператор В задается дифференциальным выражением


на области определения  Коэффициенты  считаем -раз непрерывно-дифференцируемыми на  функциями, причем . В качестве оператора  возьмем сужение оператора В на область , где



Предположим, что формы  выбраны так, что существует ограниченный обратный оператор . Тогда справедливы теоремы 1.1, 1.2, 1.3, 1.4, если выбирать функционалы  в соответсвии с вышеуказанными требованиями. 

Пусть  связный граф. В качестве H выберем функциональное пространство  (обозначения см. в [13]-[16]). Выберем оператор В с областью определения 

и задаваемый линейными дифференциальными выражениями 
.


В качестве оператора  возьмем сужение оператора В на область . Тогда справедливы теоремы 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 опять же при допустимом выборе функционалов . Детали можно найти в работах [13]-[16].


3 Описание классов операторов с частными производными, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов
Пусть  Возьмем . Обозначим через . Пусть  . Для  обозначим через  шар радиуса с центром в точке . Пусть  представляет функцию Грина задачи Дирихле для неоднородного гармонического уравнения в шаре . При  введем предельные функционалы


для функции . Здесь  означает производную по нормали к границе вдоль  в точке . Обозначим  (обозначения см. в работах [17], [18]) элементы пространства , для которых конечны функционалы  и справедливо включение



Пусть  оператор Лапласа, действующий по . Удобно обозначить через  обозначить регуляризацию . Введем оператор В на  по формуле . В качестве оператора  возьмем оператор Лапласа в шаре , соответствующий задаче Дирихле. Тогда справедливы теоремы 1.1, 1.2, 1.3, 1.4. Отметим, что в качестве системы  выступает набор функций, построенный по функции Грина в фиксированной точке . Этой системе функций соответствует биортогональный набор функционалов  . Надо отметить, что эти функционалы здесь выписаны в явном виде. Подробности можно найти в работах [17], [18]. Другие примеры операторов с частными производными можно найти в работах [7-12]. В работе [11] эта схема реализована для общих эллиптических операторов второго порядка с переменными коэффициентами. В работе [19] указанная схема реализована в случае, когда вместо фиксированной точки из единичного шара удаляется внутренняя окружность. В таком случае также удается описать обратимые сужения соответствующего максимального оператора и их резольвенты. Также указанная схема реализована для двумерного гармонического осциллятора. При этом из плоскости удаляется две симметричные относительно начала координат точки. Описаны обратимые сужения максимального оператора и приведены представления для их резольвент. В работах [10]-[18] предлагаемая методика перенесена на дифференциальные операторы с частными производными порядка больше двух. В частности, выписаны обратимые сужения для полигармонического оператора в проколотом шаре. Указаны представления их резольвент. 



4 Спектральные свойства операторов, резольвенты которых являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов 



В гильбертовом пространстве H со скалярным произведением  и нормой  рассмотрим замкнутый линейный оператор B с плотной областью определения  в H. Считаем, что

.
Оператор B в дальнейшем называем максимальным оператором.












На области определения  зададим дополнительную  норму  и замыкание  по этой норме обозначим через W. Считаем, что дополнительная норма  сильнее исходной нормы , то есть  выполняется неравенство . Понятно, что выполнено вложение . В сопряженном пространстве  выберем систему из  линейно независимых функционалов . Тогда найдется единственная система элементов   из , подчиненная условиям

,




где  означает значение функционала  на элементе , и символ Кронекера.



Пусть существует  фиксированное обратимое сужение оператора В. Оператор  определим по формуле  на области определения

.



В первом разделе настоящего отчета описаны все обратимые сужения  максимального оператора B построенные по фиксированному сужению  и набору функционалов . В теореме 1.3 даны представления резольвент обратимых сужений . Зная подобные представления резольвент, требуется исследовать свойства собственных значений обратимых сужений. Известно, что полюса резольвенты соответствуют собственным значениям оператора. В теореме 1.3 определен определитель возмущения .


Лемма 4.1. Если оператор  имеет дискретный спектр, то определитель возмущения представляет мероморфную функцию.




Из подобных утверждений вытекает, что обратимое сужение  имеет также дискретный спектр. Важная проблема – это выяснение того, как изменился спектр оператора  по сравнению с исходным фиксированным сужением . Для этого необходим детальный анализ нулей и полюсов мероморфной функции .
Теперь обратимся к свойствам корневых функций обратимых сужений максимального оператора, задаваемых теоремой 1.1.



Согласно теореме 1.3 резольвенты обратимых сужений максимального оператора представляют мероморфные функций. Аккуратное вычисление вычетов в полюсах резольвенты позволяет согласно теореме М.В. Келдыша понять структуру жордановых клеток. Обычно невозмущенное сужение  выбирают самосопряженным, так что его жордановы клетки довольно простые. Жордановы клетки обратимого сужения , задаваемое теоремой 1.1, порождаются одномерными жордановыми клетками невозмущенного оператора . Необходимо описать их связи. Кстати, на эту проблему наше внимание обратил Б.Митягин [20, 21]. 
B функциональном пространстве  рассмотрим дифференциальный оператор , определяемый  дифференциальным выражением

и набором граничных условий
				      (3)
Для того, чтобы выписать  ядро интегрального оператора , удобно ввести следующие  обозначения. Вектор-строка  составлена из решений однородного уравнения
	                          				         (4)
с условиями Коши в нуле
	             	 		    	        (5)
Через  обозначим вектор-столбец , составленный из граничных форм (3).  характеристический определитель задается соотношением 
Функция Коши  определяется стандартным образом
 при при 

где

Через  определим функцию на формуле
.
Тогда  ядро резольвенты  записывается в виде
.
В дальнейшем  будем называть функцией Грина оператора  и ее удобно переписать в виде 
 	  	        
где 
.
Пусть  является нулем кратности  характеристического определителя , то есть 
                  		        (7) 
где .
Известно [23], что функции , , , ,  являются целыми функциями от . Тогда из представления (6) следует, что функция Грина  является мероморфной функцией от  и её полюса совпадают с нулями характеристического определителя . Выпишем главную часть разложения Лорана функции Грина в окрестности точки .
(8)
По формуле Лейбница имеем
			(9)
Заметим, что величины  зависят от , в то же время выражения  являются функциями от . С другой стороны, по теореме М.В. Келдыша [5] главная часть функции Грина в окрестности полюса  имеет следующую структуру:
	  (10)
где  – количество жордановых клеток, соответствующих собственному значению ;
 – цепочка собственной и присоединенных функций оператора , соответстующая собственному значению ;
 – каноническая цепочка собственной и присоединенных функций сопряженного оператора , соответстующая собственному значению .
Числа  определяют размеры соответствующих жордановых клеток.
Прежде чем сравнить представления (8) и (10); отметим некоторые свойства набора функции .
Лемма 4.2. При фиксированном  из множества  функция  обладает свойствами:
1) 
2) 
3) 
4) .
Теперь из леммы 4.2 с учетом соотношений (7) имеем
1) Функций  удовлетворяют набору граничных условий (3).
2) Если при некотором  верны соотношения
,
,
то система функций

образует цепочку собственной и присоединенных функций оператора , соответствующую собственному значению . Пусть  выбрано так указано в пункте 2). Тогда справедливы представления
                          		                              (11)


где

 – мультииндекс,
    матрица,
- алгебраическое дополнение элемента с номером .
В соответствии с предложением 2) существует наибольшее натуральное число  и непустое множество  такие, что

образует при каждом  цепочку собственной и присоединенных функций оператора , соответствующую собственному значению . При этом среди собственных функций  могут быть линейно зависимые. Поэтому выделим по возможности максимальное множество индексов  так, чтобы система собственных функций  оставалась линейно независимой. Таким образом, количество линейно независимых собственных функций кратности  равно . Причем собственных функций большей кратности, чем  не существует. Но могут существовать собственные функций меньшей кратности, чем . Затем найдем  и непустое множество  такие, что 


образует при каждом цепочку собственной и присоединенных функций оператора , соответствующую собственному значению . При этом  выбирается максимальным из возможных. Среди собственных функций  могут быть линейно зависимые. Поэтому выделим по возможности максимальное множество индексов  так, чтобы система собственных функций  оставалась линейно независимой. Таким образом, количество линейно независимых собственных функций кратности  равно . Аналогично вводятся числа 

и множества
.
Отметим свойства указанных множеств
1. 
2. 
3. .
Ближайшая цель: переписать формулу Келдыша (10) в терминах чисел и множеств . Для этого удобно ввести обозначения. 
 – вектор-столбец размерности ,
 – скалярная функция от ,
,
 – вектор-строка размерности .
В дальнейшем нам понадобятся так называемые структурные матрицы , где   - индексные множества. Размерность матриц   равна . Подобные структурные матрицы существенно использовались при решений обратных задач спектрального анализа в работах З.Л.Лейбензона [24, 25].
Обозначим через 
     .
В новых обозначениях формула (6) примет вид
.	      (12)
Формулу (12) можно уточнить, если вспомнить смысл чисел   и множеств .

+
+
+
                                     +.				       (13)
Учитывая множества  , соотношение (13) запишем в виде
         	           	       (14)
+
+
+
+

+
+
+
+.
Оказывается, что вектора 

можно линейно выразить через вектора
.
Лемма 4.3. Существует числовая матрица   размерности  такая, что 

Лемма 4.4. Если , то найдется числовая матрица  размерности  такая, что 
,
где   – матрица из леммы 4.3.
Леммы 4.3 и 4.4 могут быть обобщены следующим образом.
Лемма 4.5. При  и любом   справедливо представление


+
c некоторыми матрицами  и .
Утверждение 4.1.
1) Собственные функций максимальной кратности  сопряженного оператора , соответстующие собственному значению  имеют вид

2) Первая присоединенная функция соответствующей канонической цепочки примет вид

При желании можно аналогичным образом выписать присоединенные функций более высоких порядков. Для примера рассмотрим случай . Выпишем еще один член главной части 

+
+
+
Справедливо утверждение.
Утверждение 4.2. При  уже появляется вторая цепочка собственной и присоединенной функций, порожденная новой собственной функцией
.
Отметим, что    последнее слагаемое в правой части  указывает на влияние первой канонической цепочки на вторую каноническую цепочку. Сравнение формул для собственных функций  и указывает на отмеченный эффект. До сих пор в научной литературе на подобные эффекты не обращали внимания. 
Присоединенная функция второго порядка соответствующей канонической цепочки примет вид
.
Аналогично выписываются представления других элементов канонических цепочек. 
Таким образом, в данном пункте канонические цепочки исходного дифференциального оператора  выписаны через  решения однородного дифференциального уравнения . Более важная информация содержится в найденных нами формулах канонической цепочки собственной и присоединенных функций сопряженного оператора  . В работе М.В. Келдыша сказано, что указанная каноническая цепочка находится однозначно. Дополнительным моментом к теореме М.В. Келдыша является то, что здесь указанная каноническая система выражена через   решения формально сопряженного дифференциального уравнения . При этом видна роль структурных матриц , через которые определяется матричная функция распределения . Детали о матричной функции распределения  в случае самосопряженных дифференциальных операторов можно найти в монографии М.А. Наймарка [23, стр. 251]. Отметим, что нами определена матричная функция распределения даже в случае несамосопряженного оператора . Следовательно, с одной стороны, теорема М.В. Келдыша адаптирована для дифференциальных операторов высших порядков на конечном отрезке, а с другой стороны, вычислена матричная функция распределения как для самосопряженных, так и для несамосопряженных дифференциальных операторов высших порядков на отрезке.

Вопросы базисности системы корневых функций в исходном пространстве также следуют из оценок контурных интегралов разности резольвент по расширяющимся контурам в случае обыкновенных дифференциальных операторов. В случае абстрактных операторов и дифференциальных операторов с частными производными необходимы оценки норм конечномерных операторов



5 Спектральный анализ одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов
В работах [14, 15] исследованы обратимые сужения соответствующих максимальных операторов. Из них выделены самосопряженные сужения, спектр которых вещественный. Оказалось, что спектры обратимых сужений, определенных на деревьях, могут быть описаны более детально, чем операторы на произвольных графах. Здесь поведение спектра существенно определяется запасом путей между граничными вершинами.
 В работе [15] выделены самосопряженные операторы, задаваемые на деревьях. Поэтому их системы собственных функций образуют в исходном пространстве ортонормированные базисы. Там же приведены возмущения указанных самосопряженных операторов, устойчивые по отношению к свойству базисности. В работах [26, 27] приведены примеры дифференциальных операторов на графах, системы корневых функций которых не образуют базиса. Эти примеры основаны на введенных в работе понятий вырожденных краевых условий для дифференциальных операторов на граф-звезде. 
В данном отчете расширен класс невырожденных граничных условий, для которых все еще сохраняется свойство полноты в специальном функциональном пространстве. Сформулируем результат на примере оператора Штурма-Лиувилля.
Рассмотрим задачу на собственные значения

С граничными условиями 

Здесь  – суммируемая на  функция,  – комплексные числа. Граничные условия задаются с помощью матрицы 

Удобно через  обозначить минор матрицы , составленный из столбцов с номерами  и . Также введем функцию 

Разность  обозначим через . Понятно, что 
Введем решения   однородного уравнения

c условиями Коши

Точно также вводим решения  однородного уравнения
.
Характеристический определитель зададим по формуле 

Пусть 

Теперь сформулируем результат в случае произвольного потенциала.
Теорема 5.1. Справедливо представление 
+


Матрица  задает невырожденные граничные условия, если выполнено хотя одно из следующих условий:  , , 3)  и система собственных и присоединенных функций задачи Штурма-Лиувилля в этом случае представляет полную систему в пространстве .  
Теорема 5.2. Пусть   и  . Тогда система собственных функций и присоединенных функций двухточечной краевой задачи для уравнения Штурма-Лиувилля является полной в пространстве 



6 Спектральный анализ многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов


 В работах [7-12] подобный анализ проведен для операторов с частными производными. В работе [11] показано, когда у операторов и все собственные значения совпадают, кроме быть может конечного числа собственных значений. К примеру, для двумерного гармонического осциллятора доказано, что собственные значения обратимых сужений, задаваемых теоремой 1.1, совпадают с собственными значениями невозмущенного гармонического осциллятора. Только их кратность уменьшается на единицу. За счет этого возникают дополнительные собственные значения у обратимого сужения, которых не было у невозмущенного оператора. Причем эти собственные значения простые.
В функциональном пространстве  двумерный гармонический осциллятор  задается по формуле 
.
Спектр оператора  хорошо известен и состоит из собственных значений . Соответствующие проекторы на собственные подпространства размерности  имеют вид 
                              ,
где  скалярное произведение в ,
 ,
здесь   – нормированная собственная функция одномерного гармонического осциллятора, соответствующая собственному значению . 
Функция  представляет функцию Грина оператора  и имеет представление

Теорема 6.1. Функция Грина  двумерного гармонического осциллятора  определена при всех  и является непрерывной функцией от  на области определения. Больше того, для функций Грина  справедливо представление 
.
Причем  – непрерывные функций двух пар переменных .
Выберем в  произвольно точку . Проколотую плоскость  обозначим через . Через  обозначим два открытых круга радиуса  с центрами в точках  соответственно:

Введем класс функций . В дальнейшем важную роль играют следующие два линейных функционала
,
определенных на некоторых функциях . Здесь через  обозначена производная по внешней нормали к окружности  в точке . Введем класс функций , состоящих из функций  таких, что
1) значения функционалов  конечны,


2) функция  может иметь особенности в точках , которые можно устранить путем следующей регуляризации
.
На множестве  определим оператор  по формуле 

для любого . Оператор  называем максимальным оператором. 
Теорема 6.2. Пусть заданы два функционала  определенных на всем пространстве . Тогда сужение оператора  на множество

представляет обратимый на всем  оператор. Если  линейные ограниченные функционалы на , то соответствующее сужение линейно и имеет обратный оператор, ограниченный в следующем смысле:
.
Обозначим корректное сужение из теоремы 6.2 через . 
Теорема 6.3. Каждое число  при фиксированном натуральном  является собственным значением оператора . Если точка  является полюсом определителя возмущения , то его кратность равна . Когда  является точкой голоморфности определителя возмущения , то его кратность равна . 

Из теоремы 6.3 следует, что могут существовать простые собственные значения оператора , не совпадающие со значениями . Эти собственные значения будем называть дополнительными собственными значениями оператора . Каждое  дополнительное собственное значение оператора  отщепилось от  некоторого собственного значения невозмущенного оператора . В работах [9, 10, 27] вычислены регуляризованные следы обратимых сужений для  уравнений с частными производными. В работах [11, 17] даны оценки разности резольвент  в случае оператора Лапласа. Здесь в качестве невозмущенного оператора выступает оператор Лапласа на шаре с условиями Дирихле. Выделены самосопряженные сужения, системы собственных функций которых образуют базис в исходном пространстве. Также там приведены некоторые усиления подобных утверждений.



7 Анализ дифференциальных операторов на стратифицированных множествах


Обычно дифференциальные операторы изучаются на гладких многообразиях. В тоже время потребности практики требуют исследования дифференциальных операторов на объединении гладких многообразий разных размерностей. На рисунках 1, 2, 3 приведены множества , представляющее различные объединения двух кругов и отрезка . 

[image: ]

Рисунок 1– Стратифицированное множество 
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Рисунок 2– Стратифицированное множество 
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Рисунок 3 – Стратифицированное множество 






Говорят, что множества  стратифицированы. Многообразия  и  называют стратами размерности 2, 2, и 1, соответственно. При этом важную роль играет понятие регулярного примыкания отметим [27], что страты  регулярно примыкают друг к другу. В то же время для и  регулярное примыкание его стратов нарушается. 
Дифференциальные операторы на стратифицированных множествах с регулярным примыканием его стратов исследованы в работах [30]-[33].
Однако, менее изучены дифференциальные операторы на стратифицированных множествах c нарушением регулярности примыкания. Таким образом, актуальным является аккуратное определение дифференциальных операторов на стратифицированных множествах с нерегулярно примыкающими стратами. 
Пример 7.1. Дифференциальные операторы на графах представляют операторы на одномерных стратифицированных множествах. В данном примере дуги графа – одномерные страты, которые примыкают друг к другу нерегулярным образом. Для корректного определения дифференциального оператора на графах достаточно потребовать выполнение условий Кирхгофа в вершинах графа, в которых смыкаются его дуги. В такой постановке дифференциальные операторы на графах изучены в работах [13, 14, 15, 16, 17, 25].
Пример 7.2. Гибридные операторы. В данном примере укажем как корректно определить максимальный оператор на стратифицированном множестве. (Рис.3)
Область определение максимального оператора задается [22] следующим образом:





Следовательно, область определения максимального оператора  совпадает с  
В работе [7] введены операторы , где   и , где . В [7] доказано, что следующие задачи однозначно разрешимы
,
, 
   

   
   , 


.
  - некоторые постоянные. 
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Рисунок 4- Стратифицированное множество с нерегулярным примыканием

Итак, указанное задача имеет единственное решение. Таким образом, возникает вопрос полного описания всевозможных корректно разрешимых краевых задач на рассматриваемых стратифицированных множествах. Приведенный оператор называют гибридным оператором. 
Исследования проводятся на стратифицированных множествах с нарушением условия регулярного примыкания стратов. 



8 Описание дифференциальных операторов на стратифицированных множествах, резольвенты которых являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов

В данном разделе рассмотрим стратифицированное множество , состоящее из следующих стратов: 




- - единичные непересекающиеся шары, размерности  в  и в каждом шаре удалена одна внутренняя точка ;



-  отрезок соединяющий точку  с точкой .



В шаре  согласно работе [7, 12] введем  максимальный оператор  в соответствующем пространстве . Напомним, что функционалы  заданы в следующем виде




, 
В работе [12] доказано, что неоднородная задача 

,



при любых  и любых  имеет единственное решение в пространстве .

На отрезках рассмотрим краевые задачи







Граничные формы  выбраны так, что указанная краевая задача при всех   имеет единственное решение. Оператор, соответствующий указанной краевой задаче обозначим через . 






Через обозначим  множество отрезков  в . Через  обозначим множество проколотых шаров . Тогда пару  назовем комплексом. В пространстве  с элементами 
	

(где  - декартово произведение подпространств). 
Точно также стандартным образом вводится пространство

.

Тогда на  определим максимальный оператор  по формуле

.

Теорема 8.1. Пусть выбран произвольный набор   линейных ограниченных функционалов над . Тогда неоднородное операторное уравнение 



где  – произвольные постоянные, имеет единственное решение в для любой правой части .



9 Проведение спектрального анализа дифференциальных операторов на стратифицированных множествах, резольвенты которых являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов 
В предыдущем разделе настоящего отчета дано описание обратимых сужений максимального оператора  на комлексе . Для однозначного задания фиксированного обратимого сужения надо выбрать  линейных непрерывных функционалов в . Поэтому резольвента указанного сужения является конечномерным возмущением резольвента фиксированного обратимого сужения максимального оператора  представляет конечномерный оператор, размерность которого не превосходит . Отсюда вытекает дискретность спектра произвольного корректного сужения оператора , если хотя бы одно его обратимое сужение имеет дискретный спектр.
Для более детального анализа локализации спектра обратимого сужения оператора точно так, как в работах [11, 18, 19]. Представление характеристического определителя  имеет вид

Выберем  линейные ограниченные функционалы на  согласно теореме Рисса в следующем виде
 и ,
где  – произвольные фиксированные элементы пространства .
Тогда
,
,
где  – коэффициенты Фурье по системе собственных функций двумерного гармонического осциллятора. Определитель возмущения  представляет мероморфную функцию. Детальный анализ нулей и полюсов определителя возмущения позволяет сформулировать утверждения о локализации спектра обратимого сужения. Подобный анализ для возмущений оператора Лапласа и его степеней в проколотом шаре проведен в работе [11, 18, 19].


ЗАКЛЮЧЕНИЕ
 В разделе 1 описаны операторы, резольвенты которых являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов. При описании одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения двухточечных краевых задач, уточнены некоторые новые моменты по сравнению с общим случаем. Доказательство теоремы о полном описании одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов, в отличие от общего случая базируется на некоторых геометрических фактах. 
В разделе 2 описаны одномерные дифференциальные операторы, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения двухточечных краевых задач. Более того, на основе полученных представлений резольвент, установлена формула М.Г. Крейна, которая описывает спектральные свойства рассматриваемых двухточечных краевых задач. 
В разделе 3 описаны классы операторов с частными производными, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. Доказаны теоремы о полном описании многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. Абстрактная теорема о полном описании класса операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых  операторов, в случае операторов с частными производными имеет наглядный геометрический смысл.
В разделе 4 проведен спектральный анализ конечномерных возмущений фредгольмовых операторов. Доказаны теоремы о спектральных свойствах конечномерных возмущений фредгольмовых операторов. При проведении спектрального анализа конечномерных возмущений фредгольмовых операторов основным составляющим компонентом является изучение влияния граничного возмущения на структуру жордановых клеток дифференциальных операторов. 
В разделе 5 разработан метод спектрального анализа одномерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. Получены теоремы о распределении собственных значении конечномерных возмущений фредгольмовых операторов. Более того, на основе полученных представлений резольвент, установлена формула  М.Г. Крейна, которая описывает спектральные свойства рассматриваемых двухточечных краевых задач. 
Разработан метод спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. При проведении спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов, уточнены некоторые новые моменты по сравнению с общим случаем. 
В данном отчете расширен класс невырожденных граничных условий, для которых все еще сохраняется свойство полноты в специальном функциональном пространстве.
В разделе 6 разработан метод спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов. Получены теоремы о сходимости спектральных разложений конечномерных возмущений фредгольмовых операторов.
В разделе 7 проведен анализ дифференциальных операторов на стратифицированных множествах. В разделе 8 дано описание дифференциальных операторов на стратифицированных множествах, резольвенты которых являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов. Далее, в разделе 9 получена процедура построения конечномерных возмущений фредгольмовых операторов на стартифицированных множествах и разработаны методы их спектрального анализа. При проведении анализа дифференциальных операторов на стратифицированных множествах основным составляющим компонентом является изучение влияния условия во внутренних вершинах и граничных вершинах графа. 
	Таким образом, за отчетный период нами описаны класс операторов, резольвенты которых являются конечномерными возмущениями фредгольмовых операторов, определенных на графах и более сложных стратифицированных множествах единым способом. А также, за отчетный период нами проведен спектральный анализ конечномерных возмущений фредгольмовых операторов, а также разработан метод спектрального анализа многомерных дифференциальных операторов, резольвенты которых представляют конечномерные возмущения фредгольмовых операторов.
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