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РЕФЕРАТ

Отчет 45 стр., 19 источников, 2 прил.
СИНГУЛЯРНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ОПЕРАТОРЫ, ОПЕРАТОРЫ ТИПА ШРЕДИНГЕРА, ВЕСОВЫЕ ПРОСТРАНСТВА ПОЛОЖИТЕЛЬНОЙ ГЛАДКОСТИ, ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ
Объектами исследований являются сингулярные дифференциальные уравнения и операторы, операторы типа Шредингера в весовых пространствах положительной гладкости. 
Цель работы: исследовать индексы дефекта сингулярных дифференциальных операторов,  для  операторов типа Шредингера в весовых пространствах положительной гладкости исследовать вопросы ограниченности, существования    резольвенты. 
Методы проведения работ: методы  матричных преобразований, локальных оценок на кубах регулируемой длины ребра, функционального анализа.                                                                          
Полученные результаты и их новизна: 
– Получен  новый метод исследования асимптотического поведения для решений  сингулярных дифференциальных уравнений  с нерегулярными (осциллирующими) коэффициентами и анализа возможных индексов дефекта.
– Описаны некоторые подклассы из семейства   – нового типа пространств, введенных в данном проекте. В этих пространствах получены:  теоремы о существовании замыкания для  оператора второго порядка со знакопеременными коэффициентами, для оператора  получены утверждения об ограниченности, резольвенте, оценки распределения собственных чисел.                                                                                  
Область применения результатов: дифференциальные уравнения и операторы, теория функциональных пространств, численные методы.                                                                                        
Рекомендации по внедрению: для системного исследования  сингулярных дифференциальных операторов в  весовых пространствах,  асимптотического поведения решений сингулярных дифференциальных уравнений.
Значимость работы: высокая. 
Прогнозные предположения о развитии объекта исследования: переход к исследованиям дифференциальных операторов с коэффициентами-распределениями. 
По результатам исследований за 2020 г. опубликована 1 статья в зарубежном журнале (Венгрия), 1 тезис в сборнике трудов международной конференций и 1 статья в печати журнала «Математические заметки»,  индексируемый базой Web of Science.


РЕФЕРАТ

Есеп 45 бет, 19 дереккөздер, 2 қосымша
СИНГУЛЯРЛЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР МЕН ОПЕРАТОРЛАР, ШРЕДИНГЕР ТИПТІ ОПЕРАТОРЛАР, ОҢ ТЕГІСТІКТІ САЛМАҚТЫ КЕҢІСТІКТЕР, ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, МУЛЬТИПЛИКАТОРЛАР
Зерттеу объектілері: сингулярлы дифференциалдық теңдеулер мен операторлар, оң тегістікті салмақты кеңістіктердегі Шредингер типті операторлар. 
Жұмыстың мақсаты: сингулярлы дифференциалдық операторлардың ақаулық индесін зерттеу, оң тегістікті салмақты кеңістіктердегі Шредингер типті операторлар үшін шенелімдік, резольвентаның бар болуы сұрақтарын зерттеу.  
Жұмыстың жүру әдісі: матрицалық түрлендіру әдісі, ұзындық функциясының кубтарда локальді бағалау әдісі, функционалдық талдау әдістері.                                                                          
Алынған нәтижелер мен олардың жаңашылдығы: 
–  регулярлы емес коэффициенті бар (тербелімді) сингулярлы дифференциалдық теңдеулерді шешуде асимптотикалық тәртібін зерттеудің және мүмкін болатын ақаулық индексін талдаудың жаңа әдісі алынды.
– Осы жобада енгізілген  – жаңа кеңістік типінің жиынынан кейбір ішкі кластардың сипаттамасы алынды. Бұл кеңістіктерде таңбасы ауыспалы коэффициентті екінші ретті оператор үшін тұйықтаманың бар болу теоремалары,  операторы үшін шенелімділік, резольвента, меншікті сандар үлестірімділігін бағалау туралы тұжырымдар алынды.                                                                                
Нәтижелердің қолдану облыстары: дифференциалдық теңдеулер мен  операторлар,  функционалдық кеңістіктер теориясы, сандық әдістер.                                                                                        
Енгізу бойынша ұсынымдар: салмақты кеңістіктерде сингулярлы дифференциалдық операторларды жүйелі зерттеу үшін, сингулярлы дифференциалдық теңдеулердің шешімінің асимптотикалық тәртібін зерттеуде. 
Жұмыстың маңыздылығы: жоғары. 
Зерттеу объектісінің дамуы туралы болжамдар: үлестірім-коэффициентті дифференциалдық операторларды зерттеуге көшу. 
Зерттеу нәтижелері бойынша 2020 ж. 1 мақала шетелдік журналда (Венгрия), 1 тезис  халықаралық конференцияның еңбектер жинағында жарияланды және 1 мақала  Web of Science базасында индекcтелген «Математические заметки» журналына баспаға берілді.
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ВВЕДЕНИЕ

В данном заключительном отчете представлены результаты исследований за 2020 год. За 2018 и 2019 годы результаты были представлены в промежуточных отчетах: AP05133397-OT-18, Инв. №0218РК00636, AP05133397-OT-19,  Инв. №0219РК01183.
Согласно календарному плану на 2020 год перед исполнителями проекта были поставлены  следующие задачи:
– исследовать индексы дефекта общих сингулярных дифференциальных операторов с колеблющимися коэффициентами; 
– исследовать условия, при которых оператор  имеет непустое резольвентное множество. Установить какие индексы дефекта могут возникать у такого оператора в случае вещественной сингулярной функции ;
          – получить условия существования ограниченного оператора следа  для  весовых интерполяционных пространств. Получить условия ограниченности (компактности) для операторов типа Шредингера в весовых интерполяционных пространствах.
Актуальность исследований. Асимптотические формулы решений дифференциальных уравнений имеют важное значение для получения структурных характеристик соответствующих операторов. Сингулярные дифференциальные уравнения нечетных порядков, уравнения с вырождениями, с нерегулярными коэффициентами требуют развития новых методов исследований.
Исследования дифференциальных операторов в весовых пространствах положительной гладкости во многом зависят от методов построения этих пространств, а также от таких свойств этих пространств, как существование шкалы вложений, инвариантности построения интерполяционных пространств, описания (точечных) мультипликаторов на парах пространств.
Научная новизна и значимость. Исследование индексов дефекта сингулярных дифференциальных уравнений проводится с помощью нахождения асимптотики фундаментальной системы решений соответствующего дифференциального уравнения. Разработан новый способ построения асимптотических формул, позволяющих исследовать уравнения с нерегулярными, колеблющимися коэффициентами. 
Были исследованы операторы типа Шредингера, действующие в новой шкале , весовых пространств положительной гладкости. 
Результаты исследований изложены в 3-х разделах. 
В разделе 1 изложен новый метод исследования асимптотического поведения решений линейных дифференциальных уравнений произвольных порядков. Рассмотрены два модельных случая на исследование индексов дефекта для операторов четного и нечетного порядка. 
В разделе 2 показано, что семейство весовых пространств (потенциалов) , может содержать в себе помимо весовых пространств Соболева также весовые пространства Соболева-Слободецкого и Бесова. Получена теорема о существовании ограниченного оператора следа   на многообразии  конечной меры  Хаусдорфа (Радона) для оператора Шредингера, действующего на пространствах семейства   в пространство Лебега . 
В разделе 3 получены теоремы о существовании иньективного замкнутого расширения для несамосопряженного оператора второго порядка на оси с коэффициентами при младших членах, могущими менять знак в любой окрестности бесконечности. Условия на коэффициенты даны в терминах локальных средних на отрезках регулируемой длины. Далее исследовался оператор типа Шредингера , действующий в паре пространств из семейства  (из весового пространства Соболева в весовое пространство Бесова). Получены условия ограниченности. Для минимального оператора  при четных  получены замкнутое расширение с компактной резольвентой и оценки распределения собственных чисел.



1 Общие сингулярные дифференциальные уравнения и операторы 

1.1 Асимптотическое поведение решений дифференциальных уравнений. Индексы дефекта

В данном подразделе описан новый подход исследования асимптотического поведения решений линейных дифференциальных уравнений как четного, так и нечетного порядков. Предлагаемая схема построения асимптотики решений уравнений состоит в переходе от исходного уравнения к уравнениям в квазипроизводных, затем к эквивалентной системе дифференциальных уравнений первого порядка. Уже на этом этапе удается существенно сгладить коэффициенты уравнения. Это часть схемы достаточно подробно обоснована в работах [1], [2] и [3]. Мы эту схему построения дополняем преобразованием Хаусдорфа, причем это преобразование можно применять несколько раз. 
Основная цель – демонстрация нового способа построения асимптотических формул для уравнений нечетного порядка с нерегулярными коэффициентами, в частности, с осциллирующими коэффициентами. Кроме этого, преобразования систем уравнений, рассматриваемые нами можно использовать в задачах о корректном определении дифференциальных операторов с коэффициентами распределениями (см. [3]). 
Отметим, что асимптотики решений дифференциальных уравнений второго и четвертого порядков с быстроосциллирующими коэффициентами ранее изучались в работах [4], [5], [6], [7], [8]. При этом в работах [6], [7], [8] для сглаживания нерегулярности коэффициентов уравнения сначала сводились к системам линейных дифференциальных уравнений, к которым затем применялось преобразование Хаусдорфа. 
Мы рассматриваем модельные линейные дифференциальные уранения 3-го и 5-го порядков, при этом все этапы построения асимптотик можно применить и для двучленных линейных дифференциальных уравнений произвольного нечетного порядка.
Рассмотрим уравнение 3-го порядка



где , при этом производные  понимаются в смысле теории распределений.
Перепишем (1.1) в виде



Введем вектор-функцию :



Тогда уравнение (1.2) запишется в виде





Замена 



переводит (1.3) в систему:



Применим тождество Хаусдорфа к правой части системы (1.4):





Вычисляя матричные коммутаторы, получаем:









Учитывая вид полученных коммутаторов, можно записать систему (1.4) в виде



Повторно применим описанную процедуру. Сделаем замену



Данная замена переводит (1.5) в систему:





Применим тождество Хаусдорфа к правой части системы (1.6). При вычислении матричных коммутаторов оказалось, что в данном случае обрывания ряда не происходит, однако коммутаторы имеют циклический вид, что позволяет, опуская ряд промежуточных выкладок, выписать преобразованную систему следующим образом:



Перепишем последнюю систему в виде:



где



Заметим, что здесь  – постоянная матрица. Следовательно, если , то матрица  не будет влиять на главный член асимптотики решений уравнения (1.2).
Рассмотрим следующие примеры.
Пример 1. Рассмотрим уравнение 3-го порядка



Путем несложных вычислений, приходим к выводу, что если , то система, соответствующая (1.5), имеет структуру (1.8) с матрицей . При  система (1.7) также будет иметь вид (1.8) и .
Пример 2. 



В данном случае . Система (1.5), записанная для данного примера, будет иметь матрицу, элементы которой суть кусочно-постоянные функции, а значит, допускает явное решение , которое мы не будем приводить в силу громоздкости выкладок, откуда



Рассмотрим уравнение 5-го порядка, заданное на промежутке ,



где  – локально абсолютно непрерывная положительная функция,  при этом производные и  понимаются в смысле теории распределений.
Теперь перейдем от уравнения (1.9) к системе уравнений в квазипроизводных.
Введем вектор-функцию 



Тогда уравнение (1.9) запишется в виде



.

Обозначим 



и с помощью замены



перейдем к системе




Теперь введем в рассмотрение функцию, составленную из коэффициентов матрицы 



Здесь заметим, что если , тогда



Матричные коммутаторы из тождества Хаусдорфа примут вид:

.

Остальные коммутаторы тождественно равны 0: . Следовательно, систему (1.11) можно представить в виде:



где



Дополнительное преобразование системы (1.11) позволяет ослабить условия на гладкость коэффициента-распределения  (см., например, [2]) необходимые для придания смысла решения уравнения (1.9). Сформулируем соответствующую теорему существования и единственности решений задачи Коши для системы уравнений (1.10).
Теорема 1.1. Пусть   комплекснозначная локально интегрируемая на промежутке   функция,   и , тогда для системы уравнений (1.12) задача Коши имеет единственное решение 
Пример 3. Теперь рассмотрим пример уравнения (1.9) при  а в качестве  рассмотрим осциллирующие функции вида . Нас будет интересовать соотношение между  и  , при котором возмущение  не будет влиять на главный член асимптотики решений уравнения 



при . Для построения асимптотик целесообразно применить к системе уравнений (1.12) преобразование вида 



Тогда мы получим систему вида 



где  постоянная матрица. Следовательно, нам достаточно найти условия на  и , при которых  Несложные расчеты показывают, что если  и  удовлетворяют хотя бы одному из неравенств   или , то  
Отметим, что предлагаемый метод может быть применен для исследования асимптотического поведения фундаментальной системы решений подобных уравнений произвольного порядка.
Решена задача о нахождении асимптотических при  формул для фундаментальной системы решений модульного уравнения вида 





и с их помощью проведен анализ возможных индексов дефекта соответствующего минимального дифференциального оператора для уравнения: 



где    – дважды непрерывно-дифференцируемые функции на , удовлетворяющие условиям:
1. ,
2.  не меняет знак для достаточно больших x ≥ x0  и



3. Для достаточно больших  , где A1,2 положительные постоянные,
4. Для достаточно больших  , , где B0,1,2 – положительные постоянные,
5. Для    существуют положительные постоянные A, B, такие что



6. Для достаточно больших  для   не меняет знака.
При нахождении асимптотики решений уравнений всегда приходиться накладывать условия на их осцилляцию (слабую или быструю) или регулярность роста. Поэтому во всех наших работах рассматриваются колеблющиеся в той или иной степени коэффициенты.
Рассматривалось также уравнение вида



где       (обобщенные) производные ,   Получены асимптотические формулы для фундаментальной системы решений  вида , если ,  (квазипроизводные). Как следствие вытекает утверждение о существовании обратного оператора (резольвенты) для оператора  (оператора вида ,  на оси) с потенциалом  и возможность вычисления для конкретно взятых  индекса дефекта для минимального оператора 


2 Весовые пространства с положительными индексами гладкости 

2.1 О пространствах типа 

Этот раздел посвящен описанию весовых пространств типа  ,  функций в  с индексом гладкости   - область в n-мерном евклидовом пространстве  с нормой . Семейство пространств  включает пространства с весами степенного характера с весами, неудовлетворяющими условиям равномерного роста вдоль границы области, пространства с весами, характер регулярности которых может быть описан только в терминах средних. Так в определенных случаях , где   весовое пространство Соболева (если ) или Соболева-Слободецкого (если  – нецелое,  ). 
Пусть   множество всех кубов вида



   – класс бесконечно дифференцируемых в  функций, соответственно класс всех   с компактным носителем , . 
Пусть  – положительная функция в ,  удовлетворяющая:
1) условию погружения



2) условию ограниченной осцилляции на кубах    



где  постоянная, не зависящая от . По теореме о покрытиях  (см. [9]) множество кубов ,  , содержит  -кратное и -разделимое покрытие Безиковича  области .  Здесь   или конечное подмножество ,  а  зависят только от размерности пространства . Покрытие   называют -разделимым, если оно распадается на  подсемейств попарно непересекающихся кубов (дезьюнктные подмесейства).  Используя условие (2.2) можно доказать, что если , то семейство   также будет  - кратным и  -разделимым покрытием .  [10]. Семейство  будем называть двойным покрытием Безиковича (B- покрытием). Данному покрытию можно соотнести разбиение единицы, а именно семейство функций  ,  на ,  такой, что


 
и для каждого мультииндекса порядка  





Пусть  – операторы в  , заданные равенствами  



соответственно 



где  – прямое (обратное) преобразование Фурье. Приведем некоторые факты из теории пространств (потенциалов) . В классе  



Мы можем определить  как пополнение класса  по норме  



Имеют место вложения



Если , то 



(см. [11]).
Здесь и ниже  соответственно множества натуральных, целых, целых неотрицательных чисел, множество мультииндексов , , . Далее, ,   - соответственно пространство Лебега с нормой  



(),  множество всех , определенных  в   и таких, что   для каждого компакта , весовые пространства Лебега с нормой 
 


Под весом в  понимается неотрицательная функция  (), . Мы будем использовать обозначение  для пространства Соболева с нормой 
 


где , . Через  будут обозначаться постоянные, зависящие только от числовых параметров. Пусть  и  переменные величины. Ниже будут использованы  вместо , , если .
Ниже будем полагать, что   положительная функция из . Положим  



Пусть  – двойное В-покрытие ,  – соотнесенное этому покрытию разбиение единицы, 

, .

Зададим функционал 
 


Лемма 2.1. Пусть ,   удовлетворяет условию 

,  если  . 

Тогда



Доказательство леммы опирается на равенство  и 
Утверждение 2.1. Пусть 

,   и



Тогда  



Пусть . Из вложений (2.8) следует, что найдется также постоянная 

, 

что
	


Кроме того,  . Поэтому, если  , то для  как следует из леммы 2.1


  
Легко увидеть, что конечнозначный функционал  является нормой в . Определим пространство  как пополнение    по норме  .  Данное определение корректно, так как   





где  разбиение единицы, соотнесенное покрытию  [12]. Из (2.8) следует, что 
 


 К тому же 
 


 , , ,   

(см. [12]). Здесь  обозначает интерполяционное пространство, получанное методом комплексной интерполяции.
Пусть ,  и  весовые функции в . Обозначим через , , пополнение класса  по норме

	

Теорема 2.1. Пусть , ,  и   - положительные функции в . Пусть выполнены условия (2.1) и (2.2) для  и условие (2.2) для. Тогда

	

Пример 4. Пусть , , , . Одна из бегущих средних Отелбаева от веса  в  задается равенством 
 


В случае   средняя  конечна положительна и удовлетворяет условию 



где  с  (см. [10]).
Если , то  удовлетворяет условиям (2.1)-(2.2). Допустим, что  удовлетворяет слабому условию Макенхаупта (). Из теоремы 2.1 будет следовать, что   



Вес  удовлетворяет условию , если существуют  такие, что  (см. [13])



Равенство  следует из условия .
Пример 5. Пусть  , , ,  .  Тогда 
 
  если ,  

	Пример 6. Пусть  – область с непустой границей . Возьмем . Пара  ,  удовлетворяет  (2.17) с , . 
В случае, когда граница  пространство , где    является пространством типа , , , введенном в [11]. 
Пример 7. Пусть  . Тогда . Возьмем   Для каждого 

	

Заметим, что для любого  

	

Здесь дан пример весовой пары , в которой вес  не удовлетворяет условию равномерного роста к  вдоль границы .
Пусть   – область  в ,  – нецелое, ,  – целая, нецелая части s соотвественно. Мы можем определить пространство Соболева-Слободецкого  как  пространство  с нормой 
 

где



Положим  .
Известно, что норма

	

где   – пространство Бесова [11]. 
Определим весовое пространство Соболева-Слободецкого  как пополнение  по норме 
 


где  



Положим  .
Лемма 2.2. Пусть  - нецелое, ,  и 
 


Допустим, что  дифференцируема и  



где постоянная  не зависит от  .  Тогда 
 
	

Теорема 2.2. Пусть  – нецелое, и пусть  удовлетворяет условию (2.1). Тогда 

.

В теоремах 2.1 и 2.2 мы показали, что в семейство  могут входить весовые пространства Соболева, Соболева-Слободецкого   . Равенство  показывает, что семейство  содержит в себе пространство Соболева с весом , имеющим важное значение в теории максимальных операторов



Если оператор  ограничен, как оператор из  в , то  удовлетворяет условию -регулярности.

2.2 Операторы типа Шредингера. Следы на многообразиях

Рассматривался оператор

, 

заданный в пространстве  бесконечно дифференцируемых и финитных в  функций. Переменные коэффициенты  непрерывны в окрестности  компактного многообразия  в . Предполагается, что  удовлетворяет условию: для всех 



где  заданы. Множество таких многообразий содержит в себе гладкие многообразия, многообразия, удовлетвряющие условию Липшица. Будем также предполагать, что на  задана -размерности мера Хаусдорфа. 
Теорема 2.3. Пусть выполнены условия:
1) существует такая функция , что 



Через  обозначается куб 



2) 
Тогда оператор  ограничен, как оператор из  в пространство .  Норма



В теореме 2.3 приняты обозначения:
оператор следа из пространства  непрерывных в  функций в пространство   с конечной нормой 



Через   обозначается интерполяционное пространство



 – целые, . Через  обозначается весовое пространство Соболева с нормой 



Теорема 2.4. Пусть выполнены условия теоремы 2.3 и пусть . Тогда для любого замкнутого расширения  в   корректно определен ограниченный оператор



Получены условия существования ограниченного оператора следа  из весового интерполяционного пространства   в .


3 Сингулярные дифференциальные операторы в весовых пространствах с положительными индексами гладкости

3.1 Сингулярные дифференциальные операторы в весовых пространствах Соболева на оси

В данном подразделе рассматривается несамосопряженный оператор второго порядка 



заданный в классе  бесконечно дифференцируемых и финитных в  функций. Будем полагать, что коэффициенты   могут быть знакопеременными, но с условием . Запись  означает, что  п. в. в  и мера . Через  будет обозначаться мера Лебега . 
Пусть  есть пополнение класса   по норме



 пространство Лебега с нормой 



Ниже на промежутках  будет использоваться обозначение



Теорема 3.1. Пусть 



Тогда оператор  допускает замкнутое расширение



Пусть  измеримые функции в . При доказательстве теоремы 3.1 нами было использовано следующее условие 



ограниченности оператора 



действующего в . При этом норма [14]



Утверждение 3.1. Пусть  – конечный интервал, и пусть  и  связаны условиями: 

 при , либо  при .

Тогда  имеет в  непрерывную производную  и 



Здесь  – пространство Соболева с нормой



Утверждение 3.1 следует из известных оценок и свойств промежуточных производных в .
Лемма 3.1 [15]. Пусть  – интервал в , такая последовательность, что 
1)  в , 
2)  имеют в  обобщенные производные  и  при   в . 
Тогда  имеет в  обобщенную производную  и  в . 
Введем обозначения. Для  пусть  совокупность всех аффинных функций , для которых . Далее пусть . Функции  в . Положим 





Заметим, что . Поэтому



Лемма 3.2. Пусть  и выполнены условия: 
1)  
2) существует такое , что 



Тогда для всех 




Основная схема доказательства дана в [16] лемма 4.
Пусть  – веса в – положительная функция в . 
Будем говорить, что (весовая) пара  удовлетворяет условию  относительно функции  , если 



Функцию  при этом будем называть функцией длины. Запись: (относительно ). 
Будем говорить, что вес   в   удовлетворяет условию регулярности  относительно функции длины , если существует такое  что 



При записи оценок  будут обозначать положительные постоянные, значения которых зависят только от числовых параметров. Для переменных величин  запись  означает, что . 
Примеры. Из равенства  следует: 
1) Пусть . Тогда  относительно ф. д. . 
2) Пусть  Тогда  относительно ф. д. .
3) Заметим, что . Поэтому функция 



конечна и положительна в . При условии  пара  относительно ф.д. , а именно справедливо
Утверждение 3.2. Пусть . Тогда . 
Доказательство построено на том, что обратные предположения:  приводят к противоречию. 
Пусть . Положим 



Лемма 3.3. Пусть , вес   удовлетворяет условию  (относительно функции длины  ), на промежутке . Справедливы оценки







Доказательство следует из неравенств (3.7) и (3.9) для . 
Лемма 3.4. Пусть  удовлетворяет условию  относительно функции длины  и пусть:





Тогда: 
а) Каждая фундаментальная по норме   последовательность  имеет в  предел   .
b)  имеет непрерывную в  производную 
c) Для почти всех  существует конечная производная  . При этом . 
d) . 
	При доказательстве данной леммы были использованы лемма 3.1 и лемма 3.3. 
Теорема 3.2. Пусть  удовлетворяет условию регулярности  относительно функции длины . Справедливы утверждения: 
a) Если 





то оператор  допускает замкнутое расширение . 
b) Если к тому же



где 



то оператор L обратим.

3.2 Операторы типа Шредингера. Резольвента. Спектр

Рассматривался оператор типа Шредингера



  почти всюду в . Здесь  – соответственно множество всех натуральных чисел, пространство локально суммируемых в -мерном арифметическом пространстве  функций, пространство всех бесконечно дифференцируемых и финитных в  функций. 
Обозначим через  пополнение класса по норме 



 – пространство Лебега с нормой 



  весовое пространство Лебега с нормой 



Теорема 3.3. Оператор  в (3.12) имеет замкнутое инъективное расширение 



Доказательство. Пусть  Существует постоянная  такая, что 



Поэтому 





Переходя в (3.14) к пределу при , выводим, что  откуда следует, что оператор  имеет замкнутое расширение . Допустим, что 



(3.15) равносильно условию: 



Так как  то в силу (3.16)  в  
На каждом  



Переходя к пределу в (3.17), выводим: 



Следовательно . Доказано, что оператор  инъективен.
Ранее в работе [17] для самосопряженного расширения  оператора  были получены двусторонние оценки распределения собственных чисел. В данной работе получена оценка (сверху) распределения собственных чисел  с помощью других оценок. 
Пусть  Ниже нами будет использована специальная функция от  («бегущая средняя» Отелбаева): 



При   
 для всех .

Определение. Будем говорить, что  удовлетворяет слабому условию Макенхаупта (запись ), если существуют такие  что для всех 



Пусть  – пространство Соболева с нормой



где



Если , то квадратичная форма



порождает в  самосопряженный оператор , такой, что



Для (неограниченного) самосопряженного оператора  в гильбертовом пространстве  через  будет обозначаться количество собственных чисел, лежащих левее . Согласно вариационному принципу  равно максимальной размерности линейных подпространств , на которых



 – скалярное произведение в  (см. [18]).
Для функции распределения  справедливы оценки: существуют такие постоянные , что





Теорема 3.4. Пусть , и пусть выполнены условия:
1)  и 



2) .
Тогда существуют такие  что 



Доказательство. Пусть . Тогда найдется такое , что





С другой стороны,





Поэтому



И, следовательно, (3.19) имеет место для .
Пусть подпространство (линейное многообразие) в , на котором



В силу (3.19)



Поэтому



а из оценок (3.18) выводим, что для 



где . Теорема доказана.
Замечания. 1) Для получения оценок (3.18) был применен метод, данный, к примеру, в [19].
2) Оператор  в условиях теоремы 3.4 самосопряжен. Следовательно, резольвентное множество оператора  содержит 0 как внутреннюю точку.

3.3  Операторы типа Шредингера в весовых пространствах положительной гладкости

Пусть  – положительная локально суммируемая в евклидовом пространстве , удовлетворяющая любому условию Макенхаупта . Обозначим через  функцию (бегущую среднюю) 



где  – натуральное число,   – куб с центром в  с ребрами длины  и параллельными осям координат. Пусть ,  весовые пространства Соболева с нормой: 



соответственно Бесова с нормой



где  – стандартная полунорма невесового пространства Бесова  
Утверждение 3.3. Пусть  нецелое,  весовая функция  в  удовлетворяет слабому условию Макенхаупта. Пусть . Тогда имеет место оценка:



где постоянная  не зависит от .
Пусть ,  на кубе   



Положим 



Утверждение 3.4. Пусть  – нецелое,   вес в  удовлетворяющий условию . Пусть . Тогда справедливо неравенство:



Теорема 3.5. Пусть выполнены условия утверждения 3.4 с . Тогда минимальный оператор  продолжается до ограниченного оператора

,

где 

 


ЗАКЛЮЧЕНИЕ

За отчетный период (согласно календарному плану) были проведены исследования по двум основным направлениям:
– исследование асимптотического поведения решений и анализ индексов дефекта сингулярных дифференциальных уравнений (операторов) с регулярными, нерегулярными (осциллирующими) коэффициентами четных, нечетных порядков, с вырождениями;
– исследование операторов типа Шредингера в весовых пространствах положительной гладкости (пространства потенциалов), введенных в данном проекте (вопросы ограниченности, существования резольвенты, индексы дефекта, описания следов на многообразиях). 
Поставленные задачи являлись актуальными, требующими развития специальных методов исследования.
Получены следующие результаты:
Построены новые методы исследования асимптотического поведения решений и анализа индексов дефекта для сингулярных дифференциальных уравнений (операторов) четных, нечетных порядков, с вырождениями, с осциллирующими, в частности, коэффициентами. Проведен анализ индексов дефекта для модельных уравнений, в частности, для оператора Штурма-Лиувилля с вещественным потенциалом специального вида.
Для исследования операторов типа Шредингера в весовых пространствах потенциалов были получены необходимые для этого описания интерполяционных пространств, пространств (точечных) мультипликаторов. Были получены теоремы об ограниченности операторов типа Шредингера в весовых пространствах потенциалов, утверждения о существовании резольвенты, оценки спектра.
В дополнение были получены оценки интерполяционных поперечников для двучленного дифференциального оператора с компактным обратным, теоремы о существовании инъективного замкнутого расширения для одного несамосопряженного оператора на оси в весовых пространствах Соболева. Было доказано, что семейство весовых пространств потенциалов включает в себя определенные виды весовых пространств Соболева, Соболева-Слободецкого, Бесова.
Все полученные результаты являются новыми, имеющими высокую, существенную теоретическую значимость. Методы исследования, развитые при реализации проекта, могут быть использованы для системного развития теории дифференциальных операторов в шкалах весовых пространств положительной гладкости, системного исследования асимптотического поведения решений сингулярных дифференциальных уравнений (на оси) с нерегулярными коэффициентами.
По результатам исследований опубликованы 5 статей в рецензируемых журналах, имеющих импакт-фактор, 1 статья в зарубежном журнале, 9 тезисов в материалах 5 международных конференций и 1 статья принята в печать журнала «Математические заметки», индексируемый в базе Web of Science.
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