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РЕФЕРАТ 

Есеп беру мазмұны: 114 бет, 26 сурет, 11 кесте, 58 библиографиялық көздер, 6 қосымшалар.
МАТЕМАТИКАЛЫҚ МОДЕЛДЕУ, КЕРІ ЕСЕП, СӘЙКЕСТЕНДІРІЛІМДІК,  ЭПИДЕМИОЛОГИЯ, ФАРМАКОКИНЕТИКА, ТИІМДІЛЕУ, РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ, ГРАДИЕНТТІК ӘДІС, СОЛОУ МОДЕЛІ. 
Зерттеу немесе жобалау нысаны  жаратылыстанудың кері және қисынды емес есептерінің математикалық модельдерінің сандық сәйкестендірілуі.
Жұмыстың мақсаты – параллельді есептеулерді қолдана отырып, жаңа біріктірілген сандық әдістерді құруды қоса алғанда, жаратылыстанудың кері және қисынды емес есептерін шешудің орнықты, сәйкестендірілетін, сандық әдістерін әзірлеуден тұрады.
Жұмысты жүргізу әдісі немесе әдістемесі. Кері есепті қисынды шешу үшін практикалық сәйкестендіру қажетті. Кері есеп мақсатты функционалды минимизациялау есебіне келтірілді. Сәйкес есептерге Гельфанд-Левитан-Крейн әдісі, Солоу моделі үшін дифференциалды эволюция алгоритмі қолданылды.
Жұмыстың нәтижесі және оның жаңалығы. Медицина, биология, геофизика және экономиканың математикалық модельдері үшін кері есептерді сандық шешу алгоритмдері әзірленді. М. Г. Крейн теңдеуінің жаңа үш өлшемді аналогы алынды.. Солоудың кеңістіктік математикалық моделі үшін өндірістік функция анықталды.
Негізгі конструктивті, технологиялық және технико-эксплуатациялық сипаттамалары. Барлық сандық шешімдер жоғары өнімді компьютерлерде жасалды.
Енгізу дәрежесі. Нәтижелерді енгізу эксперименттік деректерді сынағаннан кейін және оны нақты статистикамен салыстырғаннан кейін жоспарланады.
Енгізуге ұсыныстар немесе ғылыми зерттеу жұмыстарының  мәліметтерін енгізудің нәтижелері. Нәтижелерді өндіріске енгізуі денсаулық сақтау, экономика және геофизика ұйымдарына өз салаларында болжам жасауға мүмкіндік береді.
Қолдану саласы. Есептеу математикасы, биология, медицина, экономика, геофизика.
Экономикалық тиімділік немесе жұмыстың маңыздылығы. Жобаның нәтижелері адами капиталды дамыту үшін медициналық диагностика, сейсмикалық барлау, экономика, су сапасының мониторингі проблемаларын зерттеу кезінде пайдаланылатын болады.
Зерттеу объектісінің дамуы үшін болашаққа ұсыныстар. Зерттеу нәтижелері геофизика, сейсмобарлау, фармакокинетика, эпидемиология және экономиканың жаңа технологияларының дамуына әсер етеді.
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Отчет содержит: 114 стр., 26 рис., 11 табл., 58 библиограф. источников, 6 приложения.
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА, ИДЕНТИФИЦИРУЕМОСТЬ, ЭПИДЕМИОЛОГИЯ, ФАРМАКОКИНЕТИКА, ОПТИМИЗАЦИЯ, РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ, ГРАДИЕНТНЫЙ МЕТОД, МОДЕЛЬ СОЛОУ. 
Объектом исследования является численная идентифицируемость математических моделей обратных и некорректных задач естествознания.
Цель работы состоит в разработке устойчивых, идентифицируемых, численных методов решения обратных и некорректных задач естествознания, включая построение новых комбинированных численных методов с использованием параллельных вычислений. 
Метод или методология проведения работы. Практическая идентифицируемость необходима для корректного решения обратной задачи. Обратная задача сведена к задаче минимизации целевого функционала. Применен метод Гельфанда-Левитана-Крейна, алгоритм дифференциальной эволюции для модели Солоу в соответствующих задачах.
Результаты работы и их новизна. Разработаны алгоритмы численного решения обратных задач для математических моделей медицины, биологии, геофизики и экономики.  Получен новый трёхмерный аналог уравнения М.Г. Крейна. Идентифицирована производственная функция для пространственной математической модели Солоу.  
Основные конструктивные, технологические и технико-эксплуатационные характеристики. Решения выполнены на высокопроизводительных компьютерах.
Степень внедрения. Внедрение результатов планируется после апробации экспериментальных данных и сравнения с реальными статистическими данными.
Рекомендации по внедрению или итоги внедрения результатов НИР. Внедрение результатов в производство даст возможность организациям здравоохранения, экономики и геофизики осуществлять прогнозирование в своих отраслях.
Область применения: вычислительная математика, биология, медицина, экономика, геофизика.
Экономическая эффективность или значимость работы. Результаты проекта будут использованы при исследовании проблем медицинской диагностики, сейсморазведки, экономики, мониторинга качества воды для развития человеческого капитала.
Прогнозные предложения о развитии объекта исследования. Результаты исследований повлияют на развитие новых технологий геофизики, сейсморазведки, фармакокинетики, эпидемиологии и экономики. 
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В настоящее время теория обратных и некорректных задач, основанная В.К.  Ивановым [1], М.М. Лаврентьевым [2], А.Н. Тихоновым [3], интенсивно развивается во всем мире. Общее определение понятия обратной задачи основывается на связи между пространством данных и пространством моделей. Прямые задачи изучают возможность определения измеряемых характеристик (совокупность всевозможных значений, которых образует пространство данных) по заданным параметрам системы (элементу пространства моделей). Обратные задачи, напротив, исследуют определение параметров системы, при условии, что известны значения измеряемых данных и, возможно, некоторые из характеристик системы. Так в первом разделе рассматривается исследование некоторых обратных задач, возникающих в биологии, медицине.
Отдельно следует отметить тесную связь коэффициентных обратных задач в математической геофизике, где часто требуется определить свойства среды или расположенных на некоторой глубине включений с помощью дополнительной информации, полученной путём измерения на поверхности волн, отражённых от неоднородностей среды. Распространение этих волн описывается уравнениями в частных производных, полученными из фундаментальных законов сохранения, а свойства среды и параметры объекта, например, акустические или электромагнитные, описываются коэффициентами этих уравнений. Таким образом, возникает задача определения коэффициентов гиперболических уравнений по дополнительной информации, измеренной на части границы [4]. Этим вопросам посвящен второй раздел отчета.
Как правило, решение обратных задач является довольно трудоёмким процессом. Главные трудности при решении обратной задачи связаны с её некорректностью, которая может проявляться как в отсутствии теоремы единственности, так и в неустойчивости по отношению к ошибкам измерений. Кроме того, дополнительные сложности при разработке методов решения оказывает влияние тот факт, что обратные задачи, как правило, являются нелинейными, в связи с этим возникает необходимость в исследованиях в данном направлении, что в отчете подробно раскрыто в разделах 1-3 на примере конкретных областей естествознания: медицины, биологии, геофизики и сейсморазведки, экономики.
Различные типы задач, трудности, связанные с некорректностью постановок, различные варианты задания дополнительной информации – всё это обуславливает существование широкого класса численных методов решения обратных задач [5]. При этом обобщение существующих алгоритмов с одномерного случая на более сложные постановки, когда свойства модели зависят от двух и трёх переменных, может быть затруднительным с вычислительной точки зрения. Так, многие разработанные алгоритмы основаны на оптимизационном подходе – коэффициенты уравнений (параметры модели) выбираются таким образом, чтобы моделируемый отклик среды был максимально близок к измеренному, что показано во всех разделах представленного отчета. С математической точки зрения это означает сведение задачи к оптимизации некоторого целевого функционала [6–8]. Решение задачи оптимизации, как правило, производится итерационными методами, и на каждом шаге итерационного процесса необходимо решать соответствующую прямую задачу (а в случае, например, градиентных методов, ещё и сопряжённую задачу). Следовательно, эффективность подобных алгоритмов существенно зависит от того, насколько быстро удаётся решать прямую задачу. Однако с увеличением размерности задачи даже однократное решение прямой задачи требует большого объёма памяти и вычислений, и зачастую возможно только с использованием суперкомпьютеров, что было применено в разделах 1-3 данного отчета, а именно параллельные вычисления на высокопроизводительных компьютерах, пакеты программ реализованы на высокоуровневых языках программирования. Результаты визуализированы на многочисленных графиках. 
Другим важным аспектом является использование во многих разработанных методах априорной информации. Такие методы подразумевают наличие некоторой «опорной» модели среды, которая является начальным приближением при восстановлении изучаемой среды. Тем самым достоверность решения обратной задачи существенно зависит от адекватности этой априорной информации.  
Математическим моделированием задач биологии и медицины в мире занимаются: H.W. Engl (Австрия, Университет Вены, обратные задачи для системной биологии), А.А. Романюха (Россия, ИВМ РАН, задачи эпидемиологии), H.T. Banks (США, Государственный Университет Северной Каролины, математическое моделирование иммунологических процессов, статистические методы решения обратных задач биологии), G. Mauri (Италия, Университет Милана-Бикока, системная биология, биоинформатика), O. Scherzer (Австрия, Университет Вены, обратные задачи фотоакустической томографии), R.M. Zinkernagel (Швейцария, Университет Цюриха, экспериментальная иммунология, физиология), Н.А. Колчанов (Россия, Институт Цитологии и Генетики, информационная биология, биоинформатика) и другие. В подавляющем большинстве исследований (H.T. Banks [9], H.W. Engl [10], H. Miao [11], S.M. Blower [12], Г.И. Марчук [13], C. Cobelli [14], J. DiStefano [15], R. Brown [16], M. Eisenberg [17], S. Saccomani [18], N. Meshkat [19], E. Carson [20], L. Audology [21] и др.) внимание уделяется, в основном, структуре математической модели и результатам численных экспериментов, а величины параметров модели, определяющие ход процесса распространения заболевания, иммунного ответа и параметров организма, обычно заимствуются из литературных источников. В результате этого прогнозы и рекомендации по организации противовирусных программ несут усредненный характер и не учитывают изменчивость и региональную специфику. В свете текущей пандемии данная проблема приобретает еще большую актуальность. Для сравнительного анализа, проверки методов и правильности их реализации можно использовать результаты работы Ксин-Ши Янга [22-24], разработчика различных эвристических алгоритмов для инженерной оптимизации, который, к нашей чести, является соавтором публикаций членов исследовательской группы проекта [25].
Разработка численных методов идентификации моделей экономики и финансовой математики [26–28], которые описывают процессы, происходящие с ценами на опционы и ценные бумаги, является первостепенной задачей не только государственных структур, но и корпораций и банковского сектора. При нынешнем мировом экономическом кризисе в связи с введенными ограничениями эти задачи становятся особенно своевременными. Проблемы, связанные с моделями экономики, раскрыты в 3 разделе отчета.
Основанием для разработки данной темы является постоянно возрастающая практическая значимость численных методов решения обратных задач естествознания; наличие большого совместного задела у участников проекта (имеется 3 совместных монографий и учебных пособий [5, 8, 29], а также более 50 совместных публикаций по теме проекта в высокорейтинговых журналах). 
Реализация данного проекта с дальнейшим внедрением его результатов в производство даст возможность медицинским центрам и организациям здравоохранения разработать новые технологические решения по осуществлению прогнозирования и контроля развития заболеваний, не углубляясь в детали математических моделей, а также предполагаемые результаты дадут толчок к выполнению последующих НИР по биостатистике (обработке реальных данных, уравнивания данных, создания статистических алгоритмов получения данных и их применения и т.п.) и биоинформатике (включить другие заболевания, комбинировать задачи эпидимиологии и фармакодинамики и т.п.), также в области геофизики и экономики.
Новые комбинированные численные методы с использованием кластерных параллельных вычислений реализованы на современных языках программирования отражают высокий научно-технический уровень разработок.
Обратные и некорректные задачи математической физики и вычислительной математики, которые возникают из потребностей практики, являются актуальными проблемами современности. С появлением мощных компьютеров количество таких задач стало стремительно расти.  Эффективных численных результатов в этом направлении недостаточно, поэтому актуальным на сегодняшний день является распараллеливание численных методов с применением кластерных вычислений и облачных технологий.
Применение обратных и некорректных задач охватывает почти все сферы науки, техники, в т.ч. геофизики, медицины и экономики. Инновационность исследований заключается в том, что разработанные программные продукты в рамках проекта могут быть адаптированы для решения широкого класса обратных и некорректных задач, встречающихся во многих практических приложениях, которые возникают в междисциплинарных областях.
Настоящее исследование включает в себя разработку и обоснование новых численных методов идентифицируемости и эффективных вычислительных алгоритмов для решения обратных и некорректных задач естествознания. 
Исследования идентифицируемости обратных и некорректных задач ранее не проводились. Анализ практической идентифицируемости является важным шагом в исследовании математической модели, он необходим для корректного решения обратной задачи, так как показывает единственность, существование и устойчивость решения.
В ходе научного исследования, было опубликовано 39 публикаций:
- были опубликованы 5 публикаций в рецензируемых зарубежных научных изданиях, индексируемых в базах данных Web of Science и Scopus с ненулевым импакт-фактором, из них 1 в материалах конференции.
- подготовлена к печати монография «Численные методы решения обратных и некорректных задач естествознания» (ISBN 978-601-298-914-4) (Приложение Б).
- результаты работ отражены в открытой печати в научных изданиях: 10 публикаций в журналах, рекомендованных КОКСОН МОН РК, и докладывались на 23  Международных конференциях, симпозиумах.
- исследовательской группой с участием ученых Шанхайского Университета Финансов и Экономики была организована Международная научная конференция «Inverse Problems in Finance, Economics and Life Science», Алматы, 31 августа – 4 сентября 2019 г.
Значимость проекта в международном масштабе заключается в его фундаментальной комплексной направленности на новые задачи в биологии, медицине, геофизики и экономики. 
Инвентарный номер промежуточного отчета за 2018 год: 0218РК00434.
Инвентарный номер промежуточного отчета за 2019 год: 0219РК01038.
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Системы нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) описывают процессы в биологии и медицине, а именно, иммунологии, эпидемиологии, фармакокинетике, социологии, экономике и др. Уравнения строятся на основе закона баланса масс и работают в замкнутой системе. Коэффициенты систем ОДУ характеризуют важные параметры иммунного ответа, скорости распространения заболевания в районе, скорости всасывания лекарственных препаратов и др., которые не могут быть определены из статистических данных и нуждаются в уточнении. Уточненные индивидуальные параметры позволят составить наиболее эффективный план лечения и план мероприятий по устранению и лечению заболевания. Одним из способов идентификации степени поражения иммунной системы, а именно параметров заболевания, иммунного ответа, а также определение оптимального лечения, является математическое моделирование. 
По найденным характеристикам иммунного ответа уже можно численно проанализировать оптимальные программы контроля лечения заболевания. На примерах математических моделей иммунологии (динамики ВИЧ) и эпидемиологии (ко-инфекции ВИЧ и туберкулеза) показаны исследования на идентифицируемость математических моделей для систем ОДУ, устойчивости обратных задач и методы их численного решения и вычислительной оптимизации, которые необходимы для разработки алгоритма регуляризации решения обратных задач. Также для определения таких важнейших показателей качества воды как биохимическая потребность воды в кислороде и коэффициент скорости биохимического потребления кислорода до настоящего времени использовалось аналитическое решение обратной задачи системы дифференциальных уравнений, описывающих процесс биохимического окисления органического вещества в водном объеме при отсутствии аэрации. Это решение было получено для частного случая, когда периоды двух измерений биохимического потребления кислорода (периоды инкубации) были кратными величинами. В данном исследовании приводится формулировка и численное решение обратной задачи для общего случая, когда периоды инкубации не обязательно являются кратными величинами.
В предложенных математических моделях содержится множество параметров, некоторые из них получены из статистической информации. 
Исследованы теоретическая и численная идентифицируемость математических моделей медицинской биологии [11]. Изучены методы анализа матрицы чувствительности обратной задачи для математической модели системы нелинейных ОДУ. 
Были разработаны численные решения методами ортогональным [30] и собственных значений [31]. Приведенная в работе математическая модель эпидемиологии ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ была проверена с помощью программного пакета COMBOS, который показал, что модель является структурно идентифицируемой. 
Анализ практической идентифицируемости является важным шагом в исследовании математической модели, он необходим для корректного решения обратной задачи, так как показывает единственность, существование и устойчивость решения. Были теоретически исследованы математические модели распространения ко-инфекции ТБ и ВИЧ и динамики ВИЧ инфекции. Анализ чувствительности осуществлялся методами собственных значений и ортогональным. Для идентифицируемости был предложен метод Монте Карло. Для математической модели распространения ко-инфекции ТБ и ВИЧ были исследованы на идентифицируемость 6 параметров: скорость развития активной формы ТБ без и с ВИЧ, скорость лечения ТБ без ВИЧ и скорости переходов ВИЧ в СПИД для групп, зараженных ВИЧ и активной формой ТБ, зараженных ВИЧ и латентно ТБ и зараженных ВИЧ без ТБ. Методами чувствительности показано, что шесть параметров (из 15 доступных) однозначно идентифицируются по данным измерений количества инфекционных туберкулезом (без ВИЧ), инфицированных ТБ и ВИЧ и больных СПИДом в течение 5 лет. На практике, если матрица чувствительности имеет полный ранг, но собственные значения разного порядка, параметры, соответствующие наименьшим собственным значениям, теоретически идентифицируемы, но могут быть практически неидентифицируемы. При таких обстоятельствах подходы, основанные на чувствительности, по-прежнему полезны в смысле определения теоретически неидентифицируемых параметров и управления некорректностью линеаризованной обратной задачи. Методы практической идентифицируемости показали, что 2 параметра могут повлиять на решение обратной задачи.
Для математической модели динамики ВИЧ инфекции были исследованы на идентифицируемость 4 параметра: клетки-мишени типов 1 и 2 и уровни инфицирования популяций 1 и 2 по данным измерений концентраций свободных вирусов, клеток иммунного эффектора и сумме концентраций, инфицированных и нет Т-лимфоцитов в течение 90 дней. Методами анализа чувствительности показано неравномерное вхождение параметров в систему. Методы практической идентифицируемости применялись для исследования 3 параметров и показали, что еще один параметр может повлиять на решение обратной задачи.
Рассматривается модель эпидемиологии ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ. Пусть известна дополнительная информация о трех функциях в фиксированные моменты времени. Данная модель содержит множество параметров, 6 из которых индивидуальны в каждом конкретном случае и нуждаются в уточнении. Исходя из анализа идентифицируемости будем определять лишь 4 идентифицируемых параметра. 

Разработаны и проанализированы численные методы решения прямых задач для систем нелинейных ОДУ, описывающих процессы в фармакокинетике (математическая модель С-пептида), эпидемиологии (математическая модель ко-инфекции ВИЧ и туберкулеза, математическая модель туберкулеза с лечением) и иммунологии (математическая модель динамики ВИЧ с лечением), основанные на модификациях схем Рунге-Кутта, Эйлера. Проведена разработка и анализ численных алгоритмов решения обратных задач определения коэффициентов систем нелинейных ОДУ по дополнительной статистической информации. Обратная задача сведена к задаче минимизации целевого функционала .




Ввиду того, что задача минимизации целевого функционала является многопараметрической, то для определения глобального минимума необходимо применение комбинированных численных методов. Результаты численной реализации обратной задачи для математической модели ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ совмещенным методом имитации отжига с градиентным методом были представлен в табличной форме и были равны    . Для каждого параметра относительная ошибка меньше 0,001%, а параметры восстановлены лучше остальных, как показал анализ идентифицируемости. Результат решения прямой задачи при найденных параметрах приведен на рисунке Г.1 (Приложение Г) для трех измеряемых функций.  Таким образом, созданы эффективные численные алгоритмы решения обратных задач для систем ОДУ (для задач эпидемиологии, фармакокинетики и иммунологии), основанные на комбинировании стохастических и градиентных методов.
Для решения обратной задачи внутриклеточной динамики ВИЧ на основе эвристического метода (генетического алгоритма) получен вектор индивидуальных параметров конкретного пациента [32]. На рисунке Г.2 (Приложение Г) представлены графики решения прямой задачи для полученных параметров, и измерения концентраций в фиксированные моменты времени (треугольники). Из результатов видно, что, полученная величина относительной ошибки определения параметров модели достаточно мала, чтобы получить модель, хорошо согласующуюся с измерениями.
Когда индивидуальные параметры иммунитета и заболевания пациента идентифицированы, необходимо определить оптимальное лечение, подходящее конкретному пациенту. Полагая параметры модели известными, вводим лечение в математическую модель. Задача определения оптимального лечения состоит в нахождении функции по известным параметрам и начальным данным. Данная задача сводится к задаче минимизации функционала, в котором мы минимизируем вирусную нагрузку в организме и затраты на лечение. На основе принципа максимума Понтрягина получен оптимальный контроль лечения. На рисунке Г.3 (Приложение Г) представлены графики развития болезни для полученной функции контроля лечения (красная линия) и динамика развития заболевания для полного лечения (синяя линия). Графики показывают, что при полученном оптимальном лечении количество вируса и инфицированных Т-лимфоцитов и макрофагов в организме в конечный момент времени меньше, чем при полном лечении. Результаты анализа приведены в таблице Г.1 (Приложение Г). Для оптимизации численных расчетов к разработанным алгоритмам применены техники параллельного программирования.
Для задачи внутриклеточной динамики ВИЧ с лечением (иммунология) и для задачи распространения ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ (эпидемиология) применены стохастические методы, что позволило с высокой вероятностью определить область глобального минимума целевого функционала в задачах оптимизации. После этого оптимально использование детерминистских методов градиентного типа для гарантированного решения обратной задачи.
Рассматривается замкнутая система Стритера – Фелпса [33]:


			(1.1)


где  – время, функция L –концентрация растворенного органического вещества, функция C – концентрация растворенного кислорода, CS – концентрация кислородного насыщения, k0 и k2 – константы, характеризующие скорость биохимического потребления кислорода и скорость реакции. Условия


			(1.2)


Обратная задача: определить значения  так, чтобы соответствующее решение задачи (1.1), (1.2) удовлетворяло условию


 			(1.3)

Сформулируем в общем виде обратную задачу системы (1.1) – (1.3) как оптимизационную, связанную с минимизацией функционала вида


					 (1.4)


Требуется определить значения неизвестных параметров  из условия минимума целевого функционала (1.4). Для решения поставленной задачи используется градиентный метод [34] и метод Нелдера-Мида [35] . 




В случае, когда , рассматриваемая обратная задача допускает аналитическое решение. Аналитическое решение использовалось (Рисунки Г.4 – Г.6, Приложение Г) для проверки эффективности описанных алгоритмов. В таблице Г.2 (Приложение Г) приведены результаты вычислений с точными значениями , где  (суток). Из таблицы Г.3 (Приложение Г) следует, что при значениях , заданных с шумом в 10%, искомые параметры восстанавливаются хуже по сравнению решением для нулевого шума. Из рисунков Г.4 – Г.6 (Приложение Г) видно, что графики функций, соответствующие численному решению обратной задачи, достаточно близки аналитическому решению.
Рассматривается задача фармакокинетики развернутой двухкамерной кинетической модели С- пептида, содержащей 8 неизвестных параметров [36]:

	(1.5)

Кинетика С-пептида: ; секреции поджелудочной железы: α, β, m, G и h. Параметр G отвечает за концентрацию глюкозы. Для данной модели G=100, =1500. Где  - концентрация С - пептида в камере 1, - концентрация С-пептида в камере 2. Камера 1 представляет плазму крови, а камера 2 – ткани, x-количество неустойчивого (labile) инсулина в бета-клетках, y -доля запаса инсулина. Параметры   и  обозначают скорость передачи между двумя камерами, - убыток из камеры 1. 
Обратная задача системы (1.5) формулируется как оптимизационная, связанная с минимизацией функционала:


(1.6)

где  это точное решение,  – дополнительная статистическая информация с добавлением шума. Требуется определить значения неизвестных параметров вектора  из условия минимума целевого функционала (1.6).
Исходя из ранжирования параметров и чувствительности модели, было установлено, что ранжирование параметров сортируется в порядке убывания от самого идентифицируемого к самому неидентифицируемому. 
Изначально генерируется некоторое множество векторов (n≥4), называемых поколением t, представляющих собой возможные решения задачи оптимизации. 
Решалась обратная задача с помощью алгоритма дифференциальной эволюции по дополнительной статистической информации, полученной при решении прямой задачи, но с добавлением 10% шумов с нормальным распределением и нулевым средним, так как реальные данные не могут быть идеально точными.
Как видно на рисунке Г.7 (Приложение Г) восстановление значений параметров было весьма успешно, так как при решении прямой задачи с восстановленными параметрами, траектории концентраций повторяют динамику концентраций с истинными значениями параметров, где-то даже абсолютно сливаясь с решением прямой задачи (Рисунок Г.8, Приложение Г).
Численное решение поставленной обратной задачи дало следующие результаты задачи фармакокинетики (Таблица Г.4, Приложение Г).
Так как численное решение было получено стохастическим методом, в котором используется генератор случайных чисел, то целесообразным было нахождение средних значений восстановленных параметров, а также вычисление относительной ошибки от истинных значений. Нахождение относительной ошибки дало возможность сравнения ранжирования параметров (Таблица Г.5, Приложение Г).
Сравнение ранжирования параметров, как в программном пакете Amigo, так и через вычисление относительной ошибки, показало, что первая четверка параметров, как показано в таблице Г.5 (Приложение Г), является наиболее идентифицируемой, в то время как вторая четверка дает явно неудовлетворительные результаты восстановления параметров относительно истинных значений.
Фазовые портреты динамических систем позволяют исследовать на устойчивость указанные системы, не прибегая к их численному решению. В отчете на примере математической модели развития новообразования приведено исследование на устойчивость с помощью фазовых портретов.
Рассмотрена математическая модель Степановой для динамики иммунной реакции при развитии злокачественной опухоли [37], где экспоненциальный рост опухоли заменили моделью роста Gompertz [38-39]:

			(1.7)



Описание параметров модели приведено в таблице Г.6 (приложение Г). В первом уравнении первый член отвечает за пролиферацию лимфоцитов. Второй член этого уравнениямоделирует положительный эффект иммунной реакции на объем новообразования. Элемент описывает зависящее от состояния воздействие раковых клеток на стимуляцию иммунной системы. Эта система уравнений рассматривается в положительной области по x и y.
Теперь к модели (1.7) добавим член, отвечающий за лечение [40], химиотерапию u и коэффициент роста иммунитета v. Значения ,  моделируют полную дозу лечения в рассматриваемой области. При указанных дополнениях модель принимает вид:

				(1.8)

Здесь  и  - положительные коэффициенты, означающие отношение максимальной мощности дозы терапевтических средств к их действию. Полная доза химиотерапии моделируется при u ≡ 1, v ≡ 0, а полной дозе иммунного усиления соответствуют значения u ≡ 0, v ≡ 1.
Была проверена устойчивость в окрестности стационарных решений модели без лечения (1.8).  Тогда получаем собственные значения, которые характеризуют устойчивый фокус, характеризующие седло и устойчивый узел (Рисунок Г.9 слева, Приложение Г). Область притяжения фокуса соответствует доброкачественной ситуации, узла – злокачественной ситуации, а устойчивое многообразие седловой точки является сепаратрисой между доброкачественными и злокачественными областями.
Далее был исследован фазовый портрет при наличии погрешности в параметрах. Особые точки типа асимптотический устойчивый фокус, седло и асимптотически устойчивый узел (Рисунок Г.9 справа, Приложение Г). 
Проводились исследования для различных параметров, результаты которых показаны на рисунке Г.10 (Приложение Г). 
Из рисунка Г.10 б (Приложение Г) видно, если применять только иммунное усиление без химиотерапии, то точка равновесия, соответствующая злокачественной ситуации, присутствует, то есть при некоторых начальных данных одного усиления иммунитета недостаточно для уничтожения новообразования. В случае химиотерапии (Рисунок В.10 в, Приложение Г), мы имеем дело с доброкачественным небольшим новообразованием, не имеющим перспективы роста. При полных дозах и того, и другого (Рисунок В.10 г, Приложение Г) наблюдается устойчивый фазовый портрет, характеризующий среднестатистическую ситуацию здорового организма.
Анализ численного решения прямой задачи (исследование фазовых портретов) позволит выявить особенности математической модели, построить алгоритм ее гарантированного численного решения, а также применить его для решения обратной задачи.
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В рамках работы над проектом был разработан новый алгоритм восстановления плотности среды на основе метода И.М.Гельфанда – Б.М. Левитана – М.Г.Крейна [41– 43]. 
Целью работ на данном этапе была модификация алгоритма для задач, имеющих более приближенные к реальным задачам постановки. Рассматривается обратная задача для уравнения акустики:





Задача заключается в определении функции плотности среды . 
Новизна постановки заключается в том, что для решения обратной задачи используется система источников и приёмников, соответствующих площадной системе наблюдений:









Данная постановка соответствует рассмотрению последовательности задач, в которых источник локализован в некоторой точке  дневной поверхности , и для каждого значения параметра  известен отклик среды на этот источник, задаваемый функцией  . С одной стороны, такая система источников и приёмников является перспективной с точки зрения приложений. С другой стороны, с математической точки зрения это означает наличие сингулярной составляющей по горизонтальным переменным в функции источника. Учёт этой составляющей позволил получить новый трёхмерный аналог уравнения М.Г. Крейна, позволяющий определить плотность среды без аппроксимации обратной задачи конечным семейством одномерных задач (схема  - приближения, которая является наиболее часто встречающейся при использовании метода Гельфанда - Левитана - Крейна в многомерном случае). Задача оказывается эквивалентна решению следующего семейства линейных интегральных уравнений (новый аналог уравнения М.Г.Крейна):


.


Плотность среды   связана с решением семейства линейных интегральных уравнений следующим соотношением:
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Рассмотрим следующую обратную задачу для системы динамических уравнений теории упругости:





Здесь  - вектор смещения точек среды.



Задача состоит в определении параметров  определяющих упругие свойства среды, по результатам одного или нескольких экспериментов, в  результате которых измеряется смещение точек среды  на поверхности  .


Для решения этой задачи предложен алгоритм, основанный на использовании метода Гельфанда - Левитана во временной области. Задача оказывается эквивалентной восстановлению скорости поперечных волн  и параметра Ламе , являющихся коэффициентами следующей системы:








Для решения обратной задачи необходимо рассмотреть два эксперимента, один из которых связан с распространением SH-волн при воздействии на среду поверхностного момента вращения интенсивности , а другой - с распространением продольных волн при воздействии на среду источника вида нормальной сосредоточенной силы. В результате задача сводится к решению нескольких вспомогательных обратных задач для уравнений акустики и уравнения колебаний. Основная идея алгоритма заключается в сведении нелинейных обратных задач к системам линейных интегральных уравнений Фредгольма первого или второго рода. Решение уравнений Фредгольма проведено методом Монте-Карло, поскольку для решения обратной задачи необходимо находить не все решение уравнения Фредгольма, а только лишь его значение в одной заданной точке в соответствии с формулой  . 

[bookmark: _Toc54873047]2.3 Построение и апробация численных методов решения прямых и коэффициентных обратных задач. 

Рассмотрена задача, связана с идентификацией неоднородностей среды по результатам наблюдений акустических волн. Для решения такой задачи типа акустической томографии предлагается подход, рассматривающий задачу томографии как коэффициентную обратную задачу для системы гиперболических уравнений первого порядка, что позволяет рассматривать объекты со структурой, отличной от слоистой. Для решения этой системы используется метод, разработанный С.К. Годуновым, использующийся для решения широкого круга задач, связанных с гидродинамикой.
Рассматривалась следующая прямая задача:








Данная система описывает распространение плоских акустических волн в среде в двумерном случае. Здесь  компоненты поля скорости (по координатам  соответственно),  – превышающее давление. Функции  описывают плотность и скорость распространения звука в среде. 
Предполагается, что в начальный момент времени зондируемая среда находится в состоянии покоя: 
На границе рассматриваемой области также заданы однородные граничные условия, моделирующие условие полного поглощения волн на границе:

Для решения поставленной задачи был использован метод С.К. Годунова. Основным структурным элементом метода является решение задачи Римана разностной сетки, которая в общем виде может быть записана следующим уравнением: .

Как правило, параметры среды в соседних ячейках достаточно близки [44], что позволяет аппроксимировать эту нелинейную задачу некоторым линейным приближением: 
Схема С.К.Годунова задаётся следующими соотношениями [8]:









Здесь  – значения функции  (аналогично для функций ) при .  – решения задачи Римана, которые задаются следующим образом:




Для их определения используются решения модельных задач «расчёта распада разрыва», связанных с распространением акустических волн в окрестности границы, на которой акустические параметры терпят разрыв. Устойчивость этой схемы гарантируется условием Куранта-Фридрихса-Леви [44]:


.


Здесь константе  соответствует максимальное значение скорости звука в рассматриваемой области. Точное решение прямой задачи и решение прямой задачи методом С.К. Годунова (один источник) в Приложении Д. 


Обратная задача. Также для данной модели была решена обратная задача. Предположим, что в точках с координатами  расположены датчики давления: .


Обратная задача заключается в определении плотности  по набору данных . Рассматриваемая обратная задача эквивалентна поиску минимума функционала невязки [45]:


.

Градиент функционала имеет вид:


.


Здесь  - решение задачи






Данная задача решается на основе схемы Годунова аналогично предложенному выше случаю. На рисунке 2.1 показаны точное решение и на рисунке 2.2 численное решение обратной коэффициентной задачи. 
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	Рисунок 2.1 – Точное решение
	Рисунок 2.2 – Решение обратной задачи (1500 итераций)
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Проблема выявления основных факторов экономического роста и анализа механизмов их влияния на развитие национальных экономик является одной из наиболее актуальных проблем в современной экономической теории. В том числе актуально численное исследование определения параметров динамических систем, возникающих в финансово-экономических проблемах. Важность параметров, которые трудно измерить, велика, поэтому их определение поможет составить прогнозы и план работы на будущее на государственном уровне. Эффективным методом восстановления параметров является решение обратной задачи. Для неоклассических моделей экономического роста характерны такие постулаты, как самостоятельное поведение людей, имеющих полную и актуальную информацию, максимизация полезности частными лицами и максимизация прибыли фирмами, а также рациональные предпочтения людей между результатами. 
Существует достаточно широкий класс моделей, использующих различные подходы к функции полезности, вовлечению человеческого капитала и др., такие как модель Солоу, модель Узавы-Лукаса, модель Агьона-Ховитта и другие [46-48]. В проекте была выбрана модель Менкью-Ромера-Вейла (Mankiw-Romer-Weilmodel) [49]. С одной стороны, эта модель является развитием модели Солоу за счёт включения человеческого капитала в факторы производства, что даёт возможность описать межстрановые различия экономических параметров. С другой стороны, имеется достаточно явная связь между моделью Менкью-Ромера-Вейла и моделью аккумулированного капитала (AK-модель, относительно новый класс моделей экономического роста). 
Неоклассическая экономическая модель Солоу описывает эволюцию валового выпуска -  с использованием следующих показателей, как: трудовые ресурсы - , накопительный капитал -  и технологический прогресс -  И поскольку выходной параметр модели должен быть стабильным показателем продуктивной экономики, тогда берется валовой внутренний продукт (ВВП), который представляет собой макроэкономический индекс, отражающий рыночную стоимость всех конечных товаров и услуг, произведенных в течение года в стране [50]. Математическим обозначением, связывающим эти переменные, является: , где  представляет собой производственную функцию. Предполагается, что производственная функция однородна, что означает 
Также можно отметить, что производственная функция удовлетворяет следующему условию



Модель Солоу берет темпы экономии, роста населения и технического прогресса как экзогенные. Есть два источника, капитал и труд, которым выплачиваются их предельные продукты. Предполагалась производственная функция Кобба-Дугласа, поэтому производство в момент времени t дается как

			 (3.1)

Предполагается, что L и A растут экзогенно со скоростью

					(3.2)
					(3.3)

Количество эффективных единиц труда, A(t)L(t), растут со скоростью n+g. Модель предполагает, что sk это норма сбережений. Определяя k как капиталовооруженность на эффективную единицу труда, k = K/A и y как производительность на эффективную единицу труда, y = Y/AL, где мы заменяем y(t) как kα(t), поэтому эволюция k определяется как

			(3.4)

где  темп износа капитала (амортизация). Сумма скоростей роста населения, технологического прогресса и амортизации может быть переписана как . Поэтому прямая задача, которую мы решаем, имеет следующий вид

				(3.5)

Произведённый продукт тратится на инвестиции в физический и человеческий капитал, а также на потребление (экспорт/импорт отсутствуют). Также будем считать, что заданы темпы технологического прогресса , темпы роста населения  и темпы выбытия (износа) капитала . 
В обозначенных условиях основные уравнения модели выглядят следующим образом:




Эти уравнения соответствуют динамике физического и человеческого капитала (их увеличение на число инвестиций и уменьшение в соответствии с нормой выбытия капитала). Далее, перейдём к удельным единицам – будем рассматривать величины       
Тогда, учитывая основные уравнения модели, а также условия  , получим:

				(3.6)

Здесь  - нормированная производственная функция: 



Для производственной функции Кобба-Дугласа имеем: .
Тогда уравнения модели Менкью-Ромера-Вейла принимают следующий вид:

				(3.7)

Также рассмотрим начальные данные вида: 		

					(3.8)

Система (3.7), (3.8) является задачей Коши для системы дифференциальных уравнений первого порядка и однозначно разрешима (в силу гладкости правых частей). 
В рамках работы над проектом была поставлена задача идентификации параметров модели (3.7), (3.8), заключающаяся в определении одного или нескольких параметров системы () по дополнительной информации:



Такие задачи возникают, например, при необходимости уточнения нескольких коэффициентов системы для того, чтобы получить лучшее приближение рассматриваемого экономического процесса.  Для простоты изложения рассмотрим задачу определения параметра .
Для решения этой задачи был выбран обобщённый метод наименьших квадратов. Суть метода заключается в минимизации следующего функционала:



Здесь  – весовые коэффициенты, отражающие значимость того или иного измерения. В случае если все весовые коэффициенты равны единице, то все данные обратной задачи равнозначны. В общем случае выбором подходящих весовых коэффициентов можно повысить устойчивость метода к ошибкам измерений, что особенно важно в силу некорректности и переопределённости поставленной задачи. Алгоритмы минимизации этого функционала могут быть различными. Так, в настоящее время проводятся эксперименты по использованию как градиентных методов, так и безградиентных (таких как алгоритм имитации отжига) и эвристических (алгоритм дифференциальной эволюции).
В данном эксперименте была использована модель, предложенная Мэнкью-Ромер-Уэйлом на базе модели Солоу [49]. Где они поменяли производственную функцию как

					(3.9)

где  и  вооружённость на эффективную единицу труда физическим и человеческим капиталом соответственно. Они предположили, что одна и та же производственная функция относится к человеческому капиталу, физическому капиталу и потреблению. Это означает, что одна единица потребления может без каких-либо затрат превращаться в одну единицу физического капитала или одну единицу человеческого капитала. Кроме того, предполагается, что человеческий капитал обесценивается с той же скоростью, что и физический капитал [51, 52].
Для решения прямой задачи второго эксперимента были использованы следующие начальные условия и коэффициенты (истинные): ,  ,  ,  , , , , на временном промежутке до 10 лет и были получены следующие результаты решения прямой задачи (Рисунок 3.1).
На графике показано, что оба капитала, физический и человеческий, испытывают экспоненциальный рост на всем временном промежутке  повторяя траектории друг друга и не пересекаясь. График физического капитала начинался с 10 миллиардов и за 10 лет достиг почти 60 млрд., тогда как человеческий капитал вырос с 0.1 млрд. до 36 млрд. за аналогичный период. Полученный результат, где было взято всего 10 точек, помог нам восстановить график (Рисунок 3.2) используя только полученные данные по физическому капиталу и идентификации неизвестных 5 коэффициентов (Таблица 3.1).
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	Рисунок 3.1 – График прямых решений по k – запас физического капитала (голубая пунктирная линия) и h - запас человеческого капитала (красная линия с кругами)
	Рисунок 3.2 – Восстановление двух графиков (красная пунктирная и фиолетовая линии) используя только полученные данные по физическому капиталу (10 синих крестиков)




Таблица 3.1 – Сравнение восстановленных значений (используя только полученные данные по физическому капиталу) с истинными
	Коэффициенты
	Истинное значение
	Восстановленные значения
	Разница

	sk
	0.3
	0.3576
	0.0576

	sh
	0.2
	0.1469
	0.0531

	α
	0.6
	0.6599
	0.0599

	Β
	0.5
	0.5031
	0.0031

	s
	0.042
	0.0806
	0.0386



Как видно, воссозданная линия графика проходит через известные данные, что означает, что обратная задача решена достаточно корректно. Также график повторил экспоненциальный рост и не превысил последнюю измеренную точку при , тогда как линия графика запаса человеческого капитала показала аналогичный путь и повторила график прямого решения (желтые звезды), но с 4-го года график начал разница с данными, и с годами он становился все больше. Четко показано, что два коэффициента из пяти идентифицированы почти правильно с небольшими расхождениями, как 0,0599 и 0,0576 в коэффициентах α и sk, а также коэффициент β показал отличный результат с остатком от истинного решения, равным 0,0031, в то время как другие два параметра sh и s имеют ошибки и разницу в значениях от истинного решения, равные 0.0531 и 0.0386 соответственно.
После довольно успешного восстановления параметров только с использованием данных одной переменной мы попытались сделать это с набором данных обеих переменных и получили достаточные результаты (Рисунок 3.3, Таблица 3.2).
Несмотря на то, что есть некоторые расхождения физического капитала с известными данными, а также его рост в конце периода и расхождения человеческого капитала с его известными данными в середине периода, коэффициенты идентифицированы намного лучше, чем в предыдущем эксперименте (Таблица 3.2).
Как видно, коэффициенты α и β немного ухудшались, на 0.0788 и 0.1402 соответственно, чем в эксперименте, описанном выше, но также близки к истинному решению. Что касается параметров  и , они показали значительный прогресс в идентификации, став действительно близким к истинным значениям и уменьшили разницу до 0.0134 и 0.0217 соответственно. Также коэффициент  идентифицировался слишком плохо и был далеко за 0.0382 от истинного значения. Ухудшение параметров α и β можно объяснить сильным сходством уравнений и небольшой разницей значений коэффициентов.
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Рисунок 3.3 – Восстановление двух графиков (красная пунктирная и фиолетовая линии) используя только полученные данные по физическому и человеческому капиталу (10 синих кругов и звезд)

Таблица 3.2 – Сравнение восстановленных значений (используя полученные данные по физическому и человеческому капиталу) с истинными
	Коэффициенты
	Истинное значение
	Восстановленные значения
	Разница

	sk
	0.3
	0.3134
	0.0134

	sh
	0.2
	0.1783
	0.0217

	Α
	0.6
	0.5212
	0.0788

	β
	0.5
	0.6402
	0.1402

	s
	0.042
	0.0038
	0.0382



Такая проблема с большими остатками при идентификации неизвестных параметров относится к проблеме анализа идентифицируемости, которая может дать нам дополнительную уверенность в запрограммированной программе, выбранном методе и алгоритме, который помогает находить неизвестные значения путем указания идентифицируемых и неидентифицируемых параметров, к которым некоторые из наших коэффициентов могут относиться.



[bookmark: _Toc54873050]3.2 Разработка численных методов идентификации моделей финансовой математики 

В математических моделях экономики и социальных наук возникают коэффициентные обратные задачи для параболических уравнений с данными, заданными внутри области [34]. Искомые коэффициенты могут характеризовать такие важные характеристики как фондовооруженность, производительность труда, потребление, межличностные взаимодействия и т.д. Данные, заданные внутри области, как правило, характеризуют либо некоторую референтную группу (социальный опрос), либо данные, измеряемые на некотором временно-пространственном промежутке. 
Разработан метод определения волатильности опциона на продажу в коэффициентной обратной задаче для уравнения Блэка-Шоулза.

		 

	0.

Здесь . Обратная задача состоит в определении вектор-функции 

.

Обратная задача формулируется в виде минимизации целевого функционала



Градиентным методом



Введем функцию



И параметры




Тогда в случае постоянных коэффициентов решение прямой задачи можно получить по формулам для европейского опциона на покупку:

 

для европейского опциона на продажу:

 

На рисунке 3.4 показаны результаты численного решения прямой задачи.
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	Рисунок 3.4 – Решение прямой задачи



Разработан алгоритм определения волатильности и доходности на фондовом рынке, основанный на градиентном методе минимизации целевого функционала. Построен градиент функционала на основе решения соответствующих сопряженных задач. Приведены результаты численных расчетов. Численные расчеты показали, что добавление информации о ценах однотипных опционов с различными датами выпуска позволяет улучшить точность и увеличить интервал восстановления функции волатильности (Рисунок 3.5)
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Рисунок 3.5 – Кривая, на которой измеряются данные. Разность между точным и приближенным решением на 5000 итерации

Большое число численных расчетов позволило сформулировать необходимые условия на гладкость и интервал изменения данных для восстановления волатильности и доходности на фондовом рынке, зависящем не только от пространственного коэффициента, но и от времени.
Отметим, что имеющиеся теоретические результаты указывают на сильную некорректность (логарифмическую устойчивость) исследуемой обратной задачи. Для определения параметров, которые могут быть найдены устойчиво, и условий по данные обратной задачи нужные для этого, достаточно провести спектральный анализ (сингулярное разложение) линеаризованной задачи [34].
Реализован новый численный метод решения задачи оптимального управления для решения обратной задачи стохастических дифференциальных уравнений для описания экономической ситуации. Оптимальная норма потребления с увеличением времени монотонно уменьшается до определенного значения, а затем колеблется в его окружении. Оптимальная доля общего богатства, имеющегося в запасе, является постоянной. Т.е. оптимальной инвестиционной стратегией является сохранение половины средств в рискованном активе, а оставшаяся часть в безрисковоми придерживается нормы потребления, показанной на рисунке 3.6.
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Рисунок 3.6 – Оптимальное распределение капитала инвестора в течение 12 месяцев

[bookmark: _Toc54873051]3.3 Построение и апробация разработанных численных методов идентификации моделей в медицине, экономике и финансовой математике.

Рассмотрим масштабированную начально-краевую задачу для математической модели, описывающей динамику капитала характерным доходом населения, расположенного в точке  во временной точке  [53, 54]. Затем математическая модель  с добавлением начальных и граничных условий переписывается следующим образом:

			(3.10)

Здесь  это масштабированный коэффициент, а  скорость амортизации капитала.

,

	 обозначает технологический уровень в точке  во временной точке . Стандартная неоклассическая производственная функция предполагает быть неотрицательной, возрастающей и вогнутой, и соответствовать условиям Инада, то есть



Мы будем отталкиваться от предположений относительно вогнутости в районе нуля, а также от первого условия Инада и допустим общие выпукло-вогнутые производственные функции, как например в [54].

				(3.11)

Такие примеры  представляют особый интерес, потому что они связаны с потенциальным существованием «ловушек» бедности. Определяем множество допустимых производственных функций



где  является фиксированной константой, которую можно понимать как максимальный рост, на который способна экономика.
Технологический уровень  определяется уравнением диффузии вида



где  может быть либо константой, либо функцией, зависящей только от пространства, либо функцией, зависящей как от пространства, так и от времени.
Граничное условие Неймана в задаче (3.10) представляет собой отсутствие потока капитала через границу и, следовательно, замкнутую экономику.
В [54] авторы доказали корректность прямой задачи (3.10) в пространстве  , если ,  и  . Более подробный анализ этой модели можно найти в [55].
Выбор производственной функции имеет решающее значение для экономической модели, поскольку ее форма сильно влияет на распределение капитала. В целом, данные об экономической ситуации, например о валовом внутреннем продукте (ВВП) в разных регионах и разных странах, легко доступны. Предположим, что у нас есть дополнительная информация о ВВП некоторой пространственной экономики в фиксированные пространственные и временные точки:

	(3.12)

Здесь  – Гауссовский шум в измерениях. Обратная задача (3.10), (3.12) заключается в идентификации производственной функции (3.11) (или идентификации параметров ) начально-краевой задачи (3.10) с использованием дополнительных измерений (3.12). Это означает, что у нас есть нелинейное отображение параметра в решении



отображая производственную функцию  на соответствующее распределение капитала   Где  - Евклидово пространство измерений.
Обратная задача (3.10), (3.12) некорректна [56], т.е. решение  неединственно и может быть неустойчивым [54]. 
Сведем нашу обратную задачу (3.10), (3.12) к задаче оптимизации, заключающейся в минимизации функционала

	(3.13)

Где  это характеристическая функция неполных измерений (3.12). В нашем случае функционал (3.13) имеет следющую форму



Оптимизационная задача может быть решена такими различными методами, как градиентные метод, стохастические методы и т.д. [57]. Функционал (3.13) имеет множество локальных минимумов из-за некорректности обратной задачи (3.10), (3.12).
Рассмотрим масштабируемую область моделирования  с  и  (здесь  пронумерованные регионы с различным ВВП и  время в годах). После обезразмеривания мы получаем новую расчетную область , в которой формулируется математическая задача (3.10). Предположим что . Мы задаем равномерную сетку с  узловыми точками в пространстве и  узловыми точками по времени, что приводит к размерам пространственного шага  и временного шага . Для дискретизации диффузии использовалась классическая разностная аппроксимация второго порядка. Производная по времени аппроксимируется конечной разностью «назад» первого порядка.
Предполагаем начальное условие  как кусочную функцию на интервале :



Мы получаем смоделированные данные  из (3.12) для разных  и  решая прямую задачу (3.10) с производственной функцией



представленной на рисунке 3.7 (Рисунок 3.7, слева) и двумя типа технологического уровня  (см. ниже). Измерения равномерно распределены в пространстве на отрезке  и времени на отрезке  (пример для M = 5, N = 6 на рисунке 3.7 (справа)).
Затем мы добавляем гауссовский шум к данным обратной задачи (3.12) следующим образом:



Здесь  - нормально распределенные моделируемые случайные величины с нулевым средним и единичной дисперсией, ε - уровень погрешности.
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Рисунок 3.7 –Точная производственная функция  (слева) и карта решения прямой задачи  с точками  измерений (3.12) для  (справа)

Для алгоритма дифференциальной эволюции мы полагаем размер популяции  и выбираем параметры  и  как лучшую комбинацию характеристик сходимости для алгоритма [58]. Устанавливаем максимальное количество итераций  и . Для получения оптимизированного решения обратной задачи 1000 раз запускаем алгоритм дифференциальной эволюции для всех описанных численных расчетов на кластере NKS-30T в Сибирском суперкомпьютерном центре в Институте вычислительной математики и математической геофизики СО РАН и затем выбираем среднюю арифметическую.
Мы решаем оптимизационную задачу (3.13) с постоянным технологическим уровнем  используя алгорит дифференциальной эволюции (3.13). Для  в данных (3.12) мы получаем решение обратной задачи  для четырех вариантов  и . Рисунок 3.8 изображает разницу 



точного и посчитанного решения обратной задачи с четырьмя разными измерениями. Из таблицы 3.3 видно, что  достаточно для восстановления производственной функции с необходимой точностью при относительной погрешности



Чем меньше точек измерений, тем больше разница  (Рисунок 3.8, слева).
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Рисунок 3.8 – Разница  точного и приближенного решения для разных точек измерений  с фиксированным уровнем погрешности в данных (3.12)  (слева). Разница  точного и приближенного решения для разных уровней погрешности  в измерениях для  (справа)

Таблица 3.3 – Относительные погрешности и значения функционала  для разных количеств измерений (3.12) с уровнем погрешности  и постоянным технологическим уровнем 
	Значения 
	
	
	

	
	0.171
	0.024
	0.102

	
	0.053
	0.015
	0.479

	
	0.02
	0.004
	0.293

	
	0.01
	0.006
	0.199



Для ε = 0, 0.05 и 0.1 в данных (3.12),  получаем решение обратной задачи  (разности  показаны на рисунке 3.8 (справа)). В таблице 3.4 показаны восстановленные параметры  и  в функции (3.11) для разного уровня погрешности в измеренных данных. Если у нас есть бесшумные данные обратной задачи, то разность близка к нулю. Это означает, что восстановление параметров  и  близко к тестируемым параметрам (максимум абсолютной разности  равен 0.005, как указано в таблице 3.4). Отметим, что максимальная абсолютная погрешность решения обратной задачи для  составляет менее 2%, т.е.  для максимального уровня погрешности в данных обратной задачи (3.12) .

Таблица 3.4 – Восстановленные параметры в функции  для разных уровней погрешности  в измерениях (3.12) для  и постоянным технологическим уровнем 
	Параметр
	Точное значение
	Уровень погрешности в данных обратной задачи

	
	
	
	
	

	
	0.0005
	0.00057
	0.00048
	0.00036

	
	0.0005
	0.00057
	0.00048
	0.00036

	
	4
	3.9226
	4.0202
	4.1806

	
	
	0.005
	0.019
	0.02



Решение  пространственной математической модели Солоу для восстановленных  и измеренных данных (3.12) для  показано на рисунке E.1 (Приложение Е). На рисунке E.1 (Приложение Е) так же показано соответствие модельного решения ) (красная линия для фиксированного момента времени) с измеренными синтетическими зашумленными данными с уровнем погрешности ε = 0,1 (черные треугольники).
Мы рассматриваем технологический уровень  зависящий от пространства, показанный на рисунке E.2 (Приложение Е, слева). Тогда решение прямой задачи (3.10) для точной функции  показано на рисунке E.2 (Приложение Е, справа).
Используя тот же набор смоделированных данных, обратная задача (3.10), (3.12) решается для количества измерений  и различных уровней погрешности . Результаты собраны в таблице 3.5 и показаны на рисунке E.3 (Приложение Е). Обратите внимание, что результаты решения обратной задачи такие же, как и для постоянного технологического уровня , т.е. точность относительной погрешности  меньше , максимум абсолютной разности точного и приближенного решений обратной задачи  имеет такой же порядок . Разница точного и приближенного решений обратной задачи  для  в данных обратной задачи (3.12) представлена на рисунке E.3 (Приложение Е, справа). Мы видим, что такая ошибка восстановления параметров  и  (Таблица 3.5) не критична для поведения функции  (Рисунок E.3 (Приложение Е) слева, на котором показаны точные и восстановленные решения обратной задачи для уровня ошибки в данных (3.12)  и ).
Решение  пространственной математической модели Солоу для восстановленных  и измеренных данных (3.12) с погрешностью ε = 0.1 показано на рисунке E.4 (Приложение Е)в случае пространственно-зависимого технологического уровня . Обратите внимание, что запасы капитала  (фиолетовые линии) близки к точкам измерения  (черные треугольники), как и ожидалось.

Таблица 3.5 – Восстановленные параметры в функции  для разных уровней погрешности  в измерениях (3.12) для  и пространственно-зависимым технологическим уровнем .
	Параметр
	Точное значение
	Уровень погрешности в данных обратной задачи

	
	
	
	
	

	
	0.0005
	0.00055
	0.00065
	0.00018

	
	0.0005
	0.00055
	0.00064
	0.00018

	
	4
	3.9409
	3.843
	4.5525

	
	
	0.005
	0.02
	0.05

	
	
	0.001
	0.005
	0.009

	
	
	
	
	0.118
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Проведено исследование и анализ задач, возникающих в биологии, медицине, построены теоретические аспекты этих задач, включая анализ идентифицируемости, который является важным шагом в исследовании математической модели, и необходим для корректного решения обратной задачи, так как показывает единственность, существование и/или устойчивость решения. 
Показана необходимость проведения анализа чувствительности, который осуществлялся методом собственных значений и ортогональным методом, и практической идентифицируемости методом моделирования Монте Карло, для построения алгоритма регуляризации численного решения обратных задач. Получены условия корректности обратных задач на основе метода сингулярного разложения. Исследованы фазовые портреты систем математической биологии на примере математической модели развития новообразования.
· Построены новые комбинированные численные алгоритмы решения прямых и обратных задач эпидемиологии и фармакокинетики. 
· Созданы эффективные численные алгоритмы решения обратных задач для систем ОДУ (для задач эпидемиологии, фармакокинетики и иммунологии), основанные на комбинировании статистических и градиентных методов.
· Разработаны и проанализированы численные алгоритмы решения задач определения коэффициентов систем нелинейных ОДУ по дополнительной статистической информации.
· Применены стохастические методы (метод имитации отжига, Монте-Карло, генетический алгоритм), позволяющие с высокой вероятностью определить область глобального минимума целевого функционала в задачах оптимизации.
· Создан алгоритм численного решения обратной задачи замкнутой системы Стритера-Фелпса для двух периодов инкубации. Алгоритмы реализованы на языке программирования С++ и в программном пакете Matlab. Проведены контрольные расчеты, которые показали эффективность предложенных методов.
· Получены и проанализированы численные решения обратных задач иммунологии, эпидемиологии и фармакокинетики стохастическим методом (алгоритм дифференциальной эволюции), в котором используется генератор случайных чисел. 
· Проведена численная реализация моделирования процессов в иммунологии и эпидемиологии на основе реальных данных. Показано хорошее согласование с данными моделирования.
Таким образом, проведенная научная работа в области биологии и медицины открывает новые направления развития исследований, а именно уточнение математических моделей позволит улучшить прогноз течения заболевания или развития эпидемии, что повлечет за собой необходимость составления плана мероприятий по лечению больных и ликвидации последствий заболевания/эпидемии.
 В ходе исследований и разработки численных методов решения прямых и коэффициентных обратных задач были получены следующие результаты:
· Разработан прямой алгоритм восстановления плотности среды на основе метода И.М. Гельфанда – Б.М. Левитана – М.Г. Крейна. Проведена модификация алгоритма для задач, имеющих более приближенные к реальным задачам постановки. 
· Использована система источников и приёмников, соответствующих площадной системе наблюдений. Получен новый трёхмерный аналог уравнения М.Г. Крейна, позволяющий определить плотность среды без аппроксимации обратной задачи конечным семейством одномерных задач. 
· Исследована степень некорректности задачи продолжения решений параболических уравнений на основе оценки убывания сингулярных чисел дискретного оператора. Построены регуляризирующие алгоритмы численного решения. 
· Разработаны программы численного решения задачи определения источников возмущений для параболических уравнений (обработка данных спутниковых наблюдений по определению причин повышения температуры земной поверхности и микросейсмический мониторинг гидроразрыва пласта).
· Проведен анализ численных результатов коэффициентной обратной задачи которые показывают, что с увеличением числа данных обратной задачи (число перевыпуска опционов), интервал восстановления и устойчивость увеличивается.
Создан численный алгоритм, включающий в себя реализацию разработанных наиболее эффективных методов решения задач продолжения решений уравнений математической физики. Применен градиентный метод, метод обращения разностной схемы, метод сингулярного разложения для решения обратной задачи. Показано, что градиентный метод регуляризации дает устойчивое решение к зашумленным входным данным.
В ходе разработки численных методов идентификации моделей в экономике и финансовой математике были получены следующие результаты:
· Разработаны численные методы идентификации моделей в экономике и финансовой математике. 
· Выбрана модель Менкью-Ромера-Вейла, которая является развитием модели Солоу за счёт включения человеческого капитала в факторы производства, что даёт возможность описать межстрановые различия экономических параметров. 
· Поставлена задача идентификации параметров выбранной модели, заключающаяся в определении параметров системы по дополнительной информации. 
· Применен обобщенный метод наименьших квадратов для минимизации функционала при уточнении коэффициентов неоклассической модели экономического роста, с использованием начальных данных. 
· Проведен выбор подходящих весовых коэффициентов, повышающий устойчивость метода к ошибкам измерений, что важно в силу некорректности и переопределённости поставленной задачи. 
· Разработаны численные методы идентификации неоклассических моделей экономического роста на основе GLS подхода.
Разработаны новые и совершенствуются существующие методы оптимального управления в задачах идентификации:
· Разработан метод определения волатильности опциона на продажу в коэффициентной обратной задаче для уравнения Блэка-Шоулза. 
· Построен градиент функционала на основе решения соответствующих сопряженных задач. 
· Реализован новый численный метод решения задачи оптимального управления для решения обратной задачи стохастических дифференциальных уравнений для описания экономической ситуации. Численные расчеты показали, что добавление информации о ценах однотипных опционов с различными датами выпуска позволяет улучшить точность и увеличить интервал восстановления функции волатильности.
· Применен алгоритм дифференциальной эволюции для решения задачи оптимизации для восстановления производственной функции и идентификации пространственной математической модели Солоу с использованием дополнительных измерений валового внутреннего продукта в фиксированных точках. 
Поскольку обратная задача является некорректной, применяется регуляризованный алгоритм дифференциальной эволюции. Для получения оптимизированного решения обратной задачи алгоритм дифференциальной эволюции был распараллелен 32 ядрами. Численные результаты для различных технологических уровней и погрешностей в измеренных данных показывают хороший результат с точностью восстановления производственной функции более 95% (при уровне ошибки в измеренных данных 10%).
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Полученные численные результаты из раздела 1
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Черные точки означают данные обратной задачи, красные точки – статистические данные, учтенные для предсказания. а) –количество индивидов с активной формой ТБ (без ВИЧ), б) - количество индивидов зараженных ВИЧ и активной формой ТБ, в) - количество индивидов со СПИД. Все значения указаны в тыс.чел.

Рисунок Г.1 – Численное решение задачи распространения ко-инфекции туберкулеза и ВИЧ с уточненными параметрами (сплошная линия)

	[image: ]

	а)
	б)
	в)



Треугольники на графиках – измерения концентраций в фиксированные моменты времени. Графики концентраций иммунных эффекторов  (а), свободного вируса  (б) и Т-лимфоцитов  (в)

Рисунок Г.2 – Графики концентраций


Таблица Г.1 – Погрешность восстановления параметров математической модели динамики ВИЧ
	Название параметра
	Точное значение параметра, 
	Полученные параметры, 
	Доверительный интервал

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	

	
	
	
	



[image: ]

Рисунок Г.3 – Графики развития болезни для оптимального контроля лечения (красная линия) и динамика развития заболевания для полного лечения,  (синяя линия)


Таблица Г.2 – Результаты вычислений с точными значениями  (при нулевом шуме)
	Метод
	

	

	

	

	

	

	


	Нелдера – Мида
	0,2296
	20,027
	0.0004
	0,0272
	0,0018
	0,0014
	10-7

	Градиентный
	0,22999
	20,0001
	2×10-7
	0,00011
	8×10-6
	6×10-6
	10-12

	Аналитическое решение
	0,2101
	20,046
	0,0199
	0,045
	0,0865
	0,0023
	0,045



Таблица Г.3 – Результаты вычислений при шуме в 10%
	Метод
	

	

	

	

	

	

	


	Нелдера – Мида
	0,1662
	24,428
	0,0638
	4,4277
	0,2776
	0,2214
	10-14

	Градиентный
	0,1661
	24,428
	0,0639
	4,428
	0,2776
	0,2214
	10-11

	Аналитическое решение 
	0,13002 
	24,461 
	0,09998 
	4,4613 
	0,4347 
	0,2231 
	0,4683



[image: 1]

Рисунок Г.4 – Зависимости концентрации растворенного ОВ от времени, полученные при аналитическом и численном решениях обратной задачи

[image: 2]

Рисунок Г.5 – Зависимости концентрации РК от времени, полученные при аналитическом и численном решениях обратной задачи

[image: 3]



Рисунок Г.6 – Зависимости функции  (где ) от времени, полученные при аналитическом и численном решениях обратной задачи

[image: ]

Рисунок Г.7 – Сплошные линии – решение обратной задачи; крестики, ромбы, звездочки – точное решение прямой задачи с истинными значениями искомых параметров






Таблица Г.4 – Результаты обратной задачи
	Истинные значения параметров

	
	
	
	
	
	
	
	

	0.064
	0.05
	0.056
	0.57
	0.065
	11.32
	100
	4.94

	Осредненное значение восстановленных параметров

	0.0567
	0.0522
	0.0734
	0.563
	0.0436
	11.249
	115.67
	6.34

	Относительная ошибка

	0.114
	0.044
	0.311
	0.012
	0.328
	0.006
	0.156
	0.283



Таблица Г.5 – Ранжирование параметров по относительной ошибке слева на право, от наиболее идентифицируемого к неидентифицируемому параметру
	Параметры

	
	
	
	
	
	
	
	

	Относительная ошибка

	0.0062
	0.012
	0.044
	0.114
	0.156
	0.283
	0.311
	0.328



Таблица Г.6 – Переменные и параметры модели Степановой
	Параметр/ переменная
	Описание

	
	Объем опухоли

	
	Плотность иммунокомпетентных клеток

	
	Коэффициент роста опухоли

	
	Фиксированная конечная пропускная способность (объем новообразования)

	
	скорость уничтожения клеток новообразования при активации Т-клеток

	
	коэффициент стимуляции новообразованием скорости распространения

	
	обратная величина коэффициента подавления иммунитет опухолью

	
	скорость естественной смерти Т-клеток

	
	скорость притока T-клеток





Рисунок Г.8 – Фазовый портрет модели (1.8) при значениях параметров (а) – слева, (б) - справа

[image: F:\Студенты\Кондакова\Диплом_бакалавра\Диплом_20-05-17\Pictures\5dobro.png]

Рисунок Г.9 – Фазовый портрет модели (1.8) при значениях параметров (в)
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Рисунок Г.10 – Фазовый портрет модели (1.8)


[bookmark: _Toc54873058]ПРИЛОЖЕНИЕ Д

Решение прямой задачи

Модельная среда (одно включение). Точное решение прямой задачи (Рисунок Д.1) и решение прямой задачи методом С.К. Годунова (один источник) на рисунке Д.2. 

[image: C:\Users\Пользватль\Pictures\AcTom\rho_true.jpg]

Рисунок Д.1 – Точное решение
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	Значение акустического давления в среде (а) при  (б) при (в) при .

Рисунок Д.2 – Решение прямой задачи методом С.К. Годунова (Один источник)
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Численные результаты решения обратной задачи пространственной модели Солоу

[image: C:\Users\Жоламан\Desktop\Жоламан\Статья\Рус\3.jpg]

Рисунок E.1 – Решение  прямой задачи (3.10) для воссозданной  с уровнем погрешности  в измерениях и точками измерений для  для постоянного технологического уровня. Здесь 

[image: C:\Users\Жоламан\Desktop\Жоламан\Статья\Рус\5.jpg]

Рисунок E.2 – Пространственно-зависимый технологический уровень  (слева) и решение прямой задачи (3.10) с пространственно-зависимым технологическим уровнем  и (справа) 

[image: C:\Users\Жоламан\Desktop\Жоламан\Статья\Рус\6.jpg]

Рисунок E.3 – Точное  и приближенное  решение обратной задачи пространственной модели Солоу уровнем погрешности в измерениях (2.8)  (слева) и разностью  точного и приближенного решения обратной задачи для различного уровня шума  в измерениях (справа) для  для пространственно-зависимого технологического уровня 

[image: C:\Users\Жоламан\Desktop\Жоламан\Статья\Рус\7.jpg]

Рисунок E.4 – Решение  прямой задачи (3.10) для воссозданной  с уровнем погрешности  в измерениях и точками измерений для   для пространственно-зависимого технологического уровня. Здесь ,     
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Tpunoxenus 1.1-1.8
k Jlorosopy Ne__ o1 2018r.
Ha TPaHTOBOE (PMHAHCHPOBAHWE

TEXHUYECKASI CHEIU®UKALAA U
KAJIEHJAPHBIM ILJIAH PABOT

Ilo norosopy Ne oT 2018 rona

1. Mouepnee rocygapcTBeHHOe NpEJNPHATHE HA NpPaBe XO3AHCTBEHHOIO BeXeHHS
«Hayql-lo-nccnenonareﬂbcxnﬁ HHCTUTYT MATEeMATHKH H MeEXaHHKH»
Pecmy6amiancioro rocyapcTBeHHOro NpeANPHATHS HA NPaBe XO3SICTBEHHOIO
Befennst  «Kasaxckmil HAUMOHANBLHBIN  yHHBepcHTET HMeHH anb-Papatm»
Munmucrepersa o6pasoBanus u Hayku Pecy6muxn Kasaxcran

1.1 Tlo mpuoputery: 3. UHpOpMALHOHHBIE, TeTEKOMMYHUKAIMOHHEIE H KOCMHUECKHE
TEXHOJIOTHH, HAyYHbIE HCCIIEIOBAHMS B 00/1aCTH €CTECTBEHHBIX HAyK.
1.2 Tlo mommpuoputety: 3.6 HayuHble MccienoBaHus B 0GIAacTH eCTECTBEHHBIX HAYK:
DyHAaMeHTaNbHEIE U IIPUKIAIHBIE HCCIENOBAHHS B 06IACTH MATEMATHKH
1.3 Tlo Teme mpoexra: Ne AP05134121 «UHCICHHEIE METO/IBI HACHTHHIEPYEMOCTH
0OpaTHBIX ¥ HEKOPPEKTHBIX 3a1a4 €CTECTBO3HAHMUS,
1.4 Obmas cymma mpoekta 36 000 Thic. (TPHALATH IIECTh MUJLTHOHOB) TEHTE, B TOM
4KCIe ¢ pasOUBKOH IO ToAaM, IS BEIOMHEHHS PaboT COIIACHO MyHKTY 3:
- Ha 2018 rox - B cymme 12 000 ThIC. (IBEeHAIUATS MUJLTHOHOB) TEHTE;
- Ha 2019 rox - B cymme 12 000 Thic. (IBeHaANATE MUJLTHOHOB) TEHTE;
- Ha 2020 rox - B cymme 12 000 THIC. (BeHANUATS MUUTHOHOB) TEHTE.

2. Xapaxmepucmura Hay4HHO-MEXHUYECKOT nPOOYKUU O KEANUPUKAUUOHHBIM
NPUHAKAM U IKOHOMUHUECKUE NOKA3amenu

2.1 Hanpasnenue paGOTH: HCCENOBAHME 0GPATHBIX 33/1a4, BO3HUKAIOWHMX B reodusuke,
Guomoruy, MeMIKMHE U APYTUX 06IACTIX €CTECTBO3HAHMS.
2.2 Obnactk puMeHEHNAS: TeohU3MKa, GHOTOTHS, MEIHIEHA, SKOHOMHKA H JIp.
2.3 KoHeuHEIH# pesynbTar:
— 3a 2018 rom IlpoBeneHme aHAMM3 HACHTHOUUMPYEMOCTH OOpPATHEIX 3a1ad,
BO3HHKAIOIHX B GHOJIOTHE, MEINUIIUHE;
- 3a 2019 rom: Mccnenosanue u pa3paGoTKa YHCICHHBIX METOXOB DELIEHHS NPSIMEIX H
KO3 GUIMEeHTHBIX 00pPATHBIX 33129,
— 3a 2020 rox: Pa3paGorka 9HCIEHHBIX METOIOB uaeHTHHKAIMYE MoZeel B
Me/IUIEEE, JKOHOMUKE # GUHAHCOBOI MaTeMaTrKe
2.4 TTaTeHTOCIOCOGHOCTB: HET
2.5 Hay4so-TexHH4eCKHH yPOBEHb (HOBU3HA): IS IOMYHEHHs NPUHIHITHATEHO HOBOTO
PpesyIbTata B 061acTH 06paTHEIX 3aKad OyIyT paspaGoTaHEl arOpUTME! THCIEHHOTO PelleH s
ofpaTHBIX 33729 I MATEMATHYCCKUX MOZENeH MENWITMHEI M 3KOHOMEKH, OIHCHIBAEMBIE
cucremamu  HenuHeHHRIX OJIY, a HMEHHO, IIOCTPOSHHE TEOPETHHYECKOM M WHHCIEHHOM
perynsipusanuy oGpaTHEIX 3a/1ad, YTO IO3BOIHT MOIYYATH HOBEIE YTOUHEHHbIE MATEMATHIECKHE
MOJC/IM MEIHITHHBI (I/IMZMyHOJ'IOI'HH u SHHHEMP[OHOH/IH) U S3KOHOMHKH.
2.6 Vicrionp30BaHme HAyIHO-TEXHHYECKOM [POLYKLUH OCYIIECTBIAETCS: VconHuTEneM.
2.7 Bui HCHONE30BaHHMS pe3ylbTara HaydHoH U (WIM) HAY4HO-TEXHHYECKOM
HEATEBHOCTH: Pe3yIbTaThl KCCIENOBAHMH MOryT OBITH HCHONB30BAHEI UL PEIICHIS
MPaKTAYECKAX 3344 €CTECTBO3HAHMS.
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3. Haumenosanue pabom, CpoKu ux peanu3ayuu u pe3yiomanst

HIndp | Haumenosanue pabot | Cpok BHIMOIHEHHS OxunaeMblif pe3yisTar

e 10 JoroBopy u  hovang | oxorranme

9Tala | OCHOBHBIE ITAIIBI €r0
BBITTOJIHEHHUS

1. Hccnenosanue SlHBaph Jo Byzer IpoBeneHO HCCIEeHOBaHHe
00paTHBIX 3a/1au, 2018 1 HOsOpst | OOpaTHEIX 3ajay, BO3HHKAOUX B
BO3HHKAIOIIUX B roga 2018 roma |GuoNOrMM, MENUIMHE, IOCTPOEHBI
GHOJIOTHH, MEJULKHE, TEOpPHH 3THX 3ajad, BKJIO4Yas
TIOCTPOSHHE TEOPHH TEOPEMBI €IMHCTBEHHOCTH,
3THX 3a1a4, BKIF0Yas YCTOHYMBOCTH,

TEOpeMBI MICHTUGHIHPYEMOCTH.

€IMHCTBEeHHOCTH, Byayr nmomydens!  ycnoBms

YCTOHYHBOCTH, KOPPEKTHOCTH OOpaTHBIX 3amad

HACHTHOHIUPYEMOCTH TepMo- i (hOTO aKyCTHKH Ha OCHOBE
METOJa CHHTYJISIPHOTO Pa3lIoiKCHHS
u nogxoxga C.K. T'omyHoBa. Bymyt
HCCIIeoBaHb!  (ha30BbIe IIOPTPETHI
cHcTeM MaTeMaTHIeCKOH
Guonoruu.

11 Hccnenoanue SnBaps | Mapr Byner nposeneso uccnenosanue
unentudumupyemocts | 2018 (2018 roma |maeHTHOUIEpPYEMOCTH K
¥ IOCTPOEHHUE HOBBIX [IOCTPOEHBI HOBbIE
KOMOHHHPOBAHHBIX KOMOMHMPOBAHHEIE THCIICHHbIS
YHCIIEHHBIX aJTOPUTMEI PELICHHUS IPSMBIX K
AITOPUTMOB PEeLICHHS o6paTHBIX 3329 IMMYHOJIOTHH,
IIPSIMBIX B OGPATHEIX SMHUAEMHOIOTHH K
3a/1a9 HIMMYHOJIOTUH, (hapMaKOKHHETUKH.
3MUAEMHOIOTHA U Bynyt cosnans a¢ hexruBHBIE
(bapMaKOKHHETHKH. YHCIIEHHBIE AITOPUTMBI PELICHHS

o6paTHbIX 3agad Aus cucteM O1Y
(W1 3ama9 SMHIEMUOIOTHH,
(hapMaKOKUHETHKH U
MMMYHOJIOTHH), OCHOBaHHEIE Ha
KOMOMHHPOBAHUH CTATHCTHYECKAX
¥ IPaJIUCHTHBIX METOJOB.

1.2 PaspaGoTka u ananu3 | Anpens Mionp Byner npoBezena paspaborka i
YHCIIEHHBIX 2018 2018 roja |aHaNH3 YMCIEHHBIX AITOPATMOB
aJTOPUTMOB PEIIeHUs rona PeLIeH s 33184 OLpeIeIIeHHS
337124 OTIpeICTIeH s K03 HIHEHTOB crCTEM
k03bdunIeHTOB HenuHenHsX OJY mo
CHCTEM HEMHEHHBIX JIOTIOJIHUTENIBHON CTATUCTHIECKOM
Oy mo rHGOpMANUH.

JIOTIOJIHUTENBHOR Bynyr mpumenens:

CTAaTHCTUYECKON CTOXAaCTHYECKHE METOBI (METOIBL

nHbOpMarmw. MMHATanuK oTxura, Monre-Kapio,
TEHETHIECKHIT aITOPUTM), UTO
TIO3BOJIUT C BBICOKO#
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BEPOATHOCTHIO ONPENEIUT
0671aCTh II06aNbHOT0 MUHEMYMA
LIeIeBOT0 QYHKIHOHANA B 3aa9ax
ONTHMH3ALUH.

13 HccenenoBanue Hrons Asryct Byner npoezeno uccrenopanue
oIpeneeHne 2018 | 2018 roma |u onpenenensr K03 durHenTEI,
K03 PHIIEHTOB, roga BXOZSIIHE B MOAUDHIMPOBAHHEIE
BXOJISIIIHX B moznenn Crputepa — @enmca.
MOIU(HULIPOBAHHEIE Byner cosnan anroput™
mozemn Ctpurepa — YHCIIEHHOTO PEMeHHUst 00paTHOM
Penrca. 3aJ1a4H OIPEIENeHNUs 3THX

k03 durmenToB. Byner
HCCIIE[0BaHA YCTOMYIHUBOCTD.

14 YucnernHoe pemenne Cenrs16 Ho Bynmer monydeno wmcmenmoe
o6parHbIX 33129 ps 2018 | 1 HOsOps | pernenne 06paTHEIX 3amay
MMMYHOJIOTHH, roga | 2018 rona | ummMyHOMIOTHH, SMUIEMUOJIOTHH,
SIHIEMHOJIOTHH, (bapmMakokuHETHKY.
dapmakokuHeTHKH. Byner mnposenena uucnennas

peanu3arys MOJIETTUPOBaHHS
IPOLIECCOB B  HMMYHOJOTHH U
SNMHUIEMHUOJIOTHH, BKJIIOYAIOIAA B
cebsl POMEXKYTOUHBIE Pe3yTbTATHI
W BBIBOABI IO  HCIOJB3YEMBIM
MOJIETISIM.

- HccenepoBanve u SHBaps Jlo Byner nposeneno
paszpaboTka 2019 1 Hosi6ps | mccnenoBanue u paspaGoTka
YUCIIEHHEIX METOI0B roga | 2019 roza |4HCICHHEIX METOMOB pEMICHHS
PEIIEHHS IPSAMBIX U TPAMBIX B KO3 UIHEHTHBIX
KO3 PHIHEHTHEBIX o6paTHEIX 3a1a4.
06paTHBIX 3a1ay. BynyT paspa6otansi ycroiiuussie

AITOPHTMBI BOCCTAHOBJICHHS
CEHCMUYECKHX IapaMeTpOB U
HEU3BECTHEIX K03 (HUIUEHTOB
IMHAMAYECKHX 0OPaTHBIX 3a71ad.

2.1 Pazpabotka u SluBaps | Amnpens Byner npoBenena paspa6otka u
000CHOBaHHE IPSAMBIX 2019 | 2019 rona | 060CHOBaHME IPAMBIX METOZIOB
METOROB roga BOCCTaHOBJIECHHS CeUCMUYECKAX
BOCCTaHOBJICHHS TIapaMeTPOB CPeJibl 110 IUIOMAHEIM
ceficMryecKknx cucTeMaM HabJIoIeH s,
TIapaMeTPOB CPEAEI T10 Bymer  paspaGotam  mpsmoit
TUIOIAHBIM CHCTEMaM AITOPUTM BOCCTAHOBJICHUS
HaboeHYsI. CKODOCTHOH MOIETH Cpemsl Ha

OCHOBE MeToaa lenbdanga-
Jleurana-Kpeitua u MeTona
TPAHWYHOTO YIIPaBIIEHHS.

2.2 Wccnenosanme 3anaqu | Mait Hiomns Byner MIPOBEIEHO
BOCCTaHOBIICHUSI 2019 | 2019 rona |wuccnenoBanue 3a1a4u
ko3 dunrenToB, roja BOCCTaHOBJIEHH  KO3(UIHEHTOB,
3aBHCSIIEX OT 3aBHCAINMX  OT  BpPEMEHH B

L BPEMEHH B IUHAMAYECKHX OOPaTHEIX 3a1a4aX.
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TMHAMAYECKUX
06paTHBIX 3a1a4ax.

Byner paspaboran anropurM
YHCICHHBIX  METONOB  peLIeHHS
KO3((GHUITMEHTHBIX  HHAMHYECKHX
OOpaTHBIX 3ajay B XMMHYECKOM
KHHETHKE M MEIHUIAHE,

2.3 Toctpoenue u Asryct Jo Bynyr TIOCTPOEHEL Hu
anpobanus ynciernsx | 2019 1 HOAODS | aPOGHPOBAHE! UHCIICHHEIE METOILI
METOJIOB PELICHHS roga | 2019 roga |pemenns TIPAMBIX H
IIPSIMBIX ¥ KO3 QHIHEHTHBIX 06PaTHEIX 3a/1ad.
KO3 OHIHEHTHBIX Bynet nposenen cpapuuTensHbI
o0paTHBIX 3a7a4. aHAIIM3 C HTEPAIHOHHBIMU

METONAMH PEIIeHHS.

Bynyr omyGnuxosamsl He MeHee
2 (mByX) my6ImKanmit B
PELICH3UPYEMBIX  3apyGeXHBIX U
OTEYECTBEHHBIX HAyYHBIX M3JaHUSX
C HEHYJIEBEIM UMIIaKT-(haKkTopoM,
B CHOMpCKOM KypHae
BBIYUCITHTEIFHOM MaTeMATHKH,

3: Paspa6orka SHBaps o Byner nposenena paspa6oTka
YHCJIEHHBIX METOIOB 2020 1 HOSOPST | YMCTEHHEBIX METOIOB
HACHTHGUKAIMA romga | 2020 roxa |uneHTH(UKAIMK MOZENeEi B
MOJENeH B MEIHUIMHE, MEJUIHHE, IKOHOMHAKE 1
SKOHOMHKE H (buHaHCOBO! MaTeMaTHKe.
¢uHancoBoit Bynmyt paspaboTaHbl HOBEIE U
MaTeMaTHKe YCOBEPILICHCTBOBAHEI

CYIIECTBYIOIHE METOZBI
ONTHMAIBHOTO  YNpPaBIeHHS B
3a1a4ax MAeHTHUKAIMY,

e B! PazpaGotka SIuBapp Mapt Byner mnposenena paspa6otka
YHCJIEHHBIX METOJ0B 2020 | 2020 rona |49mciEHHEIX METOZIOB
uneHTHdEKaIK roxa UIEHTH(QUKAINE HEOKJIACCHYECKUX
HEOKJIACCHIECKHX MoJenelt 3KOHOMHYECKOr0 pocTa Ha
Mozenei ocnose GLS noaxona.
9KOHOMHUYECKOTO
pocta

32 Paspabotka Armpens Wions Bymer mnpoBemena paspaGoTka
YHCIICHHBIX METOIOB 2020 2020 roma |4HCIEHHBIX METOJIOB
HeHTUDHKALMA roxa VASHTHHKAIAK MogereH
Mozene#t punancoBoi (unancoBOI MaTeMaTHKH,
MaTeMaTHKH OITMCBIBAIOLIYIE HPOIECCHI,

IPOHCXOAAINAE C I[€HAMH Ha
OIIMOHEI ¥ IIeHHBIE GyMaru.

Bynyr ony6Gmukosans He Menee
2 (aByX) cTaThell B peleH3UPYEMBIX
3apyOeKHBIX HAy9IHBIX M3JAHUAX,
HHIEKCHPYeMBIX B (aszax JaHHBIX
Web of Science mma Scopus c
HEHYJIEBHIM HMIIaKT-HakTopoM B
Journal of Inverse and IlI-Posed
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Problems.

3.3 IToctpoenwue u HUrons o Bynyr TIOCTPOEHBI u
anpobarus 2020 1 HOAOps | anpo6upoBaHE! pa3paboTaHHbIE
paspaboTaHHEIX roga | 2020 rona |4wcnennsie METOBI
YHCIIEHHBIX METOZ0B HIICHTADUKAITIT Mozenei B
uneHTHdHKaIH MeIHLHHE, 9KOHOMHKE u
Moiernieit B MequnuHe, (uHaHCOBOM MaTeMaTHKe c
SKOHOMHKE 1 WCIIONB30BAHAEM Pa3THYHBIX
(uHaHCOBOH TEXHOJIOTUH BBIYHCIICHUH.
MAaTeMaTHUKe. Tnanupyercs Bomyck

MoHorpaduy «UuCIeHHbIE METOIE
pelIeHns 0OPaTHEIX 1
HEKOPPEKTHBIX 33189
€CTECTBOZHAHUSAN,

Ot 3akasunka:
[pencenarens T'V  «Kommter HayK{
Munncrepersa 06pazoBanus u Hayku PK»y

Ot Ucnonuurens:

IIXB  «Kasaxckuii
T uM. anb-Dapabm»

Kerapipbexyist

O3HaKoMIeH:
PYKOBOZIHTEINb IIPOEKTA

o
o
Vo
;Z:l%z['@wao o
i el
Sk

Bextemecos MLA.




image85.jpeg
DE GRUYTER J. Inverse Ill-Posed Probl. 2020; aop

Research Article

Sergey Kabanikhin, Olga Krivorotko, Zholaman Bektemessov*,
Maktagali Bektemessov and Shuhua Zhang

Differential evolution algorithm of
solving an inverse problem for the spatial
Solow mathematical model

https://doi.org/10.1515/jiip-2020-0108
Received August 18, 2020; accepted August 20, 2020

Abstract: The differential evolution algorithm is applied to solve the optimization problem to reconstruct the
production function (inverse problem) for the spatial Solow mathematical model using additional measure-
ments of the gross domestic product for the fixed points. Since the inverse problem is ill-posed the regularized
differential evolution is applied. For getting the optimized solution of the inverse problem the differential evo-
lution algorithm is paralleled to 32 kernels. Numerical results for different technological levels and errors in
measured data are presented and discussed.

Keywords: Solow model, spatial Solow model, economy, inverse problem, reconstruction of parameters,
PDE, parameter identification, optimization, differential evolution, regularization, identifiability

MSC2010: 65M32

1 Introduction

As the Solow growth model [30] was build using production function (naturally Cobb-Douglas production
function), the law of motion for the stock of capital and saving/investment function, the model can easily
be extended to include a households problem (the Ramsey—Cass—Koopmans model). Usually, the interest of
the Solow model is in its perpetual growth, that can be obtained using a balanced growth path and techno-
logical progress over time. Output per worker can grow only as long as capital per worker grows and the key
to constant growth is the existence of non-diminishing marginal product of capital. Another way of perpet-
ual economical growth is letting technological progress change in model, it means allowing technological
parameter to grow exogenously over time.

But in the contrast of work [1] where the research was conducted over the Harrod-neutral identification
of technological progress for the models of economic growth using the same Cobb—Douglas production func-
tion, the studies reviewed the steady-state of Solow model and the balanced growth path and concluded that
the technological progress should be assumed as Harrod-neutral. While using the Hicks-neutral will lead to
an assumption that the technology level should be constant for stability then.

*Corresponding author: Zholaman Bektemessov, Al-Farabi Kazakh National University, al-Farabi ave. 71, 050040 Almaty,
Kazakhstan, e-mail: jolaman252@gmail.com

Sergey Kabanikhin, Olga Krivorotko, Institute of Computational Mathematics and Mathematical Geophysics SB RAS, Prosp.
Akad. Lavrentyeva 6, Novosibirsk State University, Pirogova str. 2, 630090 Novosibirsk, Russia, e-mail: kabanikhin@sscc.ru,
olga.krivorotko@sscc.ru

Maktagali Bektemessov, Abai Kazakh National Pedagogical University, Dostyk ave. 13, 050010 Almaty, Kazakhstan,

e-mail: maktagali@mail.ru

Shuhua Zhang, Tianjin University of Finance and Economics, Tianjin, P.R. China, e-mail: shuhua55@126.com
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PesynpTaTsl MeTOJa TMOKA3alH, YTO IPH CTIPSMWICHHH MAaJOTO [apaMeTpa K HYIIO PCIICHHE
BCIIOMOTaTeNbHOM 3aauH (3.3)-(3.6) cXonuTed K pelcHHIO HexoHOoH 3atau (3.1)-(3.2).

3akuouenne.

Ha ceropusmsuii 1eHp ocTaeTCs akTyaIbHOM 3a/aua pa3paboTKu U MOAM(HKALUY YHCTICHHBIX MCTO/IOB.
OJHaKo TPOIECC PAa3BUTHS BBMHCIHTCIBHOM TEXHMKH CMEIACT YIIOP C CO3/aHHS HOBBIX YHCIICHHBIX
METO/I0B, Ha MCCICHOBAHMEC H KIACCH(HKALHMIO CTAPBIX, C LEIBIO BBUBICHHMIO JIydmmx. Temepp mit
COBPEMEHHBIX MOIIHBIX KOMIIBIOTEPOB, TAKHE XapaKICPHCTHKH Kak 0OBbEM TpeOyeMOH MaMSATH, H YHCIO
ApUPMETHUCCKUX OILCPAL[HH, HE 00S3aTEIBPHO CTOAT Ha TNEPBOM IUIAHE. Bojee MpemmOuTHTEIBHBIMU
CTAHOBSITCS T€ METO/IBI, KOTOPhIE OTIHYAIOTCS yA0OCTBOM peau3aud Ha OBM, U mosBossmoT pemats Gonee
MIMPOKHH KITACC 3a/1a4.

OcoGBIMH JJOCTOHHCTBAMH JAHHOTO METOAA SIBISHOTCS €r0 MPOCTOTAa M HU3KHC 3aTPATHl MAMATH, YTO
nenaet ero 5GQEKTUBHBIM [PH PELICHUH 3a1a4 GOIBIION pa3MEPHOCTH.

IIpuBencHHBIC PE3YABTATHL BBMMCIHTCIBHOTO HSKCICPHMEHTa MOATBEPKAAIOT PaGoTOCIIOCOGHOCTD
MPEUTATACMOTO METO/[a PEIIICHUS KPACBBIX 3a/JaUH H €€ JIOCTATOUHO BBICOKYIO 3()(EKTHBHOCTD.
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JI.H. Temupbexosa

Kazaxcxuil HayuoHaneneili nedaeoeuyeckuti yuusepcumem umenu Aoas, e. Anmamor, Kazaxcman

JUCKPETHU3ALMA YPABHEHUSA FEJTb®AH/A-TEBUTAHA-KPEHHA
N PETY/JIAPU3AIIMOHHBIE AJITOPUTMBI

Annomayus

B paGoTe paccMaTprBaeTcsl HaUalbHO-KpaeBas ofpaTHas 3afauya aKyCTHKH I OJHOMEPHOrO M MHOTOMEPHOTO
caydaeB. OOpaTHEIE 3aauil 3aKIOYAIOTCS B BOCCTAHOBICHMH KO3((OMIMEHTOB ¢ IOMOIIBIO OXHOMEPHOTO M
MHOTOMEPHOTO ~ aHAJIOTOB HMHTETpalbHBIX ypaBHeHHi ['enbdanna-Jlepnrana-Kpeitna. M3BecTtHO uTO, Takoro poga
YPABHEHI ABJSIOTCS IMHEHHBIM HHTeIpalbHbIM ypaBHeHISIM Ppearonbma IepBoro poia, KOTOPEE B CBOIO O4epeAb
HeKoppeKTHHL. 1lenb paGoThl 3aKIouaeTcsl B HAXOXKAEHWH YHCIEHHOTO pelleHns ypapHeHI I'enbdanna-JleBuraHa-
KpeiiHa ¢ TOMOIIBIO HTEPAMOHHBIX PETYISPH3MPYIONTHX anropuTMoB. C HCIONB30BAHHIEM CTISIIGHUKN STHX YpaBHE HIH
(smpo  ypaBHEHHs 3aBHCHT OT DA3HOCTH apryMEHTOB) VIAETCS CO3JaTh BHICOKOA(hGEKTHBHBIE HIEPAI[MOHHEIE
PeryIApM3HPYIOIIIE aIrOPUTMBL. Peani3oBaHHbIe AITOPHTMEI ¢ YCIIEXOM MOTYT OBITh IIPHMEHEHB! IIPH PEIIeHIN TaKHX
3a/1a4 KaK PEKOHCTPYKIM CMa3aHHBIX M Ae(OKyCHPOBAHHBIX M300pakeHNi, obpaTHas 3aqaua TPaBIMETPHN, 3a1ada
JIMHEHHOTO MPOrpaMMHPOBAHKA ¢ HETOTHO 3a4aHHON MaTpHIleli orparmueHnii, obpaTHas 3aa4a reobrs Ky, obpaTHES
3a/laufl BBMHCIATENbHON Tomorpadmm M T.n. OCHOBHBIMH Pe3yIbTaTaMi paGoTHl SBILIOTCS IPOM3BENEHHBIE
IHUCKPeTH3aIM  OJHOMEPHOTO M  MHOTOMepHOTo ypaBHeHmm [embganma-Jlepurana-Kpeifna u  moctpoeHne
WTepAIIOHHBIX PeTyIAPI3aIMOHHEIX alrOPHTMOB.

KmoueBble cjl0Ba: ypaBHEHNE THMIEpPGOIMYECKOro THI, aKyCTHIECKOe ypaBHEHHE, MHTErPalbHBIE ypaBHEHIT
Tenbdannna-Jlesurana-Kpeitta, npsmvas sagada, oGpaTHas 3a/1a4a, HEKOPPEKTHAS 3a1a4a.
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O MATEMATHYECKHUX MOJAEJIAX JUJIA ITPOI'HO3UMPOBAHUA
PA3BUTHA HOBOI'O KOPOHABHUPYCA COVID-19

TemmpGeron H.M.!, Temup6exosa JI.H.?
{Hayuonanvnas unoicenepras axademus Pecnybnuxu Kasaxcman
2Kazaxcruii HayuonansHutii yHusepcumem umenu Abas
Anmamet, Pecnybnuxa Kazaxcman
e-mail: laura-nurlan@mail.ru

B oannoti pabome ucnons3yemes Memooono2us COEMECHOZ0 UCTIONb306 AHUL MAIMEMAIMUHECKOT MoOenu
U eXHCEOHEBHBIX PEATIbHLIX OaHHLIX PACHpOCMpPaHeHUs Hoeozo koponaeupyca COVID—19 ¢ Kazaxcmane ona
USYMEHUS U HPOSHO3A  INUOEMUONOSUHECKOl  cumyayuu. B pabome coenan o030p  pasiuuHvix
MamemMamudeckux Mooenetl  pazeumus  anuoemuu. Paccmompenvl HO6ble  MAMeMAmu4ecKue Mooeu
pacnpocmpanenus xoporasupyca COVID-19, onucviéaemvie cucmemamu HeMUHETHbIX OughepenyuansHuix
ypaeHenuil.

Brumanue obpaujeHo Ha mo, 4mo Hekomopbie KOIQQuyueHmvl 1 HadabHble OGHHbIE SMOTL CUCHEMbL
VpasHeHull Heu3eechHbl Wil 3a0aHbl YepeonenHo. Tloamomy Haubonee nepcnexmueHbIM Ol PeuteHUs 3a0au
OYeHKU U NPOSHOZUPOSAHUS NPOYECCOE PACHPOCTNPAHEHU 6UPYCA A6NACMC N00X00, basupyouuiics Ha
KAACCUECKOM 6APUAYUOHHOM npunyune Jlazpansica ¢ ucnonv3osanuem conpaxcennolx ypasnenuil. Cosoana
npozpaMma O HUCTEHHO2O Ppeutenus KodPQuyueHmHoil OOpamHoil 300aut OCHOBAHHOL HA MOOenU
Mamemamureckoti  anuoemuonozuu  SIR.  Onpedenenvi  Koduyuenm UHMEHCUBHOCTU  KOHMAKIMOS
UHOUBUOOE C  NOCTEOYIOUUM  UHQUYUPOBAHUEM, KoauUYUeHm  UHMEHCUBHOCIU  6bI300POBNEHUA
UHDUYUPOBAHHBIX UHOUBUOOE U COCNAH KPAMKOCDOUHBLTE NPOSHO3.

Krouesvre cnosa: mooens mamemamudeckoti snudemuonoeuti, kopornasupycCOVID—19, mooens SIR,
npamas  3a0aud, KoIQPuyueHmHas OOpamHas 3a0aud, Ko3(DOUYUEHM UHMEHCUSHOCIU KOHMAKINOG
UHOUBUOOE ¢ NOCNEOYIOUUM  UHQUUUPOSAHUEM, — KOIXDDUYUEHM  UHMEHCUGHOCHIU  6bI300POBNIEHUS
UHDUYUPOBAHHBIX UHOUBUOOE, HUCTIEHHOE DetleH e, MEMOO CONPANCEHHBLX SPAOUEHINOS.

Byn oscymvicma  2NUOeMUOTIOUATBIK JICAZOAObL 3ePmmey JcaHe DONICAy VULIH MameMamuxanvlk
Mooenvmer scaya COVID-19 xoponasupyceinsiy KazaxcmaHnoazel KyHONIKMI HAKMLL MAPATYbl Mypaivl
Manivemmepoibipze KONOAHY Memooonoeuacsl bepineeH. JKyMuicma MameMamukanblk dHUOeMUONOSUIHYIY
apmypni mooenvoepine wiony ocacanovl. Culsvikmbl emec oupdeperyuanovly meyoeynep rcyiiecimen
cunammanamoin COVID-19  KOpoHasupycuinbly, MApanyblHbly —JHCaHA MAMeMamuKansly Mooensoept
Kapacmuipelaoel. Kapacmeipvinean menoeynep ocylieciniy xetioip Kosguyuenmmepi men 6acmanspl
Manoepi benciciz Hemece opmauta MaHOepi bepinzenoiein  batixaceis. COHOBIKIMAH GUPYCHIbLY MAPATYbIH
bazanay MmeH OOICAYOLIY ey mnepcnekmuemi  wiewtiMi mytiinoec menoeynepoi KonoaHa OMbipbi,
Jlaepanoicovlyy  KNACCUKANbLE, — 6APUAWUATBIE — NpUHYyuUnine — Hezizoencen — mecin.  Mamemamukanlx
anuoemuonozuaneiy SIR Modenine necizoenzen Koagduyuenmmi kepi ecenmepOiy Canobik wewiMin madyea
apuanean  Oazoapiama  xcacancei. JKeke myneanapovly OaUNaHbIC OapLICLIHOA  IHOEm  JICYKMbIDY
KAPKbIHOBLIbISLIHLIY  KOIQUYUEHMT  JICOHE  JICYKIMbIPRAH  a0aMOGPObIE  JHCASBINY  KADKbIHOBLIbIEbIHLLY
KOdpuyUeHMT AHBIKMANIObE JHCIHE KbICKA MEPIIMOT BOTINCAM HCACANAbL.
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Kasenov S.E., Kasenova G.E.”, Sultangazin A.A.", Bakytbekova B.D."

{Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan
°D. Serikbayev East Kazakhstan state technical university, Ust-Kamenogorsk, Kazakhstan

NUMERICAL SOLUTION OF THE INVERSE PROBLEM FOR A SYSTEM OF DIFFERENTIAL
EQUATIONS

Abstract

The article considers direct and inverse problems of a system of nonlinear differential equations. Such problems are
often found in various fields of science, especially in medicine, chemistry and economics. One of the main methods for
solving nonlinear differential equations is the numerical method. The initial direct problem is solved by the Rune-Kutta
method with second accuracy and graphs of the numerical solution are shown. The inverse problem of finding the
coefficients of a system of nonlinear differential equations with additional information on solving the direct problem is
posed. The numerical solution of this inverse problem is reduced to minimizing the objective functional. One of the
methods that is applicable to nonsmooth and noisy functionals, unconditional optimization of the functional of several
variables, which does not use the gradient of the functional, is the Nelder-Mead method. The article presents the Neller-
Mead algorithm. And also a numerical solution of the inverse problem is shown.

Keywords: numerical solution, inverse problem, Runge-Kutta method, Nelder-Mead method, system of differential
equations.

Anoamna
C.E.Kacenod', F.E.Kacenosa®, O.A.Cynmanzasun, B.J[. Baxvimbexosa’
1 On-Dapabu amvindazer Kazax yammots ynusepcumemi, Aimamet %, Kazaxcman
2JI.Cepixbaes ampindazet Hlvizvic Kasaxcman Memiekemmix mexuuxaibls ynusepcument, Ockemen ¥, Kasaxcman
JINOOEPEHITNATIBIK TEHIEYJIEP JKYWECI YIIITH KEPI ECEITTT CAHJIBIK ITEINTY

Maxanaza CHI3BIKTH eMec gubdepeHIMaNAbK TeHIeynep KyeciHiH Typa jkoHe Kepi ecenTepl KapaCTBIPBLIAEL
MyHzait ecenrep KONBIIBIMEL FEUIBIMHBIE OPTYPII CalalaphlHaa, acipece MeAHIHHA, XUMILL, SKOHOMIKA calaiapblHia
Kui Kespecenl. CHI3BIKTH eMec AuddepeHIMANBIK Te HAeY TepAl e ITy A1H HeTi3I1 TocinaepiHiH Gipl caHABIK ToC1T GOMEIT
TaGrutansl. Bacrarnke! Typa ecerri Pynre-KyTTa oiiciMeH eKiHII A2MAIKTe eIyl KepCeTUTI, TpaduKTepl KeATIpinreH.
Typa eceml ImemimMi Typagbl KOCHIMIIA aKIAPATHL apKEUTEL GepLITeH CHI3BIKTEL eMec ANbdepeHINalIbK TeHIeyIep
KyHeciniy xosddummenTTepin Taby kepi eceGi Koibumansl. OCE Kepi €CenTi CaHABIK IIeITy MaKCaTTH (yHIMOHATIE!
MUHAMHUMATIAHARPY THiMALTey eceGiHe kentipumeni. Teric emec, KatemikieH OepiireH GipHemle alHEIMAEI
YHKIMOHANIB IMAPTCH3, TYBIHABHBL Maiimanantail mMuHmMmsausuiaiiteln omicteprin Gipi Hemmep-Mum omici
Maxanana Hengep-Muy anropurmi kepcetinres. COHBIMEH KaTap Kepi eCelTiH caHIbIK MelniMi TaGhinraH.

Tyiiin cesmep: cannblk mrennm, kepi ecer, Pyrre-Kyrtra oxici, Henmep-Mun omici, nuddbepeHIHanabK TeHAeyIep
syieci.

Aunomayus
C.E.Kacenos', I E.Kacenosda?, O.A.Cyamanzasun, B.JI. Baxsimbexosa!
{ Kasaxcruil nayuonansnotli yrusepcumem umenu aib-DPapabu, 2. Anmamet, Kazaxcman
2Bocmouno-Kasaxcmancruil 2ocyoapemeentvtii mexnuveckusi yrusepcumem um. J. Cepuxbaesa, 2. Yemo-
Kawmenoeopcx, Kasaxcman
YUCJIEHHOE PELIEHUE OBPATHOM 3AJAYM I CUCTEMBI JU®GEPEHIIMATLHBIX YPABHEHUI

B crarbe paccMaTpHBAIOTCS TIPSIMBIE M OOpaTHBIC 384Ul CHCTEMEl HelTHHEHHBIX AudQepeHIManbHbIX YPaBHEeHHH.
Takue 387841 9aCTO BCTPEUAIOTCS B PA3IMYHEIX OGIACTSAX HAYKH, OCOGEHHO B MEAHIIMHE, XUMHH 1 SKOHOMIKe. OfHIM
13 OCHOBHEIX CTIOCOGOB Pellie Hiist HeMnHeMHbIX anddbepe HIMaIbHbIX Y paBHeHHIT ABNAeTCs dHcIe HHbI MeTox. Mexomnas
TpsiMast 3amada penteHa MeTopoM PyHre-KyTTel co BTOPOH TOUHOCTHIO M MOKA3aHEL TPadpyKi THCIEHHOTO PEIIeHHSL
Tlocrapnena ofpaTHas 381a49a O HAXOKASHIN KO3(hHUIMEHTOB CHCTEMBI HEMHHEHHEIX anddbepeHImaNnbHbIX ypap HeHIi
¢ IOTIONHKTENbHOM HEbopManHeli 0 peleH psaMoi sagaun. UHcIeHHOe PelleHns] TaHHOM 06paTHOH 3a1a41 CBeeHa
K MUHAMM3AIIK LleneBoro ¢yHkimonana, OXHUM M3 METOIOB, KOTOPHIH NPHMEHHM K HETNaAKMM W 3allyMISHHEIM
dyHKIHOHATaM, Ge3yCIOBHOM onTrMIaIii Gy HKIHMOHAIA OT HeCKOIBKIX IIePEeMEHHEIX, He HCTIONb3YIONHil [pageHTa
dynakumoHana seusercs mMeron Hemnepa-Muza. B cratee mpusenen anropurm Hemmepa-Muma. A Taxke TOKazaHb
YHCTeHHOE PeleHHe 06paTHOM 3anaum

KimoueBble cj10Ba: UHCIeHHOE pelleHie, obpaTHas 3amaua, Meron Pynre-Kytra, meron Hengepa-Mmza, cucrema
nubdepeHIMATHIK ypaBHEHNIH.
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MATEMATHUKA. MATEMATUKAHBI OKBITY 9JICTEMECI
MATEMATHUKA. METOJHUKA INIPEIIOJABAHUA MATEMATUKH

MPHTH 27.41.19
VIIK 519.6
NUMERICAL ALGORITHM FOR SOLVING THE CONTINUATION PROBLEM
FOR THE ACOUSTIC EQUATION

Askerbekova J.A.
Al-Farabi Kazakh National University, Almaty, Kazakhstan

Abstract

In this paper we consider the initial-boundary value problem for the acoustics equation in the temporal-triangular
domain. We reduce the original ill-posed problem to an equivalent inverse problem with respect to some direct problem.
This direct problem is well-posed. The inverse problem is replaced by a minimization problem. An algorithm for solving
the inverse problem by the Landweber iteration method is constructed. We apply the method of successive approximations
to the equation, we obtain a natural extension to nonlinear problems. This method leads to optimal convergence rate in
certain cases. An analysis of the iterative Landweber method for nonlinear problems depends on the source conditions
and additional conditions. Convergence analysis and error estimates are usually made with many assumptions, which are
very difficult to verify from a practical point of view. This method leads to optimal convergence rate under certain
conditions. Theoretical analysis is confirmed by numerical results. Visual examples are processed numerically.

Keywords: inverse problem, continuation problem, acoustic equation, Landweber method.

Arnoamna
JK.O. Ocrepberosa
On-Papabu ameindaser Kasax ynmmolk yrusepcumemi, Aimamer %, Kazaxcman
AKYCTHUKA TEHAEYI YIIIH KAJFACTBIPY ECEBIHIH CAHJIBIK AJITOPITMI

Byn sxyMmelcTa VIIOYPHINTEL - YaKbT OONEICHIHAA aKyCTHKA TeHZeyl YINIH GacTalKel IIGKapanblK ecell
KapacThIphUTazsl. Bis Gactanke! GepinreH ecemri Kangaki-a 6ip Typa ecelke KaThICTHL Kepi ecelke Kentipemis. Byn typa
@cell KHCEIHIE ecell fonazbl. Kepi ecell MUHIMIBALNA eceGiMeH ayrcThpbiansl JKympicra JlanaBeep Hreparlimic!
oziciMeH Kepl ecelTi INelly anroOpHTMi KYpPBUIAHL BelrimeHreH Hykreci Gap TeHAeyre AoieKTi KyBIKTay OiCiH
KOJIIAHHII, CHI3HIKTHIK €MeC ecellTiH JKanrachH alaMers. Byn omic Genrimi 6ip sarmaiinapia OHTaMIEL KHHAKTAILy
HBULIAMIBIERHA oKenesl. JlasmBeOepais HTepaTHBTI ofliCIH CEI3BIKTHIK eMeC eCellTep YIIIiH Talnay GacTallKel MapTTapra
HOHE OTEPATOPABIH, CHI3HIKTHIK eMec/iriH IMeKTeHTiH KochMIna MapTTapra GaiiaHecTsl. TeopHsIIEIK Tanfay CaHfmblk
HOTIDKeIIepMeH TeKceplieal. KepHeKinik YIiH MEcanaap KepceTinreH.

TyiiiH co3aep: Kepi ecell, KaTracThPy ecebl, akycTrka TeHaeyl, JlanaseGep axicl.

Aunnomayus
JK.O. Ocrepberosa
Kasaxcxuti nayuonanohwiil yuueepcumem umenu ano-dapabu, o. Amamer, Kasaxcman
UYNCJIEHHBIV AJITOPUTM PEIITEHIS 3ATAYN ITPOTOJIKEHIS JIIsT YPABHEHIST AKYCTHKIT

B maHHO{T cTaThe paccMaTpHBAETCs HAYANBHO - KpaeBas 3aada UL YPaBHeHIS Ky CTHKH BO BpeMEHHO-TPey TOIBHOI
ofmacti. MBI CBOAMM HCXOTHYIO HEKOPPEKTHYIO 3a/[ady K SKBHBAJIEHTHOI 0OpaTHOH 3a1au¢ OTHOCHTENBHO HEKOTOPOit
npAMoi 3azaun. OTa HpsiMas 3aada sBIIeTcs KOppeKTHoH. OOpaTHas 3aJada 3aMeHeHa Ha 3aady MUHMMIBALIL
IlocTpoeH anropurM pemleHHs oOpaTHOI 3a7ady, HTepalfoHHBIM MerozoM JlanBeGepa. IIpmMenHmm MeTon
TOCTIeAOBATEIBHBIX IPHOIIDKeHMI K ypaBHEHMIO, MONyYNM eCTeCTBeHHOe MPOJOIKeHNIe HellMHe HBIX 3a1ad. AHAIM3
HTepaloHHOTo MeTofa JlammBeGepa M HeNHMHEIHBIX 3a[aU 3aBHCHT OT YCIOBHH MCTOYHMKA M JOMONTHHTETHHBIX
YCIOBHIT. AHANH3 CXOXMMOCTH H OLEHKH OIMHMGOK OGBMHO IPOM3BOIATCS CO MHOTHMH JOIYIIEHISIMA, KOTOPhIe OYeHb
TPYAHO IPOBEPHUTH ¢ TPAKTIIECKOIT TOUKH 3peHILL. DTOT MeTOX IPHBOANUT K ONTHMATBHOI CKOPOCTH CXOIMMOCTH TIPH
OIIPeeNeHHEIX YCIOBILX. TeopeTHaecK il aHANN3 TOATBePIKIEeH YHCISHHEIMHI Pe3yIbTaTaMi. BisyalbHble TpHMePE!
06pabaTEIBAIOTCS YUCIEHHO.

KmoueBble c¢/10Ba: 06paTHas 3afada, 3a1a4a IPONOIIKEHIS, ypaBHeHHe aKyCTHKIL, MeTox JlaHaBeGepa.
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MATEMATHYECKOE MOJIEJTAPOBAHHE 3ATPASHEHNS HOrPAHUYHOI'O
CJ1051 ATMOC®EPDI BPEJIHBIMH BIBPOCAMU OT SHEPTETHYECKHX
YCTAHOBOK

Baiirypeesa A.P.

HayuHble PYKOBOAMTEJIH: PhD, u.0. npodeccopa Mcaxos AA.
Kaszaxckuii HamoBaabHbIA Y HIBEPCHTCT nmenu anb-Dapadbu
PhD, Dr Tong Yang
Middlesex University

abaitur@yandex kz

B nmaupoil pabote IPEACTABICHBl MCTOABI BLIYHCIMTEILHON THAPOANHAMUKHA - UL
MOJICINPOBaHKs pacCeUBaHIA spiopocos (CO2) ot terproanexrpocranimii. Ocoboe BHUMAHHC
cliejlyeT YAeIUTh SHEPreTHIECKOMY CEKTOpY, OCKOJIBKY Ha JOJII0 DHEPIHU MPUXOINTCA oostee
67% obuIero 00BbeMa BHIOPOCOB TAPHUKOBBIX Ia30B 1 Gouee 80% Buiopocos CO2 [1].

Mojiens Obiia mHpoTeCTHpOBaHa C HCIIONB30BAHMEM OKCIHEPUMEHTANBHBIX  JAHHBIX,
TOTyYEHHBIX ¢ HCIONL30BAHHAEM a3POIMHAMHIECKON Tpy6BL. B 5THX Iensx ObUI0 pacCMOTPEHO
pacrpocTpaseHnHe KOHIEHTPALHHA OT MCTOYHMKA, HAXOMSIIErocs 3a KyOMYeCKUM 37aHHEM, HTO
[O3BOJIMIIO YIECTh BIMAHUE IpenATCTBUH U 00pa3yrommXCa BHXpel Ha XapaKTep TeueHus rasa.
K-smciion Oblia BEIOpaHa B Ka4eCTBE MOJEIH TypOynenTHOCTH. [ panbosiee TOYHOW OLCHKH
COFAIIEHHS MEX/IY PACICTHHIMH 1 SKCITEPUMCHTALHBIMA pesyipTaTaMu ObUI0 MCIOIB30BAHO
TpH TUIIA MCTPUK, BCE TP M3 KOTOPBIX [OKA3aJIi XOpOoIIee COOTBETCTBUE.

Ha OCHOBAHWM YCHEIIHON BepuuKaiiy GLUIO CMOJETHPOBAHO PACIPOCTPAHEHHUC
BBLIOPOCOB  OT Nxubacrysckoii I'POC-1, ¢ y4eroM KIIMMATHYECKUX ¥ METCOPONOTHYCCKUX
ocoGenHoCTell. I'paHM4HbBIe M HadalbHbIC YCIOBHA 6BIIM 3aaHbl Ha OCHOBaHHH 0030pa
MHOFOUMC/IEHHON HAay4HOM JMTEPaTyphl, HOCBSIIEHHON MOJETUPOBAHHIO arMoc(epHBIX
npoueccoB [2]. PacueTsl MPOBOIMIACE ¢ WCIOJIB30BAHUEM TIPOTPaMMBbl ANSYS Fluent 19.1.
Tlepes1 HAaYaIOM PACcUETOB GbLT IIPOBEJICH aHATM3 HA TyBCTBATEILHOCTE CeTKH, B LIeJSIX KOTOPOro
6BUIM  [IPOTECTHPOBAHbl TPU THOA CETKH (B 3aBHCHMOCTH OT KOJMYECTBA y3110B): Tpy0as
(3548691), cpeansis (5193038) u menKas (6269905). CoryacHO TOIY4ECHHBIM pe3ynbTaTam,
HaGIEoa1ach HEKOTOpas PasHKUIa MEKITY rpacdukamu I1pu rpyoo# 1 cpe/Heil ceTKax, B TO BpeMs
KaK MEKLy Tpapuxamu CpeRHEH M MEIKOM CETOK pasiiins GbIIM HE3HAUWTETbHBL. TakuM
oGpazoM, i JaNbHCHIMX PacHeToB Ghuia BHIOpaHa CpelHss ceTka. B pesyubrare OBUIO
paccYMTaHo PACCTOSHME OT MCTOTHHKA, [IpM KOTOPOM 3arpsi3HEHHE JOCTUIHET OBEPXHOCTH
3eMIIH, @ TaKKe OBUIO IPOTECTHPOBAHO BIMAHHUE pa3NMYHBIX 3HAYCHIH 9vCiIa IImupra.

Pe3ynbTaThl J@HHOTO HCCIENOBAHUA MOTYT GLITh HCIONB30BaHbBl AT O€30MacHoro ¢
SKOJIOTHHYECKOl TOUKA 3pEHHS IIPOCKTHPOBAHHSA HOBBIX JHEPreTHYECKHNX OOBEKTOB, & TAKKE I
SKOHOMHOMW IPEJIBAPHTEILHON OLCHKH BIIMAHIA CYIIECTBYIOIIMX HCTOYHMKOB BHIOpOCOB Ha

OKPYKalOILyIO CPEy.
CIIUCOK JIMTEPATYPbI

1. Tominaga Y., Murakami S., Mochida A., CFD prediction of gaseous diffusion around
pollutant dispersion in the built environment, Build. Environ. 105 (2016) 390-402. a cubic model
using a dynamic mixed SGS model based on composite grid technique, J. Wind Eng. Ind. Aerod.

67&68 (1997) 827841
2. Richards, P.J., Hoxey, R.P., 1993. Appropriate boundary conditions for computational

wind engineering models using the k-¢ turbulence model. J. wind Eng. ind. aerodyn. 46, 145-153
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. Ha ceroausimHuil JeHb SKOHOMHYECKHE IPOIECCChl UTPAal0T OIPOMHYIO POJb B KU3HU
e ZZ:{?),H Ze;c;;al; gin ;{gg}:{l\{/{;ﬂ y4acTHe B KaXKI0H 9acTH HalIeH MOBCeIHECBHON XW3HH, OY/Ib
o: o, oo ,H eHH;IX e Egan MHOTO€ JIpyroe. JKOHOMHYCCKAs HE3aBUCHMOCTD JIIOAEH -
e aT,HTB TCOMy MBI HJieM Ha paboTy U 3apabarbiBaeM AeHbIU. Takke
ONITUMHU3UPOBATH PACXOIBI C §0MombIOTLIZng;a;;E:SI?I:iH;}Ei O H?;TOMY B
mpo0jieMa KaxJao0ro 4eJioBeka, HO Takke mpoldsiemMa cTpad U I;Z]c\:deHTOB. 6 oenomvIO Dom.
HUrpaeT pOCT HACEeNeHUs UM HaKOIUICHWE Karurana. %ymeCTBy};I;ap;;:,ehzgfnzzgzaB: yﬁoigii

HEOKJIACCHYECKOTO YIKOHOMUYECKOT
o pocra Pobepta Counoy [1
KOTOpast ITIOMOK
OT/IeJIbHBIC IKOHOMUYCCKHIE CHUTYaLHH. : ’ TP

k(t) = spk®(t) = (n+ g + 8)k(t) (1)

- Brut npoBeneH mpoiecc BOCCTAaHOBIEHHUS KOA(DDUIIUEHTOB IMyTeM pEleHUs 0OpaTHOU
» ; ’ 1\:; TH(; eCiggoﬁjzszinitOKigmpHTMa muddeperimanbon  sBomoruy [2, 4] nmus
e o e CCHMECKOTO SKOHOMUYECKOro pOCTa Pobepra Comoy (1),
OCHOBAIONO Ha 1 Hoil ynxnum Ko6G6a-/lyrnaca, ¢ yuerom Tpynaa, KamuTaia u

HEHTPALHOTO  TEXHHYECKOTO  TPOTpecca. Taxxe paccMoTpeHa MoJienb
npemioxenHas MankuBom-Pomepom-Belinem (2) ¢ go0aBieHnEM YeIOBEYECKOro KamuTal :
YBEJIIMYUBACTCS YUCIIO TIEPEMEHHBIX M HEU3BECTHBIX K03 dumuentos [3]. e

{l_%(t) = 5k (OhP(D) — s % k(D)
h(t) = s k*(OhP(t) — s * h(t) (2

CIIMCOK JIMTEPATYPbI
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Pacemorpum 00DaTHYIO 3aa4y A/s ypasHenns akycruku 5 obaactn © = A(Ly) x (0,Ly) tae
A(Ly) = {(z,t) :z € (0,Ly),t € (z,2L,; — x)}:

Pa Py
e = vz -+ gy — (Eua + By ) (@9,) € A(Ls) &
uz(0,y,t) = g(y,t), y € (0,Ly),t € (0,2Ls) @)
u(z,y,7) = ¢(z,9), z € (0,Ls),y € (0, Ly), (3)
u(z,0,t) = u(z, Ly, t) = 0. (z,t) € A(Lg). (4}

Obparnaz 388178 k 38434¢ (1} — (4) sakmowaerc B onpeaenernn Gyuxuun g(z, y) MO AOIOIHHTE b
wolt nudropmany

u(0,y,8) = f(y,1). (5)

Bammuenm o6paTyo 3881y B oneparopuom suae Alg) = f . Lnx wmcrennoro perenns 3agaty A(g) =
f pacemMoTprM 33484y MUHUMUSAIMK HegeBoro (yHKIHOHANS

Ly 2L,

7o) = 1At = Flfyp = [ [ 00,0, 8:00) = £ (001,
(U]

Tt musmvwsanuy GYHKIMOHALS IPUMEHZeM MeTO wreparwn Jlamasebepa [1-2]. Boraucaeno rpaju-
enr dyukuponasa. ITocTpoer MoCTAaHOBK CONPIZKEHHON 3a1aduu. SaUcal ajlropTuM petierns obpar-
woit sasauu. [Ipuseeno wucieHbie PE3YATATH! UPIMOil 1 00paTHON 38,4841 /1L YDABHEHUS AKYCTHK.
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gaﬂ‘aﬂlfl oupejesenus apaMeTrpos MaTeMaTHUecKkoi MOAe/In aKyC'I'MKM BOBHUKANKT B [‘COQ)MBMKC,
MeJUIuHe Kn jl‘py[‘MX O(’)JlaC'I'}IX [PUJIOZKEH NI MaTeMaTUKH. K OCHOBHbIM [apaMeTpaM MO/LCJICI?I aKy-
CITUKHU OTHOCATCHA CKOPOUTH TBByKa U ILIOTHOUTL CPEe/IbL. ,Z[JUI HAXOXKACHWIH WK y'I'OLl HeHusL yKaﬁBaHH bIX
TAPAMETPOB MO/l HCIOAL3YIOT AOUOIHUTELHY IO HHDOPMALKIO 00 aKYCIHIECKUX [IPOLECCax [1-2].
AnroputMm perenuns obpaTtHoii 3anaun

1. Buibupaem mauaasuoe npudirokenue go.

2. Peraem upsimyio 3aa4y

U + Uy — W3gn(y, 2)u = 0, (y,2) €9,
uy(—b, z) =0,uy(b,2) =0, z € [0, L],
uz(y,0) = gy, wj), uz(y, L) =0, i=1N,ye[-db.

3. Boruncsmem (yuxuuonan J(g

WMz

b 2
fb[ (4,0,05;n) — F(y,wy)] "dy;

M

8 ECJH’I BHaveHue (i)yHK[LMOHa,JIa QUCHb MaJIO, TO OUTAHABIUBACM WTEDALUH.

5. Haxoaum perrenne coupsrenoil 3a,184m

Ve + gy — Wign(y, 21 =0, (v,2) €9,
Yy(—b,2) = 0,9hy(b,2) =0, z€0,L),
. (y,0) = —2(u(y, 0,053 n) — f (Y, wy))s =y, L) = 0, j=1,N,y e [-bb]

N
6. Haxoaum rpaguent Qyukuuonasa no qopmyte J'gn = > wjuds:
=1

-3

. Pacunrbisaem npubanKenne ¢,i1 = gn — ot gn-

8. nepexojuM K Iary 2;
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OBPATHBIE 1 HEKOPPEKTHBIE 3AJAYMN ECTECTBO3HAHUWA
FKAPATBUIBICTAHYABIH KEPI 2KOoHE KUCBIHAbI EMEC ECEIITEPI
INVERSE AND ILL-POSED PROBLEMS OF NATURAL SCIENCE

VIIK 539.3
E.bL. BUJIAIIBEKOB', H.M. TEMUPBEEKOB?, /1.H. TEMHPBEEKOBA®

METO/I COIPSIKEHHBIX YPABHEHHII 11 YACJIEHHOI'O PEIIEHI
OBPATHON 3AJJAYM MATHHTOTE/UIYPHYECKOI'O 30HIPOBAHUS

*RABAXCTAH, ATIMATBL, HAITHOHAJIBHAS
HIKEHEPHAT AKAIEMISA PECITYBIHKH KA3AXCTAH
B3RABAXCTAH, AIMATBEL, KABAXCKUI HAIIHOHAIBHBIT
HEJATOTHYECKHE YHUBEPCHTET HM.ABAT

B paboTe paccMmoTpeHa mpsiMas M oOpaTHasl 3aJada MaTHUTOTeIUTYpHUSCKOTO 30HIMPOBAHHUS
(MT3). Jaupl mocraHoBKM mpsiMoii uM oOpatHod 3amay MT3. [N HaxOKACHHS YHUCICHHOTO
PELICHHUST HCLONIB3YeTCSI METO CONPSDKeHHBIX YPaBHOHHH.

Knoueevie cnoea: mpsMast 3ajaua, oOpaTHasl 3a/1aua, MeTOJ] COIPSDKCHHBIX ypaBHeHHH, 3ajada
MAarHATOTEIUIYPHISCKOTO 30HJHPOBAHUS, MoJeis TuxoHoBa-KaHbsipa, ypapHenmii Makxcpena,
TOPH30HTATLHO-CJIOUCTASI Cpejia.

JKyMbIcTa MATHUTOTEIUTYpHSUILIK 30HATayAbIH (MT3) Typa oHe Kepi ecenTepi KapacThIphUIFaH.
MT3 typa xoHe Kepi ecenTepiHiH KOMbLIbIMBI Oepiiren. CaHIbIK miemimiai Taly ymriH TyHiHgec
TEHJICYJIeP d/Iici KOJJaHbLIAbL.

Kinmmix ces0ep: TiKeleH ecel, Kepi ecel, JKYINTACKaH TSHJCYJIep dMici, MArHUTOTEILIYPAJIBIK
sonaTay ecebi, Tuxonor-Kausp mMomesi, MakcBes1 TeHACYIIePi, KOIJCHSH KabaTThl OpTa.

The paper considers the direct and inverse problem of magnetotelluric sensing (MTS).
Statements of direct and inverse MTS problems are given. The method of conjugate equations is
used to find a numerical solution.

Key words: direct problem, inverse problem, method of conjugate equations, magnetotelluric
sensing problem, Tikhonov-Kanyar model, Maxwell equations, horizontal-layered medium.

MeTo MArHATOTEILUTYpHYECKOTO 30HIHPOBAHMS MIMPOKO HCIIONNB3YeTCS B HACTOSIIee BPeMs JAJIS
H3y9eHHs] CTPYKTYphI 3eMHOM Kopbl M MaHTHH [1]. Ilo H3MepeHHBIM 3HAUSHHSIM HMIIefaHCA
Tuxonopa-Kanbspa ompefessieTcs] Kaxymasics yAeAbHOE dIeKTPHIECKOe CONPOTHBICHHE TOpPH-
30HTAJILHO-CJIOUCTOH cpeJibl

1 2
P = 7\ z|
Hy )
e
@ - UKITHYeCKas 9acTOTA TIEPEMEHHOTO TOKa,
Hy

-IIOCTOAHHAsI MarHuTHast IPOHUIIAEMOCTh,
Z.- SﬂeKTPOMaFHHTHLIﬁ HUMIIEAAHC CPEIBI.
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UDC 519.622.2
S.E. KASENOV’, B.D. BAKYTBEKOVA®
MATHEMATICAL MODEL OF SPREADING INFECTION
L2KAZAKHSTAN, ALMATY, AL-FARABI KAZAKH NATIONAL UNIVERSITY

In this work, an analysis of existing models of the spread of infections was carried out. It is
proposed to use an agent-based approach to model this process. A simulation multi-agent model of
the spread of infection is presented.

Keywords: multi-agent model, infection, direct problem, various systems

Byn skymbicTa HHGEKIMS TapaTybIHBIH KOJJIAHBICTAFbI MOJGJIbACPIHE Talyay Kyprisinm. byn
MPOIECTI MOJCNBJACY VIIIH arcHTTIKKES HEri3Jle/ireH SMICTi KOoJaHy YCbIHbUIaAbl. HHpekius
TapAITYbIHBIH MMHTAIMSAIIBIK KOII ar¢HTTi MO/IEJ YChIHBLIFAH.

Kinmmix co30ep: KO areHTTIK MOJIeIb, HHPEKIUS, TiKeJeH mpobieMa, apTypli xKykenep.

B nmamHo#f paGoTe ObLT ImpoBeJeH aHAIW3 CYMIECTBYIOMMX Mojeiiell pacmpocTpaHeHHs HH-
¢exumit. IlpemaraeTcssi HCHOJB30BaHWE AareHTHOTO MOAXOAA JUIS MOJSIHPOBAHUS JAHHOTO
npornecca. IIpencTaBiena HIMHTAHOHHASI MY/IbTHATEHTHASI MO PACTIPOCTPaHOHUAHH(DEKITHH.

Knouegvie cnoéa: MyNbTHATeHTHAs MOJeNb, 3apakeHHe, INpsMas NpolieMa, pasIHUHbIS
CHCTEMBL
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UDC 519.622.2
S.E. KASENOV', A.BEIBITKYZY?

NUMERICAL SOLUTION OF THE INVERSE
PROBLEM FOR THE ACOUSTIC EQUATION

LK AZAKHSTAN, ALMATY, AL-FARABI KAZAKH NATIONAL UNIVERSITY

In this paper is considered a solution of inverse problem for the acoustic equation. The initial
problem is reduced to the inverse problem. The continuation problem is formulated for acoustic
equation. Consider the inverse problem in operator form. We will reduce the solution of the
operator equation to the problem of minimizing the objective functional. The functional gradient is
written out and an algorithm is constructed for solving the inverse problem by the conjugate
gradient method.

Keywords: inverse problem, direct problem, functional gradient

Makanana aKyCTHKAJIBIK TEHJCY YIIIH Kepi eCClTiH NICMiMi TalKbUIaHadbl. BacTankel Macese
Kepi ecemke aybicapl. AKYCTHKAIBIK TEHICYIl JKAIFACTHIPY MOCeNeCi TYIKbIPHIMIAIIBI.
OnepatopibIK TYPiHIS Kepi eCenTi KapacThIpbLIbl. ONepaTopibIK TeHICYiHIH MENiMiH MAaKCATThI
(PYHKIIHOHAIFT MUHAMHBAMASIIAY Mocesieciie KenTiperik. OYHKIHOHAIIBI TPAJTHESHT JKa3bLIbIII,
Kepi ecenTi TYHiHIeC IpaJUeHTTEp S/JiCIMEH INEIIy TiH aJrOPUTMi KYPbULIBL.

Kinmmix ce30ep: Kepi ecell, Typa ecell, QYHKIHOHAIIbI TPATUCHT.

B crathe paccMaTpuBaeTcs pellieHHe oOpaTHOM 3ajadd JUBI aKyCTHYECKOTO YPAaBHOHHS.
Hexonmuast 3agada cBoauTest k oOpaTHoH 3agaue. ChopMmynupoBaHa 3agada HPOJOJDKCHHS IS
aKyCTHYECKOTO ypaBHeHHs. PaccMoTpuMm ofpaTHyio 3ajady B omepaTopHod dopme. Cpemem
pelieHHe OIepaTOPHOTO YpaBHeHMS K 3ajade MHHHMH3AIMH IleJeBoro (yHKIHMOHaga. Beimmcan
(YHKIHOHANBHBIN TIpaJMeHT M IIOCTPOSH AaTrOpHTM peNIeHHsT oOpaTHOM 3aJadd  MeToJoM
CONPSDKEHHBIX TPaJHeHTOB.

Knouegvie cnosa: obpaTHas 3a/jada, IpsiMast 3a]a4a, GYHKI[HOHATIBHBIA TpaJHeHT.

1. Formulation of continuation problem for acoustic equation
Let’s consider continuation problem in a domain A(L ) = {(x.£):x€(0,L, ).t € (x2L, —x)}:

U, —u, _;”x 6))
u,0.0)= g(®), @
u(0,6)= f(). 3)
By doing transformation as u(x, 1) = v(x,1)- eElnp(X)We will get the following equality:
Ve = Ve T r{x)v )
0.0 = §(0) (5)

0,0 = F(1). ©
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UDC 519.622.2
S.E. KASENOV', D.M. ATUDINOV?
NUMERICAL SOLUTION CAUCHY PROBLEM FOR THE LAPLACE EQUATION
KAZAKHSTAN, ALMATY, AL-FARABI KAZAKH NATIONAL UNIVERSITY

In this paper is considered the initial-boundary value problem for the heat equation with inverse
time. The initial problem is reduced to the inverse problem. Consider the inverse problem in
operator form. We will reduce the solution of the operator equation to the problem of minimizing
the objective functional. The functional gradient is written out and an algorithm is constructed for
solving the inverse problem by the conjugate gradient method.

Keywords: Cauchy problem, Laplas equation, Godunov method, singular value decomposition.

Kympicra Jlammac Tenmeyi ymrin Kot ece6i kKapacTsipbiirad. BacTamkpl ecert THCKPETTi Typre
JKA3BIIIBII, CHIZBIKTHI ANTeOpaATBIK TeHAeyIep Kykecin kenripinin C.K.['oqyHOBTBIH peryisipu3amust
amiciMeH miemnisieqi. BepiireH ecenm OpHBIKTHUIBIFBIHBIH CaHABIK 3epTTeyi Kenripiired. Jlarmmac
Teneyl ymin Komu eceGiHiH CaH/IBIK HOTHKEICP] AJBIH/IBL.

Kinmmix cesoep: Komu ecebi, Jlamnac Tenaeyi, [oayHoB ajici, caHAap/IbIH Japa bIAbIPAYbL.

B nannoii paGoTe paccMaTpuBaeTcs 3agada Komwu mia ypasunenus Jlamaca. Mexonnast 3agada
3aIIHCHIBASTCSl B JUCKPETHOH IMOCTAHOBKE M CBOJHTCS K PEIICHHIO CHCTEMBI JIHHGHHEBIX ajres-
pUUecKHX ypaBHeHHH MeTogoMm perymipusanuun C.K. TogynoBa. IIpoBojeHbI UHCICHHBIE
HCCNeJOBaHHe YCTOMUHBOCTH JaHHOM 3agaud. IlodydeHbI UHCIeHHBIe pesynbTaTsl 3agaud Komu
Juis ypasHeHwus Jlamaca.

Knwouegvie cnosa: 3amaua Kommm, ypaBHenue Jlammaca, Meron I'onyHoBa, CHHIYIISIpHOS
pasIIoXKeHHe.

Introduction

The problems of mathematical physics are to find solutions to partial differential equations that
satisfy some additional conditions. Such additional conditions are most often the so-called boundary
conditions, i.e. conditions set at the boundary of the medium under consideration, and initial
conditions related to one moment in time from which the study of this physical phenomenon begins.
Finding solutions to differential equations with partial derivatives of the second and higher orders
has always been in area of heightened interest of many eminent mathematicians throughout for
more than one century. Thus, the classical equations of mathematical physics were considered back
in the eighteenth century.

The use of complex analytical methods makes it natural to consider partial differential equations
in a complex space. The class of elliptic partial differential equations with analytic coefficients is
the most suitable for research by this method.

In this article, we consider direct and inverse problem for the Cauchy problem for the Laplace
equation. Also, there is shown numerical solution and its graph.
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UDC 519.622.2
S.E. KASENOV', A.S. ALIASKAR?

ALGORITHM FOR SOLVING THE BOUNDARY INVERSE
PROBLEM FOR THE PARABOLIC TYPE OF THE EQUATION

LK AZAKHSTAN, ALMATY, AL-FARABI KAZAKH NATIONAL UNIVERSITY

In this paper is considered the initial-boundary value problem for the heat equation with inverse
time. The initial problem is reduced to the inverse problem. Consider the inverse problem in
operator form. We will reduce the solution of the operator equation to the problem of minimizing
the objective functional. The functional gradient is written out and an algorithm is constructed for
solving the inverse problem by the conjugate gradient method.

Keywords: inverse problem, parabolic equation, direct problem, functional gradient

ymbicTa Kepi YakKbITHCH SKBUIYOTKISTIINTIK TEHJCYl YINIH OGacTanKbI-MICKTIK ecebi Kapac-
THIPBLIIBL. BacTankel ecenTi kepi ecenke kenripiieni. Kepi ecenti onepaTopiblK Typ/ie KapacTbipa
OTHIPBIIL, OIEPATOPJbIK TEHICY MeNIyiH apHaiibl (GYHKIHOHAIAB MHHUMAIIAHIBIPY ecebine
kenripeMis. OyHKIHOHAT TPAJUCHTI SCSITRIII, Kepi eCenTi TyHiHeC IpaJueHTTEep SIICIMEH MISITY
AITOPUTMI TYPFBI3BLIIBL.

Kinmmix co30ep: Kepi ecell, napaboalblIK TeHALY, Typa ecell, G YHKIIMOHAIBI TPA/THEHT.

B pammolt paloTe paccMaTpHBaeTcsl HadalbHO-KpaeBasl 3ajada JUIS YpaBHEHHSI TeIUIO-
MIPOBOAHOCTH ¢ oOpaTHBIM BpeMeHeM. HMexoanyto 3amauy cBefeM K oOpaTHyIo 3aJady. PaccmoTpum
obpaTHylo 3aJady B olepaTopHoM BHpe. Jlajiee MBI cBefeM pellleHHE ONEepaTOPHOTO YPaBHEHHS K
3aa7e MUHHMH3AIUM IeleBoro QyHKNHOHama. Beimucan rpajiueHT (QyHKIHOHANA H IOCTPOSH
AITOPUTM pellleHHe 0OpaTHOH 3a/Ja9H MeTOJOM COIPSDKEHHOTO IPaHeHTA.

Knouegvie cnosa: obpaTHas 3afada, HapaGoJHuecKoe ypaBHeHHe, NpsiMas 3aJaqa, (QyHK-
I[HOHAJIBHBIH Tpa/{HeHT.

Introduction

Usually in research of physical processes arises situation in which observation of process is not
available or calculation of some measurement is impossible. Doing practice can be with technical
and materially problems or just be insignificant. However, we have opportunity to solve the facing
problems to get an additional data about the considered object in which would be conclude about
the desired characteristics and properties investigated object or process. The following situation
described that the problem is to determine reasons for the observations or experiments. This type of
problem is called an inverse problem. The inverse problem can be described as differential
equations, integral or operator equations and understood as the problem which contains to find
parameters of the considered model by using available results of observations of the states of the
model. The inverse problem is well-posed differential equation and nonlinear equation. This type of
problem related to ecology, seismology, geophysics and diagnostics in medicine etc. [1].

In this paper, we consider the initial boundary problem in second order and the initial and
boundary conditions, however the conditions are not fully specified that is why we should find the
unknown parameters by using the given additional information.

Formulation of the Problem

Let us consider the second order an initial boundary value problem of parabolic equation (also
known as heat conduction equation) which we will bring to solve inverse problem in the future [2].
The initial boundary value problem. It is needed to find u(x, t) in a domain 2 = [0, 1] x [0, T] from

Uy = Uy, x € (0.1),£ € (0,T), (1)
u(0,t) =u(,t) =0,t € [0,T],(2)
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B pabote paccMmaTpHBaeTcsl HadabHO-KpaeBasi oOpaTHas 3a/lada aKyCTHKH JUIL OJHOMEPHOTO
cmydast. OOGpaTHble 3aJadyd 3aKIIOYAlOTCSI B BOCCTAHOBICHHH KOd(MQHIMEHTOB ¢ MOMOIIBIO
OJHOMEpHOTO aHajora HHTeTpajibHOTro ypaBHeHHs ['enbdanga-Jlesurana-Kpetina. MssectrHO HUTO,
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I[HOHHbIe PErYIPU3UPYIOMHe aNropUTMEL. OCHOBHBIM pe3yibTaTaM paGoThl SIBJISIOTCS HPOH3-
BeJIeHHBIC JUCKPETH3AIMH OJHOMEpPHOTO ypaBHeHHH I 'ebdana-Jlesutana-Kpelina u nmocrpoeHue
HTePallHOHHBIX PeTyIApHU3AUOHHBIX AJITOPUTMOB.

Knwouegvie cnosa: ypaBHeHHe THIEPOOIHUSCKOTO THIIA, AKyCTHUSCKOS ypaBHeHHe, HHTe-
rpatbHble ypaBHeHHs ['enbdamnna-Jleutana-Kpeiina, mpsimas 3amada, oOpaTHas 3ajgada, He-
KOppeKTHas 3a/1a4a.

Aymbicta Oip emeMai JKaFiaif YIIiH aKyCTHKAaHBIH OacTanKpl NISKapasbIK Kepi ecebi
KapacTeipblaanel. Kepi ecemrep koodduuuentrepmi [enbdann-Jlepuran-Kpeitn wHTErpaiibiK
TeHJICYiHIH Oip oJmeM/l aHAJOTBIH KOJJaHa OTHIPBIN KaJINbIHA KEIATIpYyACH Typaapl. MyHmai
Teleysep OipiHmi TunTeri GpearoJbMHIH CHI3BIKTHIK HHTSIPAJIBIK TSHICYIIEpl eKeHAiri Genrini,
omap o3 KeseTiHIe AYphIC emec. JKYMBICTBIH MaKCAThI-HTEPANMSUIBIK, TYPAKTHI AITOPHTMIEP.I
KosmgaHa oTeipein, [enbdann-Jleputan-Kpelin TeHaeyiHiH caHAblK mienriMid Taly. Ocbl TeH-
JEVAEp/iH epeKImeTiKTepiH KOJJIaHA OTBIPBINT (TCHASYIiH SZIPOCHI apTYMEHTTEpMiH albip-
MAMIBUIBIFBIHA GAMNAHBICTHI) JKOFAPhl THIMII HMTEPANMSUIBIK TYPAKTHI AITOPHTMIEPII KYpyra
Goxayel. XKyMbIcThIH Herisri HaTmxkenepi-Ienbdann-Jlepuran-Kpelinuin 6ip emmemai TCHICYiHIH
JTHCKPETU3AIHSICHI JKAHE HTEPANUSUIBIK PETTEY aITOPUTMIEPiHIH KYPHUIHICH.

Kinmmix ce30ep: TUHEpOONANBIK THITET1 TEHJCY, aKyCTHKAJIBIK TeHuey, Ienbdann-Jlepuran-
Kpeitn HHTerpaIIbIK TEHISYIepi, TIKeIeH ece, Kepi eCell, YPhIC eMeC ecer.

The paper considers the initial-boundary inverse problem of acoustics for the one-dimensional
case. Inverse problems consist in restoring coefficients using a one-dimensional analog of the
Gelfand-Levitan-crane integral equation. It is known that such equations are linear integral
Fredholm equations of the first kind, which in turn are incorrect. The aim of this paper is to find a
numerical solution to the Gelfand-Levitan-crane equation using iterative regularizing algorithms.
Using the specifics of these equations (the core of the equation depends on the difference in
arguments), it is possible to create highly efficient iterative regularizing algorithms. The main
results of the work are the discretizations of the one-dimensional Gelfand-Levitan-crane equation
and the construction of iterative regularization algorithms.

Key words: the equation of the hyperbolic type, acoustic equation, integral equations Gelfand-
Levitan-Krein, direct problem, inverse problem, ill-posed problem.

B pabote paccMarpuBaloTcs ogHOMepHas koddduIHeHTHas obpaTHas 3a4ada Uil YpaBHEHHUS
TUNepOOIMIecKOT0 THIA, KOTOpas CBOJHTCS COOTBETCTBEHHO K OJHOMEPHOMY aHAJIOTY
HHTErpajbHOrO ypapHeHus I'enbdanna-Jlesurana-Kpeiina [1-5].
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