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ГРАФЫ, ГРАФОДИНАМИКА, РИМАНОВА ГЕОМЕТРИЯ, КРИВИЗНА РИЧЧИ,  КОМПЛЕКСЫ МОРСА-СМЕЙЛА, АКТИВНЫЕ ОБЛАСТИ  СОЛНЦА, СОЛНЕЧНЫЕ ВСПЫШКИ, МАГНИТОГРАММЫ, КОГНИТИВНЫЕ ФУНКЦИИ МОЗГА, ЭЭГ, МРТ, ВЗВЕШАННАЯ СТОХАСТИЧЕСКАЯ БЛОЧНАЯ МОДЕЛЬ (WSBM),   ТОПОЛОГИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДАННЫХ (TDA).   
Целью проекта являлись графодинамические модели распределенных динамических систем и их анализ методами дискретной дифференциальной геометрии. Объектами приложений выбраны (а) предвспышечная динамика магнитного поля Активных Областей(АО) Солнца на основе HMI/SDO магнитограмм,  и (б) когнитивные функций коры головного мозга. Данные: Электроэнцефалография (ЭЭГ), МРТ, фМРТ полученные в ИМЧ РАН(Санкт-Петербург). Основная идея заключалась в кодировании наблюдаемых динамических паттернов графами и сетями, которые аппроксимируют, в определенном смысле, геометрию и топологию системы. В случае АО использовались комплексы Морса-Смейла(МС), основанные на градиентных моделях динамики. Для нейрофизиологических данных использовался сетевой анализ матриц связности ЭЭГ и WSBM, в комплексе с TDA, для МРТ данных. Графодинамику описывали спектром дискретного Лапласиана и кривизной Оливье-Риччи. Для нейрофизиологических сетей использовались картами индексов синхронизации для ЭЭГ и WSBM, совместно с TDA, для МРТ и фМРТ измерений. Были получены новые  подходы к реализациям эмбеддингов – низкоразмерных вложений узлов сети в векторное пространство и предложены пути топологического моделирования коннектомов мозга. Мы построили  МС комплексы и графы в Scale Space для последовательности магнитограмм вспышечных АО. Для них были получены оценки спектра дискретного Лапласиана и кривизны Оливье-Риччи. Для построения альтернативных статистик использовались случайные графы.  Для сравнения  кривизны Риччи на ребрах графа в форме гистограмм, использовалась метрика Фишера-Рао на расслоении многомерной единичной сферы. Полученные результаты позволяют утверждать, что графодинамические модели могут претендовать на роль эффективных дескрипторов динамических режимов АО. Полученные за 2020 г. результаты были представлены на 4 конференциях и опубликованы в 5 статьях.  
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Жобаның мақсаты бөлінген динамикалық жүйелердің графодинамикалық модельдері және оларды дискретті Дифференциалды геометрия әдістерімен талдау болды. Қосымшалар объектілері ретінде (а) HMI/SDO магнитограммалар негізінде Күннің белсенді аймақтарының(БА) магнит өрісінің бұлшықет алдындағы динамикасы және (б) ми қыртысының когнитивті функциялары таңдалды. Деректер: Электроэнцефалография (ЭЭГ), МРТ, РҒА ИМЧ-да(Санкт-Петербург) алынған фМРТ.  Негізгі идея белгілі бір мағынада жүйенің геометриясы мен топологиясын жақындататын Графиктер мен желілермен байқалған динамикалық заңдылықтарды кодтау болды. БА жағдайында динамиканың градиенттік модельдеріне негізделген Морс-Смейл(МС) кешендері пайдаланылды. Нейрофизиологиялық деректер үшін ЭЭГ және WSBK байланыс матрицаларының желілік талдауы TDA-мен бірге МРТ деректері үшін қолданылды. Графодинамика дискретті Лапласиан спектрімен және Оливье-Риччидің қисықтығымен сипатталды. Нейрофизиологиялық желілер үшін ЭЭГ және WSBM синхрондау индекстерінің карталары TDA, МРТ және фМРТ өлшеу үшін қолданылды. Эмбеддингтерді жүзеге асырудың жаңа тәсілдері алынды – желілік түйіндердің векторлық кеңістікке аз мөлшерде қосылуы және ми қосылымдарын топологиялық модельдеу жолдары ұсынылды.  Біз жарқыраған БА магнитограммаларының реттілігі үшін Scale Space-те Морса-Смайл кешендері мен графиктерін салдық. Олар үшін Дискретті Лапласиан спектрі мен Оливье-Риччидің қисықтығы бағаланды. Балама статистиканы құру үшін кездейсоқ графиктер қолданылды. Графиктің жиектеріндегі Риччидің қисықтығын гистограмма түрінде салыстыру үшін Фишер-Рао метрикасы көп өлшемді бірлік сфераның стратификациясында қолданылды. Алынған нәтижелер графодинамикалық модельдер БА динамикалық режимдерінің тиімді дескрипторларының рөлін талап ете алады. 2020 жылы алынған нәтижелер 4 конференцияда ұсынылды және 5 мақалада жарияланды.
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ВВЕДЕНИЕ


В истории науки, три знаменитых закона Иоганна Кеплера (1571-1630 гг.) были первой удачной попыткой извлечения явных знаний, ab initio, т.е. из наблюдений. Законы были получены посредством чудовищных по объему ручных вычислений по наблюдениям астронома Тихо Браге (1546-1601 гг.). Современный способ построения модели из наблюдений был предложен на основе эвристических соображений, в 1980г. в пионерской статье «Геометрия из временных рядов» [1].  Год спустя он стал строгим, благодаря работе Такенса [2], который обобщил теорему Уитни о вложении, на динамические потоки и каскады.  Появилась обоснованная  возможность конструировать универсальную модель динамики прямо из детерминированно порожденной наблюдаемой, т.е типичной проекции фазовой траектории в Мир наблюдателя, почти в точном соответствии идеям теней в известной аллегории пещеры Платона. Реконструкция модели по Такенсу адаптированна к точечному источнику сигнала и является топологическим вложением (embedding) наблюдаемой в  пространство подходящей размерности.  Возникла новая область хаотической динамики – «эмбедология»[3], c  нелинейными методами анализа временных рядов и нелинейной техникой их прогноза [4].
Намного менее изученными остаются пока распределенные динамические системы. Хаотические сценарии их динамики принято называть пространственно-временным хаосом [5]. Они реализуются нелинейными процессами в неоднородных и неизотропных средах и описываются дифференциальными уравнениями в частных производных. За исключением немногих случаев, теорема о существовании и единственности решения, не известна. Результаты, полученные в прикладных задачах, с помощью упрощенных «Toy models» обычно не допускают обобщений и  носят лишь объяснительный характер. 
Полезной идеей для построения универсальных моделей, в случае распределенных систем, является описания связей между ее отдельными компонентами. В завиcимости от задачи, ее компоненты можно кодировать узлами или вершинами, соединенными ребрами. Подходящим математическим образом этой схемы является граф или сеть, представленные лишь множеством вершин и способом их соединения. Тем не менее, эта простая структура, может кодировать обширную информацию о геометрии и топологии разнообразных паттернов[6].  Социальные системы [7], интернет сети и трафики, модели МРТ и фМРТ изображений мозга [8-10], участки деградации РНК вакцин, сигнатуры сложных молекул в Атомно-Силовой Микроскопии[11], классификация изображений, текстовых и аннотированных изображений, вот лишь небольшой перечень проблем, имеющих известные сетевые представление. Обработка таких данных требует специальных подходов. Так, недавно была предложена новая парадигма обучения, основанная на вложении вершин графа в низкоразмерное векторное пространство, с сохранением топологии сети[12,13]. Это упрощает трудоемкую обработку исходной сети в новом векторном пространстве. Для работы с сетевыми структурами были созданы специальные графовые нейронные сети( Graph Neural Network, GNN), которые способны напрямую работать с  графом,  сохраняя топологию его исходных взаимосвязей [14]. 
Тем не менее, простота канонической теории графов ограничивает диапазон  практических приложений.  Британский математик Уильям Тимоти Гауэрс в своем эссе «Две культуры в математике» заметил: «…базовый объект — граф — может быть объяснен и понят за пять минут. Совершенно не обязательно читать много литературы перед тем, как приступить к решению конкретной задачи – важно знать некоторые базовые техники, но интересные проблемы остаются нерешенными как раз потому, что эти техники к ним применить не удаётся». 
Вот почему у нас возникла идея дополнить теорию графов современным математическим инструментарием, адаптированным к симплициальным структурам. Мы использовали для этого конструкции из дискретной дифференциальной геометрии. Такой синтез графов и геометрического интерфейса, по нашему мнению, должен был привести  к универсальной модели для описания широкого класса систем и процессов в различных областях знаний. Это собственно и было основной целью проекта.
Системы, которые мы обычно изучаем, меняются во времени. В 1977 г. Марк Айзерман предложил термин – графодинамика, для описания изменяющихся во времени графов [15].  Существуют разные способы описать перестройку графа. Наиболее прямой способ связан с спектром собственных значений дискретного Лапласиана для графа [16,17]. Он является естественным обобщением оператора Лапласа и получается аппроксимацией решения второй краевой задачи на дискретный случай. Оказалось, что в рамках обратной задачи, граф “можно услышать”[18], т.е. восстановить его свойства из спектра собственных значений.  Однако, в тех случаях, когда графодинамика вызвана не только перестройкой связи, но еще и изменением числа вершин и ребер, графы временной последовательности динамических сцен не будут изоморфными и спектр уже не является корректной мерой вариации графодинамики. В такой ситуации удобно использовать дискретную кривизну Риччи [19], обобщенную на  структуру графа [20, 21]. Гистограмма распределения кривзны для всех ребер более устойчива к нарушению изоморфизма. 
Известны два основных способа вычисления кривизны Риччи для дискретных структур. Первый опирается на формулу Бохнера-Вайценбека и дискретную теорию Морса [22,23]. Второй способ вычисления дискретной кривизны связан с транспортными метриками и задачей Монжа-Канторовича [24-26]. Основная идея заключается здесь в том, чтобы расстояние между окрестностями двух близких точек вычислять оптимальным переносом массы из одной окрестности вершины в смежную ей по ребру [24]. В этом случае кривизна определяется отношением расстояния Вассерштейна к геодезическому расстоянию между точками. Такой подход связан с обобщенным понятием выпуклости и энтропией Марковских полей [27], которая является наиболее важной характеристикой динамики сложной системы. Оказалось, что энтропия и дискретная кривизна положительно коррелируют [27] и при этом кривизна легко вычисляется. Большой прикладной потенциал описанного дизайна начал пониматься и использоваться совсем недавно. Оказалось, например, что кривизна позволяет выделять критические режимы в динамике сложных систем, будь то финансовые рынки [28], неконтролируемый рост клеток в биологических тканях [29, 30], когнитивные функции коры мозга[31,32],  предвспышечные режимы в активных областях Солнца [33] и даже построить прогностическую модель COVID-19 [34]. 
Для численных экспериментов с графодинамикой были выбраны две области знания. Первая из них связана с выделением предвспышечных режимов Активных Областей (АО) Солнца на основе магнитограмм, полученных с космических аппаратов [35,36]. Геомагнитные возмущения, вызванные потоками заряженных частиц от вспышки или CME-коронального выброса массы, изменяет параметры электромагнитной «погоды» вблизи поверхности Земли. Поэтому, проблема предсказания больших Солнечных вспышек имеет большое значение не только для нормального функционирования космических аппаратов[37] и средств наземной связи. Она влияет на состояние биосферы, а геомагнитные возмущения могут нарушить работу проводящих линейных сетей, таких как энергосистемы, трубопроводы и кабели связи. Причиной являются геомагнитно индуцированные токи, которые могут привести к сбою в работе автоматики [38]. Мы использовали графодинамику прежде всего для обнаружения  предвспышечных режимов Активных Областей (АО).  Для кодирования топологии изображений в форме графа были изучены разные подходы, описанные в наших погодичных отчетах. Эволюция АО приводит к перестройке графа. Его вариации, как указывалось выше, можно описывать дискретной кривизной Формана-Риччи  или Оливье-Риччи и спектром комбинаторного дискретного лапласиана. 
 Второй областью были диагностические задачи биомедицинских исследований мозга [37,38]. Здесь сетевой подход обусловлен прежде структурой самих данных[6,7]. Действительно, данные лучевой медицинской диагностики магнитная резонансная томография (МРТ, фМРТ), позитронно-эмиссионная  томография (ПЭТ), цифровая эндоскопия используются для анализа сетей статистически подобных элементов коры мозга, образованные анатомическими или функциональными связями их локальных и глобальных окрестностей. Интеллектуальный анализ таких биофизических графов методами машинного обучения очень важен при обнаружении многих заболеваний. Напомним, что человеческий мозг содержит 86х109нейронов, 1/5 часть которых находится в коре. Современные томографы «видят» лишь вокселы, с ребром 1-5мм, каждый из которых содержит несколько миллионов нейронов с числом связей в коре достигающим величины 108.   Понятно, что даже визуализация таких графов является весьма трудной проблемой[14]. Мотивацией сетевого подхода служило понимание важности нейровизуализационных исследований: определенные области мозга связаны с конкретным неврологическим расстройством или когнитивными стимулами. Поэтому стали столь важными обнаружения неврологических биомаркеров [39]. Нашей целью в этой области было развитие графодинамических моделей, ориентированных на улучшение интерпретируемости данных лучевой диагностики. 
Отчет имеет следующую структуру. В следующих двух разделах кратко резюмируются результаты наших исследование, выполненных в 2018 и 2019 годах.  3-5 раздел посвящен исследованиям текущего года. Отчет завершается Заключением и Приложениями. 
Данный заключительный отчет является продолжением промежуточных отчетов  - за 2019 г инвентарный № 0219РК01049, за 2018 год инвентарный №0218РК00423.  

















1   Основные результаты  НИР за 2018 г

Прикладной задачей проекта была предвспышечная динамика Активных Областей Солнца. Они доступны в форме магнитограмм компонент напряженности магнитного поля. Магнитные паттерны кодируются в проекте графами Морса. Они извлекаются из градиентных моделей векторных полей в рамках дискретной (Формановской) теории Морса. Фактически, наблюдаемое поле аппроксимируется клеточным МС-комплексом Морса-Смейла. Каждая клетка комплекса содержит максимум, минимум и две седловых точки поля. Такое представление допускает персистентное упрощение, сохраняющее крупномасштабную топологию.  Мы адаптировали алгоритмы, известные для построения МС комплексов на случай биполярных магнитных полей Активных Областей Солнца (Рисунок 1.1). 
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Рисунок 1.1 – Пример  комплекса Морса-Смейла для фрагмента АО и его редактирование
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Рисунок 1.2 – Численные эксперименты с случайными графами

Были получены пробные оценки МС комплексов для последовательности магнитограмм вспышечных АО. Были реализованы компьютерные алгоритмы для оценки кривизны Оливье-Риччи для графов, основанные на решении транспортной задачи Монжа-Канторовича. 
Для соответствующих им графов Морса были получены первые оценки такой кривизны. Для получения альтернативных статистик мы провели серию генераций случайных графов для которых были получены оценки кривизны Формана-Риччи и их первые три момента (Рисунок 1.2).  
Дальнейшие эксперименты этого задания относились к вычислению кривизн Формана-Риччи по цифровым изображениям гистологических срезов. Были начаты нейробиологические исследования коры головного мозга, запланированные на следующий год. Они относились к проблеме ментального и сенсорного внимания с включенным воображением и основывались на измерениях ЭЭГ. Целью было создание базы для построения в дальнейшем заявленных графодинамических моделей. 


2    Основные результаты НИР за 2019 г

В текущем году, согласно ожидаемым результатам календарного плана были получены оценки кривизны Оливье-Риччи и спектров для графов. В качестве графов были использованы графы Морса, которые основаны на градиентных моделях векторных полей в рамках дискретной (Формановской) теории Морса. Такая модель позволяет аппроксимировать наблюдаемое поле клеточным комплексом Морса-Смейла. Каждая клетка комплекса содержит максимум, минимум и две седловых точки поля. Важно, что такое представление допускает персистентное упрощение (топологическое редактирование). При этом сокращаются пары седло-минимум или седло максимум, так что эйлерова характеристика комплекса не меняется. Мы обнаружили заметные вариации алгебраической связности графов и средней абсолютной кривизны Оливье- Риччи предваряющие большие вспышки за 2-4 дня (см.Рисунок 2.1). Статистическая обеспеченность этих явлений будет проверяться в дальнейшем.  
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Рисунок 2.1 – Изменение алгебраической связности дискретного Лапласиана MS комплексов для АО 12673в интервале 3-6 сентября 2017 г. Пунктирными вертикальными барами показаны вспышки
Второе приложение графодинамики относилось к тестированию эффективности кривизны Формана Риччи как дескриптора изменений аридных ландшафтов. Проблема состояла в выявлении сезонных изменений заболоченых участков. Мы нашли, что гистограммы кривизны Формана-Риччи позволяют маркировать морфологические помесячные изменения в морфологии рельефа. Третья задача заключалась в исследовании «метрического» графа – множества Якоби. Это множество оценивает взаимную связь двух (и более) полей. Прежде чем применять его к магнитограммам мы анализировали связь Общего содержания озона с приземной и стратосферной температурой. Данные включалианомалии, которые собственно и анализировались. 
Наконец, были продолжены исследования когнитивных функциймозгаграфодинамическими моделями (см. Рисунок 2.2). 

[image: https://lh4.googleusercontent.com/Z_SrOOh9Y0Z6Srw9HoDFwLq8CBPFtPJrxiP59JHC3ixMpY-2uSBceP3enH8fYHTu-DTeIuB7iZFSp2zcj3ySqBoQC-WdzrmyN8yA3JHjnYRZFUo7fLt2xtuTOVlqgFUUEGev6t9z]
Рисунок 2.2 – Пример фильтрации и появления персистентных гомологий в сетях мозга

Наиболее интересный результат был получен при тестировании ложных действий (попыток обмана) по fMHN (Рисунок 2.3). 

[image: https://lh6.googleusercontent.com/GcscuMX_Os9XW8gUkcQN5b-F1FDOpUdoHkESAddANL8KZb_7sRHyQV1jHS2serW31ceLZS91z3PS4g9CVXrQEE1LZoBkREEBA25K6VWqRtKkJgLRFjxQAEptcf5BAI7U9FuYNHw0]
Рисунок 2.3 – Результаты ТДА для состояний, когда ложные действия доминируют над честными и наоборот

Результаты проекта докладывались на 5 международных конференциях (три приглашенных пленарных доклада) и частично опубликованы в 4-х статьях.    


3 Основные результаты НИР за 2020 г. Построение и применение графодинамических моделей в биомедицине и когнитивных исследованиях

В соответствии с календарным планом были продолжены наши исследования в области биомедицины и когнитивных исследований. Работы велись в двух направлениях: использование сетевых методов для анализа ЭЭГ данных и продолжение работы, заключающейся а адаптации методов алгебраической топологии в анализе коннектомов. Ниже приведены результаты исследования различных состояний покоя по ЭЭГ данным, и моделирование коннектомов с помощью методов топологического анализа.
[bookmark: _cvfi6kzfraug]3.1 Сетевой анализ ЭЭГ данных в различных состояниях покоя
Со времени первых ЭЭГ-исследований было известно, что переход от состояния покоя с закрытыми глазами (ГЗ) к состоянию покоя с открытыми глазами (ГО) связан с изменениями в картине ЭЭГ, которые рассматриваются как реорганизация активности мозга в ответ на поступление зрительной информации и используется в клинической нейрофизиологии как функциональные тесты на дисфункции ствола мозга. 
Современные нейровизуализационные исследования показали, что существуют значительные различия в активности зон мозга между состояниями покоя с открытыми и закрытыми глазами в условиях освещения. Показано [40, 41], что состояния покоя с ГО и ГЗ различаются в условиях  полной темноты  и эти различия не ограничиваются активацией зрительных корковых зон коры. Поскольку здесь исключается воздействие зрительной сенсорной информации, полученные изменения стали трактоваться как следствие разных режимов работы мозга - экстероцептивный режим в состоянии ГО, когда внимание больше ориентировано на внешнюю перцепцию, и интероцептивный режим в состоянии ГЗ, когда внимание преимущественно направлено на внутренние ментальные процессы. 
ЭЭГ-исследования также показали, что  различия между состояниями ГО и ГЗ в условиях освещения характеризуются обширными перестройками в активности мозга, которые затрагивают все частотные диапазоны ЭЭГ, а не только альфа-диапазон [42]. Исследования состояний ГО и ГЗ в условиях полной темноты также показали различия между этими состояниями в параметрах ЭЭГ в разных частотных диапазонах. 
В настоящей работе было провели сравнение испытуемых в следующей линейке состояний: состояние покоя с ГЗ в темноте -  состояние покоя с ГО в темноте - состояние покоя с ГО в условиях освещения, с фиксацией взора. Также здесь мы сконцентрировались на оценке изменений пространственной связанности ЭЭГ при сравнении данных состояний и использовали другой способ оценки когерентности ЭЭГ-сигнала между парами отведений. Поскольку исследования состояний покоя неразрывно связано с исследованиями дефолтной системы мозга, в этой работе мы попытались сопоставить полученные нами данные с исследованиями режима работы мозга по умолчанию. 
Описание схемы эксперимента
В исследовании приняло участие 53 здоровых испытуемых (23 мужчин и 30 женщин), в возрасте от 18 до 30 лет, праворукие. В соответствие с этическими стандартами Хельсинской декларации 1964 года все испытуемые подписали добровольное согласие на участие в исследовании. Исследование было одобрено решением Этической Комиссии Института мозга человека им. Н.П. Бехтеревой РАН. 
Запись ЭЭГ проводилась в течении 3-х минут для каждого из трех состояний: состояние покоя с открытыми глазами в условиях обычного комнатного освещения с фиксацией взора на черной точке на белом экране компьютера; в состоянии покоя с закрытыми глазами в темноте; в состоянии покоя с открытыми глазами в темноте.  
Регистрация ЭЭГ-данных 
Регистрация ЭЭГ производилось с помощью 19-канального компьютерного электроэнцефалографа "Мицар-202" и электроэнцефалографической шапочки Electro-Cap с 19 электродами, расположенными на поверхности головы в соответствии с системой 10-20 и референтными электродами на мочках ушей. Частота дискретизации - 500 Гц., полоса пропускания 0-70 Гц., режекторный фильтр, 45-55 Гц.   Параметры ФВЧ и ФНЧ при удалении артефактов моргания, кардиограммы и движения глаз составляли соответственно 0,53 Гц и 50 Гц, использовался метод независимых компонент (ICA), для разложения на компоненты использовался алгоритм «Infomax».  
Оценка фазовых коррелят
Для оценки межканальных взаимодействий в данной работе использовалась оценка связности, основанная на поведении разности фаз двух сигналов. Предполагается, что сохранение разности фаз свидетельствует о согласованном поведении источников. В данной работе были использованы две характеристики: межканальная фазовая кластеризация и индекс ассиметрии фазовых сдвигов. Фазовая кластеризация определялась как длина среднего вектора разности фаз двух ЭЭГ каналов. Ожидается, что паттерны взаимодействия должны демонстрировать различное поведение для разных ритмов, то есть на разных частотах. Фаза для временного ряда может быть получена из комплексного представления сигнала с помощью вейвлет преобразования  или преобразования Гильберта. 
Фазовая кластеризация определяется как амплитуда среднего вектора разности фаз  во времени двух сигналов [43]
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здесь  -  число точек сигнала,  - фаза для электрода, отфильтрованного на какой-то частоте . Данная величина положительно определена, симметрична и не направлена.  Данная величина не зависит от величины фазы, а только от разности фаз и степени кластеризации этой фазы. 
Второй использованный индекс - это (PLI), индекс асимметрии фазовых сдвигов. Он измеряет положение распределения разницы фазовых углов относительно мнимой оси на комплексной плоскости, то есть показывает долю фазовых сдвигов, расположенных в одной части плоскости. Он вычисляется согласно выражению:
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Предполагается, что ложные корреляции, которые вызваны больше  эффектами объемной проводимости, характеризуются разностью фаз распределенной симметрично относительно нулевого радиана, а в рамках такого подхода они не будут учитываться вообще.  Иллюстрация различий между двумя коэффициентами показана на рисунке 3.1. В данной работе были использованы обе характеристики. 
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Рисунок 3.1 – Разница между PLI и ISPC индексами синхронизации

Схема анализа 
Схема обработки данных эксперимента использовалась следующая. Для каждого индивидуума, для каждого состояния и для каждой частоты были вычислены межканальные индексы кластеризации и ассиметрии (172 для каждого состояния). Комплексный сигнал был  получен с помощью вейвлет преобразования. В качестве центральных частот  вейвлет преобразования были использованы частоты 3, 6, 9, 12, 16, 25, 35  Гц, соответствующие основным ЭЭГ ритмам:  тета, альфа1, альфа2, бета1, бета2 и гамма соответственно.
 Далее были получены матрицы разницы связности  для каждой пары состояний и каждого индивидуума: три матрицы контрастов- глаза открыты - глаза закрыты в темноте, глаза открыты  на свету - глаза закрыты в темноте, глаза открыты на свету - глаза открыты в темноте.  Для каждой частоты на основе этих матриц вычислялись моответствующие  матрицы контрастов. Таким образом, были получены разницы для двух индексов синхронизации между  этими тремя состояниями для каждой пары каналов для каждого индивидуума  для каждого ритма (2х172х7х3 ). Схема обработки показана на Рисунке 3.2.
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Рисунок 3.2 – Схема анализа ЭЭГ данных

Для оценки величины различий на групповом уровне был использован Байесовский подход, в рамках которого на основе априорных представлений о параметрах и генерирующей модели, можно получить постериорное распределение  параметров. 
Использовалась следующая модель для параметров разницы в связности: априорное распределение для контрастов: нормальное нулевым средним и единичной дисперсией, генерирующее распределение также нормальное. На выходе модели получаем постериорное распределение для контрастов.
Пример апостериорного распределения для каналов Fp-1 и F8 для нескольких частот показаны на рисунке 3.3, на котором отмечена средняя разница в синхронизации и байесовский доверительный интервал, то есть интервал в котором с 94% вероятностью лежит эта разница (HPD  - highly probability density).  Такие оценки были получены для всех комбинаций состояний и частот. Отобраны были только те, для которых данный интервал не содержит нуля (отсутствии разницы в синхронизации). Содержательный анализ результатов представлен в следующем разделе.
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Рисунок 3.3 – Апостериорное распределение различий в уровне синхронизации для пары каналов

Результаты и обсуждение
Различия между состояниями ГО в условиях освещения и ГЗ в темноте наиболее многочисленные из трех представленных сравнений. Обнаружено, что состояние ГО в условиях освещения отличается уменьшением пространственной когерентности в передних отделах во всех диапазонах ЭЭГ (в альфа1, 2 и бета1 диапазонах данное уменьшение отмечается по всей коре) и увеличением когерентности преимущественно в задних отделах или между передними и задними отделами коры (Рисунок 3.4). 

[image: ]
Рисунок 3.4 – Карты отличий индексов синхронизации для состояний ГО в условиях освещения и ГЗ в темноте

В этом сравнении видно наложение эффектов двух других аналогов (Рисунок 3.5; 3.6). Таким образом, полученные в этом сравнении данные могут рассматриваться как подтверждение ранее высказанного предположениях [42], что мы наблюдаем наложение двух эффектов - переориентации внимания от интероцептивного состояния при ГЗ к экстероцептивному состоянию при ГО, а также эффект поступления зрительной сенсорной информации.
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Рисунок 3.5 – Карты отличий индексов синхронизации для состояний ГО на свету и ГO  в темноте
 
При сопоставлении данных в сравнении состояний ГО в темноте и ГЗ в темноте видно (Рисунок.3.6), что cостояние ГО в темноте, относительно состояния ГЗ в темноте, характеризуется уменьшением когерентности между лобными отведениями во всех диапазонах. По количеству зон, где выявлены наиболее сильные корреляционные эффекты больше всего данное уменьшение выражено в альфа1, 2 и бета1, 2 и гамма диапазонах. Состояние ГО в темноте отличается уменьшением когерентности в этих же частотных диапазонах между правой передне-височной областью и остальными зонами коры. Отдельные увеличения когерентности в состоянии ГО в темноте отмечаются в задне-височных и париетальных областях, а также между передне-лобными и париетально-затылочными отведениями во всех диапазонах. Эти изменения не связаны с поступлением зрительной информации и могут рассматриваться как отражение процесса переориентации внимания от внутренне-ориентированного состояния ГЗ к внешне-ориентированному состоянию ГО. 
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Рисунок 3.6 - Карты отличий индексов синхронизации для состояний ГО и ГЗ  в темноте

При сравнении состояний ГО в условиях освещения (с фиксацией взора) относительно состояния ГО в темноте отмечаются практически те же эффекты, что и в предыдущем сравнении, но данные эффекты отмечаются между большим количеством пар отведений (Рисунок 3.5). Состояние ГО в условиях освещения в этом сравнении характеризуется уменьшением когерентности между лобными отведениями (в основном межполушарные связи) во всех диапазонах. По количеству зон, где выявлены главные эффекты, уменьшения когерентности выражены прежде всего в тета, альфа1, 2, и бета1 диапазонах. Кроме того, состояние ГО в условиях освещения отличается усилением связей между лобными, теменными отделами, с одной стороны, и париетально-затылочными отведениями, с другой. Данные увеличения смещены в правое полушарие и отмечаются во всех частотных диапазонах. Поскольку состояния ГО различаются только уровнем освещения, выявленные изменения когерентности могут рассматриваться как результат поступления зрительной информации в кору. 
Многими фМРТ-исследованиями, при сравнении состояний ГО и ГЗ в условиях освещения [40] и в темноте показано, что состояние покоя ГЗ связано с более интегрированной работой зон коры, связанных со зрительной, соматосенсорной, вестибулярной и слуховой системами. Состояние покоя ГО, напротив, связано с активностью глазодвигательной системы и системы внимания. Эти данные полностью согласуются с нашими результатами в сравнении ГО - ГЗ и в сравнении ГО в условиях освещения - ГО в темноте. Показанное снижение когерентности преимущественно в передних отделах коры и увеличение когерентности в задних отделах как раз отражает переход от более интегрированного режима работы коры к более разобщенному, на фоне повышения интеграции затылочных зрительных областей коры. 
С исследованиями состояний покоя неразрывно связаны исследования дефолтной системы мозга [44]. Первоначально считалось, что активность дефолтной системы мозга практически не меняется в состояниях покоя ГО и ГЗ, поскольку данные состояния практически не различаются на психологическом и поведенческом уровне. В большинство исследований указывалось, что дефолтная система мозга больше связана с режимом внутреннего внимания [например, 45]. Состояние покоя ГЗ, характеризуется большей внутренней направленностью внимания, по сравнению с состоянием ГО. 
Таким образом, полученные нами данные косвенно подтверждают, что активность дефолтной системы мозга может различаться в состояниях покоя ГО и ГЗ. Эти различия могут быть связаны с направленностью внимания и поступлением зрительной сенсорной информации.
[bookmark: _9nrwwuwuo32z]3.2 Исследование эффективности применения топологического анализа при изучении нейрофизиологических данных
Значительная часть нейрофизиологических и нейробиологических данных представляет собой сложноорганизованные сети с большим количеством внутренних взаимосвязей. Чем сложнее устроены такие сети, тем более востребованы современные стратегии и методы для их эффективного анализа и вычислительной обработки. Одной из таких стратегий является топологический анализ данных.
Эффективное представление узлов для взвешенных сетей - важная проблема для многих областей нейрофизиологии. Информация о профиле узла, в общем случае,  важна в любой сети, в которых узел обладает уникальными характеристиками. Недавно появился подход, основанный на построении эмбеддингов или вложений для узлов, который представляет собой отображение каждого узла во взвешенном графе в d-мерный вектор в эвклидовом пространстве, который и отражает его структурные свойства. Такое представление узлов можно использовать в качестве входных данных для множества задач машинного обучения, а также для анализа отдельных узлов. 
Мы предложили использовать дополнительный подход к описанию узлов, основанный на топологической структуре сети. Каждый узел в этом случае можно описать с точки зрения участия в топологических циклах разной размерности и их устойчивости. Такое представление использовалось в качестве альтернативного описания узлов и продемонстрировало их эффективность в задаче выделения сообществ. Чтобы протестировать подход, мы использовали взвешенную стохастическую блочную модель с различными параметрами в качестве процесса генерации сети.

Стохастическая взвешенная блочная модель
У реальных сетей обычно есть веса. Веса часто являются характеристиками узлов или связей между ними, когда помимо индикатора связи, есть еще и некоторая дополнительная информацией, как например, в социальных сетях [46] или сетях мозга (см сайт {faskowitz2018weighted}). Наличие атрибутов узла расширяет и углубляет изучение организационных свойств сети: оно может выявить определенную модульную структуру, в которой узлы со схожими структурными ролями расположены близко друг к другу. Чтобы создать правильный синтетический набор данных, отражающий эти реальные свойства сети мы решили выбрать взвешенную стохастическую блочную модель (weighted stochastic block model, WSBM) [47]. Исходная стохастическая блочная модель - популярная генеративная модель схемы Эрдеша-Реньи для парных взаимодействий между  n  вершинами. Она обобщает классическую модель без весов, SBM, которая предполагает, что каждая вершина принадлежит одному из скрытых блоков K, обозначенных  , и каждое ребро  выбирается из распределения Бернулли. Его параметр вероятности  зависит только от групповой принадлежности связанных вершин. 
Модель WSBM [47]полностью описывается следующим набором параметров: (1) количество узлов в сети; (2) вектор принадлежности кластера ; (3) параметр, определяющий силу соединения внутри группы и между группами. 
В проекте мы использовали однопараметрическое распределение Пуассона для получения весов. Примеры сетей, которые были созданы с использованием модели WSBM, показаны на Рисунке 3.7.
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(a)– Assortative network example; (b) – Disassortative network example;  (c) – Core-periphery network example;  (e) – Ordered network example;  (d) – Hierarchical network example; (f) – Mixed network example.
Рисунок 3.7 – Примеры сетей, генерируемых WSBM моделью

Каждое изображение на Рисунке 3.7 соответствует возможной конфигурации сети, которые представлены круговой схемой (слева) и соответствующей взвешенной матрицей смежности (справа), узлы на обоих изображениях сгруппированы в соответствии членству в сообществе. Узлы, принадлежащие одной группе, окрашены в один цвет, цвет ссылок уникальным для каждого внутри-группового соединения. На изображении матрицы смежности темнота ячейки цвет указывает на силы соединения. Представлены шесть типов сетей: а) Ассортативная структура: сильные связи внутри групп и слабые между; б) Дизассортативная структура: связи в основном существуют между отдельными группами, а не внутри них; c) структура ядро-периферия: “зеленый кластер” соединяется в основном внутри себя, а также с “периферией” (серый, оранжевый и бледно-лиловый); г) Упорядоченная структура: помимо сильных внутригрупповых связей, все группы связаны последовательно; д) Иерархическая структура: два основных блока с сильными внутренними связями, каждый из которых разделен на два меньших блока с еще более сильными связями внутри них. е) Смешанная модель: иерархическая и упорядоченная структура объединены в одной сети.

Персистентные гомологии и баркоды
Обычный способ работы с взвешенными сетями - это бинаризация. К сожалению, такой подход подразумевает частичную потерю информации исходных данных. Чтобы справиться с этой проблемой, Топологический Анализ Данных (TDA)[48,56] предлагает процедуру, называемую фильтрацией. Для каждого значение веса исходной матрицы последовательно применяется порог ε, оставляя только соединения со значениями < ε, после чего исходная сеть преобразуется в семейство бинарных графов, в которых хранится вся информация. Расширение понятия гомологии на такую последовательность с фильтрацией называется персистентными гомологиями [48,49,56]. 
Наличие фильтрации требует модификации инструментов для описания топологических характеристик. Сохранение групп гомологий (или циклов разной размерности) в комплексе с заданной фильтрацией вычисляется путем отслеживания изменений в структуре циклов при изменении порога. В процессе фильтрации новые связные компоненты, циклы и войды могут формироваться, сливаться, распадаться и изменять свою форму. Наблюдая за последовательностью, можно определить пороговые значения  “рождение” и “смерть” и временные интервалы между ними, в которых гомологии выполняют различные сложные взаимодействия. Устойчивая гомология можно представить в виде последовательности интервалов, содержащих комбинацию времени рождения и смерти с участвующими симплексами. Члены этих симплексов называются представителями цикла. Возможное графическое представление устойчивой гомологии - это набор горизонтальных линейных сегментов, называемых бар-кодами [50,56]. Горизонтальная ось соответствует пороговым значениям, а вертикальная ось отображает произвольно упорядоченные генераторы групп гомологии для заданной размерности (связные компоненты - нулевая размерность, одномерные циклы - размерность единица, полости  размерность 2). В данной работе мы ограничились размерностью 0 и 1. Для наглядности бар-коды для связанных компонент были упорядочены по вертикальной оси по длине. На Рисунке 3.8 показан пример бар-кодов, аннотированных представителями цикла, для  ассортативной структура (на Рисунке 3.7(a)):
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Рисунок 3.8 – Генераторы групп гомологий размерности 0 и 1 и соответствующие представители циклов

На левой панели представлены персистентные гомологии для связных компонент. Из этого графика видно, что на ранних этапах фильтрации связанные компоненты формировались и сливались вокруг узлов из одних и тех же групп. На первом этапе узлы блоков сливались друг с другом, пока не осталось только четыре связанных компоненты, что отражает исходную структуру сгенерированного сообщества. После этого внешние соединения начали объединять группы до тех пор, пока количество компонентов не уменьшилось до 1. Справа есть персистентные гомологии для одномерных циклов той же сети. Видим, что есть два короткоживущих цикла, которые объединили узлы из первой и второй группы; один короткий цикл появился внутри четвертой группы; один длинный цикл, включающий узлы из третьей и четвертой группы, внутри которого появился другой короткий цикл; а на более поздних стадиях появился еще один долгоживущий цикл, соединяющий узлы из первой, второй и третьей группы одновременно. Последний самый длинный цикл означает наличие сильных связей внутри групповых кластеров и слабой внешней связи, что опять же соответствует ассортативной структуре. Такие баркоды были построены для всех типов сгенерированных блочных структур. Далее принадлежность циклам использовалась для построения топологического вложения для нода. 

Эмбеддинги для взвешенных сетей
Одной из актуальных проблем в области сетевого анализа на текущий момент является разработка оптимального векторного представления узлов. Низкоразмерное представление сети и отбор признаков влияют на эффективность применения к данным соответствующих алгоритмов обучения в решении таких важных задач, как классификация и кластеризация узлов сети, прогнозирование связей между ними  и визуализация сети. 
За последние 20 лет было разработано большое количество методов эмбеддингов для узлов сетей. Согласно классификации, представленной в работе [51], модели векторного представления сетей в основном базируются на трёх методах: матричная факторизация, случайное блуждание и глубокое обучение. Мы использовали здесь алгоритм построения вложений, основанный на случайных блужданиях node2vec [52]. Этот алгоритм был выбран из соображений популярности и простоты использования. 

Построение топологического эмбеддинга
Как правила в задачах анализа данных с помощью TDA,  обычно используют векторизацию персистентных диаграмм. При таком подходе мы получаем вложение для сетей целиком. Наш вклад заключается в том, что предлагается использовать топологическое описание для каждого узла отдельно. Ниже приведена схема анализа.
(1) 
Предварительная обработка входных данных. Исходные данные, представленные взвешенной матрицей смежности сети, где каждый весовой коэффициент отражает уровень силы соединения, были преобразованы в матрицу расстояний, которая задает сеть в метрическом пространстве в виде облака точек. Все исходные соединения изначально были нормализованы и масштабированы до интервала [0,1]. После этого было применено преобразование , и абсолютные значения результатов были сохранены в окончательной матрице расстояний. Таким образом, большие значения расстояний соответствовали более слабым связям, а нулевые расстояния соответствовали максимальному уровню связи,  равному 1.
(2) Мы использовали TDA для предварительно обработанной входной матрицы расстояний. Для анализа использовался  пакет программ Eirene \cite {henselmanghristl6}. С его помощью были получены персистентные интервалы, а также представители циклов для размерностей 0 и 1.
(3) Построение признаков из связных компонент. Количество групп персистентных гомологий размерности 0, соответствует количеству узлов в конкретной сети. Итак, мы закодировали каждый узел с помощью вектора длины  n - количества узлов исходной сети, заполненного нулями. Далее, в том случае если рассматриваемый узел “поглотил” другую компоненту, в индексе соответствующем этой компоненте записывалось длина баркода. Диагональные элементы, соответствующие взаимодействию узла с самим собой были заполнены единицами. 
(4) Построение признаков из циклов. Для размерности 1 мы использовали идею “биннинга”  для кодирования баркодов. А именно, мы разбили интервал  [0,1], соответствующий нормированной силе связи,  на элементы одинакового размера, сопоставили их с пространством расстояний с помощью логарифмического преобразования и подсчитали для каждого узла и для каждого бина количество интервалов, в которых они участвовали. Такая же процедура может быть применена для более высоких измерений.

Обсуждения и результаты
Качество эмбеддингов достаточно сложно сравнивать между собой- это задача без учители и нет метрик качества, в отличие от задач, когда истинные ответы известны. В данном случае полученные с помощью TDA признаки нодов сравнивали с другим алгоритмом, в задаче кластеризации узлов. Эта задача является одним из наиболее актуальных применений низкоразмерных векторных представлений. В нашей работе эффективность использования векторного представления по методу node2vec и по методу TDA сравнивается с точки зрения способности к выявлению исходных структурных характеристик сети, а именно, принадлежности узла к определенному блоку. Метрики качества кластеризации не использовались, поскольку анализировались сети с предписанными свойствами и структурой сообщества. Все сети, кроме ассортативных, имели сложную внутреннюю структуру взаимодействия блоков, но ее еще можно было  исследовать визуально. Для визуального анализа в 2-мерном пространстве, как инструмент уменьшения размерности мы использовали технику UMAP {mcinnes2018umap}. На Рисунке 3.9 в качестве примера, приведены результаты  для ассортативной и диассортативной сети. 
Наши эксперименты показывают, что для изучения информативного представления взвешенных сетей, крайне важно учитывать как структуру сети, так и характеристики отдельных узлов. Для описания отдельных узлов мы предложили вместо векторизации диаграмм персистентности групп гомологии использовать так называемых “представителей циклов”. Использование такого подхода может использоваться как альтернатива или дополнение к другим методам описания сетей, таким, как node2vec. На примерах с взвешенными стохастическими блочными моделями мы показали, что связанные компоненты вместе с одномерными циклами могут использоваться как для выявления кластеров в сетях и указания силы связи в кластерах, так и для характеристики структуры сети в целом. В дальнейшем полученные описания нодов, могут быть использованы в качестве атрибутов в графовых нейронных сетях GNN.
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Рисунок 3.9 – Визуальное представление эмбеддингов нодов, полученных с помощью  UMAP  и ТАД для ассортативной и диассортативной сети



4 Методы вычислительной топологии и дискретной Римановой геометрии для анализа аридных территорий

4.1 Quick start в вычислительную топологию   


Топологический анализ данных (TDA) основан на идее топологической фильтрации. Ее можно понять на примере цепного правила установления близости точек в пространстве признаков в задачах кластеризации [53]. А именно, две точки в пространстве признаков соединяются ребром, если расстояние между ними в подходящей метрике не превышает заданного малого числа . Применение -связности  для описания трещиноватости  ледового покрова описано в работе [54], а ее вариант использовался нами для мультифрактальной сегментации HR-изображений [55].  









В алгебраической топологии цепная близость приводит к графу - нерву топологического покрытия точечного множества [56].  Пусть  выборка точек на плоскости . Декорируем каждую точку диском  радиусом  с центром в .  Будем синхронно увеличивать радиусы всех дисков. Если стянуть все возникшие пересечения дисков к их пересечениям, то получится структура, состоящая из вершин, ребер и граней; ее называется симплициальным комплексом. Примером такой конструкции является  комплекс Чеха. Теорема о нерве [57] утверждает, что комплекс Чеха для множества  и его покрытие дисками гомотопны друг другу (Рисунок.4.1). Действительно, число компонент покрытия  (слева)  и его нерва (справа) одинаковы и равны единице. На покрытии имеется одна «дыра» которой соответствует незакрашенный цикл в нерве, т.е. . 
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Рисунок 4.1 – Покрытие 6 точек слева гомотопически эквивалентно его нерву, справа. В этом смысле, нерв аппроксимирует облако точек плоскости











Последовательность комплексов Чеха при увеличении масштаба, продуцирует  фильтрацию , для  каждых . На ней можно определить алгебраические объекты – группы гомологий [56,57]. Грубо говоря, эти группы описывают «дыры», т.е. мерные циклы, которые не являются границами мерных граней. В  -различимые компоненты (нульмерные дыры) образуют нульмерную группу гомологий . Рангом этой группы, (числом различных элементов), называют число Бетти . Группу  образуют одномерные циклы вокруг дыр. Ее ранг называют числом Бетти.  Все остальные  .
Очевидно, что фильтрация комплекса Чеха закончится единственной компонентой связности, потому что дыры будут «убиты».  При этом, продолжительность жизни каждого топологического свойства (компоненты связности или «дыры»), измеренная   в радиусах дилатации дисков называют персистентностью [49].  Ее изображают множеством отрезков – баркодов, параллельных оси изменения масштаба  [50]. Удобнее представлять баркоды в форме диаграммы персистентности (PD), облака точек на плоскости, координатами каждой из которых является рождение и смерть свойств; диагональ содержит (бесконечное) множество элементов с нулевым временем жизни [50, 56]. Изложенная техника является основной в TDA и различается лишь алгоритмами вычисления гомология и способами представлений множества баркодов [58, 59]. 
Фильтрация яркости для цифровых изображений, реализуется с помощью горизонтальной плоскости движущейся по высоте фотометрического рельефа. Для каждого ее уровня подсчитывается первые два числа Бетти, используя, например, алгоритм [60]. Персистентные числа Бетти получаются в форме множества баркодов или, PD [50.61]. Заметим, что PD является мультимножеством из за ее диагонали. Недостатком такой схемы является отсутствие подходящей меры сравнения различных PD, которые не образуют ни векторного пространства ни многообразия, а алгоритм вычисления метрику Вассерштейна для оценки расстояния между двумя  PD, как облаками точек, невозможно реализовать корректным образом [62]. 
Хорошим вариантом являются так называемые персистентные изображения [63]. Они получаются размытием PD с помощью гауссовских ядер, помещенных  в ее точки.  После пересчета результата на конечное окно, получается  матричное представление оценки плотности распределения вероятностей (pdf) для  PD. Ее легко нормировать, используя подходящую матричную норму. 
К сожалению, в общем случае сумма двух вероятностей не определена, т.е. вероятности не образуют векторного пространства.  Поэтому, для сравнения pdf используют энтропийные расстояния или дивергенции [64], которые метриками не являются. 


В общем случае, pdf,   принадлежат    принадлежат области Банахова пространства: 


                                               (4.1)


Хорошо известная информационная метрика Фишера-Рао вводит риманову структуру на  [64] , но связана с  трудоемкими вычислениями.    Можно использовать подход, взятый из  квантовой механики, когда вместо плотности вероятности, для интерпретации опыта Юнга, используются ее квадратный корень – волновая комплекснозначная функция. Она аддитивна, в отличие от pdf, и позволяет объяснить интерференцию, после возведения в квадрат.  Можно показать, что извлечение квадратного корня из pdf позволяет представить их точками (полуплотностями) на многомерной единичной римановой сфере. Такой подход позволяет вычислять расстояния между двумя pdf c помощью стандартного скалярного произведения  на касательном  расслоений сферы. 
          
4.2 Полуплотности и метрика Фишера-Рао на сфере
 



В дифференциальной геометрии квадрат расстояния между двумя бесконечно близкими точками определяется выражением  . Здесь и далее, повторяющиеся индексы означают суммирование. В ортонормированном базисе метрический тензор имеет вид ,  где -единичная матрица и мы имеем обычную евклидову метрику:


                                            (4.3)






Рассмотрим набор дискретных нормированных pdf (см. (4.2): . Используя упомянутую аналогию с квантовой механикой, введем новые координаты, полуплотности . Тогда условие нормировки будет эквивалентно уравнению для  единичной мерной сферы   вложенной в   .   В новых координатах, метрика (4.3) имеет вид :

           (4.4)

Это выражение является дискретным вариантом известной метрики Фишера-Рао [64].





Взвешенное скалярное произведение в третьем члене (4.4) можно рассматривать как произведение векторов  в касательном расслоении   пространства , в точке ,  содержащим pdf.   Пусть  , тогда непрерывный аналог метрики (4.4) можно записать как [65].


                                        (4.5)



где  из исключены вырожденные pdf :.  

Как и в дискретном случае, пусть новые координаты, так что  


                                                    (4.6)









Таким образом,  является элементом положительной области, бесконечномерной сферы .  Обозначим как   множество всех квадратных корней от функций плотности на . Касательный вектор  новой переменной , связан с касательным вектором  соотношением . Поэтому из (4.5) легко получить : 


                                                               (4.7)


Таким образом, мы получили обычную гильбертову метрику в и можем теперь вычислять расстояние между двумя pdf стандартным способом, используя скалярное произведение:


                             (4.8)



где под нормой понимается обычная норма Фробениуса. Заметим, что, касательным векторам соответствуют отрезки геодезических на сфере, полученные с помощью их проектированием локальным диффеоморфизмом некоторой окрестности нуля в касательном расслоении, на некоторую окрестность базы [65].  Он  спраыедлив для максимального углового расстояния,  . Для усреднения pdf на сфере удобно использовать среднее Карчера или Фреше [65], которое доставляет минимум  дисперсии точек выборки. 
4.3 Диагностика изменений морфологии природных ландшафтов  
Мы тестировали описанную выше технику на  анализе многолетней динамики природных территориальных комплексов, характеризующихся высокой сезонной вариативностью. Она представляет значительный интерес, поскольку сезонная составляющая, отражает изменения климата.   Типичным представителем упомянутых объектов являются озёрно-болотные комплексы, расположенные в аридном климате [66,67]. В течение сезона площади водных пространств и подтопленной растительности может кардинально меняться, вплоть до их полного исчезновения в сухой сезон. Сезонные режимы  не стабильны на масштабах десятилетия. Влажные года перемежаются сухими. Таким образом,  формируется сложная динамика, отслеживающая изменения климата и его вариативность. Дополнительным негативным фактором в таких системах, практически всегда, оказывается антропогенная нагрузка, обусловленная сельскохозяйственным производством в условиях климатического дефицита увлажнения.
В случае озёрно-болотных систем основными типами подстилающей поверхности являются водная поверхность, растительность и пустошь. Однако, результаты картирования подстилающей поверхности по данным спутникового мониторинга могут быть весьма неустойчивы, несмотря на значительные спектральные различия этих трёх базовых классов. Основная проблема связана с отсутствием четких спектральных границ разделяющих классы. Водная поверхность плавно переходит из глубины в мелководье и подтопленную почву. Растительный покров представлен всеми возможными градациями, от разномасштабных подтоплений до угнетения, вплоть до полного ее исчезновения и формирования пустоши, вызванного недостатком увлажнения. Легко разделить «чистые классы», например водный покров от растительности, но трудно определить, когда подтопленная растительность перестает быть растительностью и должна относиться к водной поверхности.   Выбранные алгоритмы классификации, например, метод Maximum Likelyhood, определяют критерии порогов, разделяющие классы и строит тематические слои. Понятно, что результат классификации многих снимков, описывающих сезонную динамику, будет зависеть от выбранного алгоритма и дескрипторов классификации. При этом фактические значения интенсивности пикселя разных каналах многозональной съёмки, относящие его к тому или иному классу на различных снимках могут не совпадать. Поэтому, основная проблема состоит в выборе подходящих дескрипторов, по возможности свободных от априорного контекста, и подходящей дискриминирующей метрики, способной разделить в целом динамические фрагменты сезонной динамики природных  комплексов.  
Мы использовали в качестве дескрипторов цифровых изображений  топологические инварианты, числа Бетти, представленные PD-диаграммами персистентности [60].  Для каждой PD было получено персистентное изображение [63], которое служит оценкой pdf.  Полуплотности получались извлечением квадратного корня из полученных матриц, преобразованных в вектор-строку.  Метрикой служили выражения (4.7) и (4.8) в касательном расслоении к единичной сфере. 
Для экспериментов были выбраны водно-болотные угодья Хамун, бассейн Систан рек Гильменд на восточной границе Ирана (граничит с Афганистаном). Они подробно описаны в работах [66, 67]. Использовались ежемесячные мультиспектральные снимки Landsat 5 и Landsat 8 для интервала времени 2015-2016 гг.  


[image: ]

Рисунок 4.2 – Фрагмент заболоченного ландшафта (02.25.2015) –левая панель, PD для двух чисел Бетти –средняя панель, персистентное изображение для 
После оценок чисел Бетти, полученные PD были векторизованы с помощью персистентных изображений [63]. После этого оценки  pdf отображались на сферу, снабженную касательным расслоением (см. Раздел 4.2). На рисунке 4.2, в качестве примера,  последовательной обработки одной из сцен. На рисунке 4.3 приведена сезоная динамика указанных территорий, выраженная в римановой метрике для ежемесячных отклонениях топологических дескрипторов от Карчеровских средних по выборке данного года. Хорошо заметны отличия в вариабельности текстур.  Так, осенняя вариабельность текстурных характеристик 2015 г., практически отсутствует в 2016 г.
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Рисунок 4.3 - Сравнительная динамика природных комплексов, представленная римановой метрикой относительно среднего по Карчеру. (а) - вариабельность риманова расстояние относительно среднего для 2015г.; (б) - вариабельность риманова расстояние относительно среднего для 2016 г

Выводы 
В этом разделе описаны эксперименты с применением методов дискретной дифференциальной геометрии для диагностики динамики паттернов ДДЗ. В качестве дескрипторов были выбраны персистентные гомологии TDA.  Они имеют  три очевидных преимущества. Первым из них является простота признаков – ими являются упорядоченные по величине значения фотометрической меры в пикселях. Вторым - свойство мультиразрешения: в пространстве признаков анализируются все масштабы. Наконец третьим преимуществом служит инвариантный характер полученных дескрипторов: числа Бетти не нуждаются в какой либо априорной модели, которую используют обычно в традиционных методах спектральной классификации.  Мы показали, что изменение риманова расстояния относительно среднего, позволяет отследить сезонную динамику аридных ландшафтов.  Мы надеемся, что предложенный метод позволит анализировать спутниковые снимки, с оценкой меры близости между ними. Последнее обстоятельство позволяет использовать его в задачах выявления климатических сигналов в долговременных изменениях морфологии ландшафтов.  Существует еще один мотив описанных экспериментов. Оценки кривизны Оливье Риччи для Активных Областей Солнца получаются в форме гистограмм. В процессе эволюции эти гистограммы приходится сравнивать. Поскольку нормированная гистограмма представляет собой оценку pdf мы приходим к схеме метризации таких данных, методами описанными в этом разделе. 


5 Графодинамика активных областей солнца в Scale space

Наши результаты по графодинамике АО достаточно подробно изложены в отчетах 2-х предыдущих лет проекта. Поэтому, в этом разделе приводяться лишь результаты полученные в текущем году. 

5.1 Scale-space, топ-точки и множества Якоби




Основная идея масштабируемого пространства или Scale Space заключается в последовательном «выпрямлении» или размытии деталей изображения, при котором отслеживаются уровни исчезновения характерных деталей [68,69]. Размытие реализуется итерацией сверток оригинального изображения    с гауссовским ядром шириной  :                              



                   (5.1)








Свертка обладает свойством полугруппы: , так что ширина ядра определяет масштаб деталей, которые еще сохраняются на изображении. Для случая 2D, матрица вторых производных (Гессиан)     содержит диагональ . Так, что, след Гессиана  , дает Лапласиан, который равен сумме двух собственных значений. Из принципа причинности следует, что в максимумах  и , потому что их высота убывает с масштабом. В минимумах, неравенства меняют знаки, так что в общем случае, . В предположении линейности, этому условию можно удовлетворить, положив . Таким образом, свертка (5.1) , с учетом принципа причинности, эквивалентна, для компактной области второй краевой задаче для уравнения диффузии [69]: 


                                           (5.2)

где ширина ядра  играет роль времени. 










Идея построения графа в Scale Space восходит к классическим результатам Джеймса Дэймона [70] о связи гауссовского блюринга и теории катастроф. Рассмотрим, однопараметрическое семейство (5.1) магнитограмм . Критические точки, при каждом фиксированном масштабе, очевидно удовлетворяют условию . Вырожденными называют  точки в которых, кроме градиента, в нуль обращается и гессиан: .  В вырожденных особенностях поля происходит либо появление, либо слияние пары критических точек, с противоположными знаками гессиана. Кроме того, в силу уравнения (5.2) в Scale Space возникают точки, для которых обращается в нуль производная по масштабу или, что тоже самое, .  Понятно, что в этом случае, след Гессиана обращается в нуль, а вторая диагональ должна содержать смешанные производные  с разными знаками. Этой ситуации, следовательно, будут соответствовать седловые точки. Мы ограничиваемся случаем   , . При непрерывном изменении масштаба последовательность таких особых точек образуют критические пути [68,69]. Вершины критических путей называют топ-точками, которые служат вершинами графа, описывающими мультимасштабную структуру поля.  Для вычисления вторых производных по изображению можно использовать слабое дифференцирование   , но мы используем оригинальный способ построения критических путей с помощью множеств Якоби. 






Формально, пусть  функции Морса на . Множеством Якоби [71] этих двух функций называют множество точек, в которых градиенты этих функций коллинеарны, т.е. векторное произведение . Формально, пусть  определены на компактном многообразии  и допускают вычисление градиентов. Тогда, множество Якоби определяется как


                    (5.3)






Отсюда следует, что множество образовано критическими точками функций либо . Можно показать, что множество Якоби двух морсовских  является гладким вложением 1D многообразия (т.е.кривой) в  [71].
Определим пару функции в Scale-Space:

                                          (5.4)







где  , как и прежде, свертка исходной функции с гауссовским ядром (5.1). Нетрудно убедится, что множество Якоби функций   совпадает с множеством критических путей мультимасштабного представления функции .  Действительно, . Множество Якоби состоит из точек, в которых градиенты функций  коллинеарны. Следовательно, множество Якоби образуют точки, для которых , т.е. 


                                                   (5.5)
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Рисунок 5.1 – Mожество критических путей трех магнитограмм АО 12673, разделенных 3-х часовыми интервалами. Черные линии –критические пути, т.е. траектории критических точек при изменении масштаба

Мы реализовали алгоритм для построения критических путей, основанных на этих идеях. 
На Рисунке 5.1 приведен пример построения критических путей  для трех магнитограмм АО, последовательных во времени. Заметим, что множество критических путей аппроксимирует поле в смысле обратной задачи  [68]. На Рисунке 5.2 показан граф, критических путей одной из магнитограмм АО 12673 построенный с помощью триангуляции при фильтрации критических точек уменьшением масштаба. Каждому такому графу соответствует матрица Лапласа, для которой и вычисляется спектр. 
[image: ]
Рисунок 5.2 – Граф построенный на топ-точках для одной из магнитограмм АО 12673. Слева 3D изображение, справа, проекция на плоскость

В качестве примера, на Рисунке 5.3 приведены графики изменения алгебраической связности графов на топ точках для области АО12673 (слева)  и ее первой производной (справа).  [image: ]
Рисунок 5.3 – Графики изменений сглаженной алгебраической связности АО 12673 и ее первой производной (справа). Значительные вариации кривых наблюдаются приблизительно за 1.5 суток до X-вспышек

Граф построенный на топ-точках, отслеживает мультимасштабную динамику, опирающуюся на неморсовские особые точки. Таким образом, наши эксперименты показали, что он с успехом может быть использован для обнаружения предвспышечных  динамических режимов АО. 


ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В проекте мы использовали методы дискретной теории Морса и теории катастрофдля построения топологической модели АО в форме графа Морса и графа в Scale Space. По временной последовательности HMI/SDO магнитограмм для выбранной АО 12673, вычислялись МС комплексы и графы по топ-точкам. Полученные для MS комплексы, топологически редактировались, для того, чтобы убрать незначимые флуктуации поля. Результат рассматривался как крупнозернистые градиентные модели магнитной динамики АО, сохраняющие ее топологические свойства. 
Критические пути в Scale Space и граф по топ-точкам для той же последовательности магнитограмм, строился с помощью множества Якоби. Такой граф отражает «глубинную» структуру магнитограммы, суммируя информацию о критических точках на всех доступных масштабах.
Для количественного описания графодинамики обеих графов использовался спектр дискретного Лапласиана. График изменения первого нетривиального собственного значения-алгебраической связности, демонстрирует сложное поведение для обеих вариантов графов.  Вычисления показали, что на спектрах графов можно выделить интервалы депрессии, которые хотелось бы считать  предшествующими вспышкам приблизительно за сутки. Аналогичные колебания связности демонстрируют графы построенные по топ-точкам, как в связности, так и в ее первой производной.
Вопрос, имеют ли обнаруженные эффект прогностическую значимость, требует тестирования на статистически представительной выборке вспышечных АО. Улучшение дескрипторов мы связываем с вычислением дискретной кривизны Оливье-Риччи для графа [72], которая  связана как с спектром дискретного Лапласиана так и числами Бетти.  Она   является  глобальной геометрической характеристикой поля, вычисляется на ребрах графа и более устойчива к изменению числа вершин. Мы не поместили результаты наших экспериментов с кривизной в этот краткий отчет. Наша главная цель заключалась в построении топологических моделей эволюции АО, которые  допускают регулируемое упрощение, сохраняющее характеристику Эйлера. Так, MS –комплекс, как градиентная модель,  позволяет отслеживать эволюцию АО в инвариантных переменных. В итоге, мы предлагаем графодинамику АО, снабженную интерфейсом дискретной римановой геометрии  как универсальную модель для описания и диагностики эволюцииактивныхмагнитных паттернов. 
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Календарный план
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