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РЕФЕРАТ

Отчет 40 с., 41 источников, 1 прил.
ТЕНЗОРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛОВ, ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ, СИЛЬНАЯ ОСЦИЛЛЯЦИЯ, СИСТЕМА ЧЕБЫШЕВА, СИСТЕМА ХААРА

Объект исследования – линейные функционалы вида .


Цели работы - применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов   при , системе Чебышева и системе Хаара в классах с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье и  с оценками на взвешенные тригонометрические коэффициенты Фурье. Проведение численных экспериментов. 
Результаты работы:
1. Проведены работы по поиску литературы по «Сильной (высокой) осцилляции» и анализу по ней содержания и состояния данного направления.  Поиск литературы проводился по базам Web of Science, Scopus, Springer, Mathnet.ru. 
2. 
В случае  получена общая формула приближенного вычисления линейных функционалов «сильной (высокой) осцилляции», в которой в явном виде выписан искомый вычислительный агрегат, в общем виде зависящий от методов суммирования. Также выписана явная формула  возникающей при этом погрешности, позволяющая производить двусторонние оценки для индивидуальной функции и оценки сверху на классах функций с индивидуальной оценкой на тригонометрические коэффициенты Фурье. Получены оценки приближения для классов Коробова. 
3. В случае системы Чебышева также получена общая формула, в которой в явном виде выписан искомый вычислительный агрегат,  в общем виде зависящий от методов суммирования, с также явной формулой возникающей при этом погрешности, позволяющей производить двусторонние оценки. Получены оценки приближения для классов Коробова и классов Соболева. 
4. В случае системы Хаара получены оценки приближения для классов Коробова и Соболева. 
В рамках данного грантового финансирования опубликованы три статьи и принята в печать одна статья в журнале, индексируемом в Web of  Science и Scopus, опубликована четыре статьи и принята к печати одна статья в журналах, рекомендуемых комитетом для публикации основных результатов научной деятельности.
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	В математике поставлен вопрос приближенного вычисления интегралов

			             		(0.1)
от произведения функций, которые представляют собой линейный функционалы вида 

                                      (0.2)
	Линейные функционалы относятся к основным математическим объектам.


Запись линейного функционала в интегральном виде  при фиксированной функции  охватывает большое количество конкретных случаев. 




Задача Проекта будет состоять в приближенном вычислении таких линейных функционалов по конечным суммам значений функции  с числовыми множителями, зависящими от функции , определяющей функционал . Различные конкретизации функций приводят к различным функционалам, широко изучаемых в теоретической математике и с большими применениями в прикладной математике.
Определение функции как соответствия является слишком общим и, в буквальном следовании, непригодным для аналитического использования. Поэтому представление функции в виде разложения по взаимно перпендикулярным единичным ортам (ортонормированной системе) через ряд Фурье, вносит определенность и возможность оперирования с функцией как конкретным математическим (аналитическим) объектом.
Коэффициент Фурье как величина проекции функции на орт осуществляет прямую связь между функцией и ее разложением по ортогональной системе.
Тем самым, коэффициенты Фурье относятся к основным математическим объектам.
Стало быть, задача приближенного вычисления линейных функционалов, включающих в себя коэффициенты Фурье, имеет самостоятельное значение и, очевидно, многочисленные вычислительные применения в том же объеме, что и ряды Фурье.
	При  в (0.2) получаем широко известную задачу численного интегрирования 





а при  получаем задачу приближения тригонометрических коэффициентов Фурье-Лебега. 
	Определенный ответ на задачу приближения интеграла (0.1) дает следующее равенство [1-2]


			(0.3)
где




  (0,4)

есть вычислительный агрегат, а





			(0,5)

возникшая при этом погрешность. Данное равенство получено Руководителем Проекта в результате уточнения идеи, лежащей в основе метода Смоляка и распространении ее на общий случай ортонормированных полных систем [1-2]. 




Как видно из (0.3), числовые информации от  и от    самостоятельны и отделены друг от друга, при этом от  требуется существование вполне определенных значений в точках (см. (0.4)), что обеспечивает ее непрерывность, от «турбулентной» функции -существование интеграла 

                     (0.6)

а для корректности самой формулы сходимость ряда в (0.5).
Здесь можно подчеркнуть то обстоятельство, что наилучшая информация от «беспорядочной» функций  – это интеграл (0.6) типа тригонометрических коэффициентов Фурье, в котором заложены его «неожиданности». 







Особый интерес представляет случаи, когда  есть «сильно колеблющаяся функция». К таким функциям относятся ортонормированные системы, например, случай  и , когда функция  на каждом промежутке длины  изменяется от  до  (или наоборот). Тригонометрический случай  исследован в [3] (см. также библиографию к ней). 
В связи с многочисленными приложениями, включающими моделирование волновых явлений, динамику жидкостей, анализ изображений и многое другое, этой тематике посвящена обширная литература (см., напр., обзоры [4-6] и имеющуюся в них библиографию).
В известных асимптотических [7, Глава 4] и Филона с различными модификациями ([8-10]) методах исследований по теории осцилляций к основным относятся соответственно метод интегрирования по частям и разбиение исходного отрезка на подотрезки, в каждом из которых к функции   применяется интерполяционая формула Лагранжа, согласованная со степенью гладкости , что сводит исследуемую задачу к вычислению интегралов вида

                                                                (0.7)

Во всех такого рода подходах на самом деле речь идет об оптимальном восстановлении подынтегральной функции   в полном соответствии с наблюдением «В численной практике чаще всего (без особых, впрочем, обоснований) берется лагранжев сплайн относительно системы равноотстоящих узлов» в из [11], которое подтверждено Г. Таугынбаевой в PhD диссертации [12], в которой установлено, что интерполяционные многочлены Лагранжа в порядковом отношении среди всех мыслимых вычислительных агрегатов, построенных по линейной информации дают наилучшее восстановление, более того – интерполяцию функций с ограниченной производной заданного порядка, если только их использовать в сплайн-форме. 
В 1982 году Д. Левин [3] разработал метод коллокации, в котором не используются моменты (0.7), но с целью применения формулы Ньютона-Лейбница на  накладывается условие существования функции F(x) такой, что



Сами задачи в полном объеме следующие:
· Поиск литературы по «Сильной (высокой) осцилляции» и анализ направления с теоретическими и практическими применениями;
· 
Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов сс «Сильной (высокой) осцилляцией»  для индивидуальной функции и для классов функций с оценками на тригонометрические коэффициенты Фурье;
· 
Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов по системе Чебышева для индивидуальной функции и для классов функций с оценками на тригонометрические коэффициенты Фурье;
· 
Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов по системе  Хаара для индивидуальной функции и для классов функций с оценками на тригонометрические коэффициенты Фурье;
· Численные эксперименты по применению тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов. 
[bookmark: _GoBack]Инвентарные номера промежуточных отчетов: 2018- 0218РК01244, 2019-0219РК00269.
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[bookmark: _Toc55212134]1 Литература по «Сильной (высокой) осцилляции» и анализ содержания темы с теоретическими и практическими применениями

В 2018 году проведены работы по поиску литературы по «Сильной (высокой) осцилляции» и анализу содержания данной темы.  Поиск литературы проводился по базам Web of Science, Scopus, Springer, Mathnet.ru. Только по базе Web of Science 413 работ на тему приближения операторов с высокой осцилляцией. 
Проанализировано более 100 работ авторов E. Novak, M. Ullrich, H. Wozniakowski, V. Domınguez, I. G. Graham, V. P. Smyshlyaev, D. Huybrechs, S. Olver, A. Iserles, S. Nørsett, Y.L. Luke,  K. Lorenz, T. Jahnke, C. Lubich, N. Temirgaliyev, S.S. Kudaibergenov, A.A. Shomanova, J.Ma, H. Liu, Sh. Xiang, B. Li, Gd. Liu, Siraj-ul-Islam, S. Zaman, YY. Ma, YS. Xu, J. Gao, A. Molabahrami, G. He, Ch. Zhang  и др. (cм., напр., [1-3] , [13-39]).
Общая постановка

,
в которой

 - подлежащий приближенному вычислению линейный функционал, 

 - вычислительный агрегат,

 - возникающая при этом погрешность, 

конкретизацией вида при некоторых g является данный Грантовый проект, требует изучения развития этой проблемы в международной математике, в ключе «Идеи от ИТМиНВ, что исследуется и как полученное оформляется».
Разумеется, основными будут следующие вопросы:
1. 
Какого вида линейные функционалы  рассматриваются?
2. 
Какими вычислительными агрегатами приближаются?
3. Какого вида условия накладываются на функцию f?
4. 
Как выглядят оценки погрешности ?
Ответы на эти вопросы получены на основе рассмотренных статей и результатов, ранее полученных ИТМиНВ с сопровождающими нашими комментариями и выводами (результаты обзора литературы и комментарии к ним см. в промежуточном отчете 2018 к данному Проекту [40]).
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[bookmark: _Toc55212135]	2 Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов с  и c «Сильной (высокой) осцилляцией»



	В данном разделе приведены результаты по применение тензорных произведений функционалов  к приближенному вычислению линейных функционалов  c  для индивидуальной функции и классов функций с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье. 


[bookmark: _Toc55212136]2.1 Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов c  и c «сильной (высокой) осцилляцией» для индивидуальной функции


Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов придля индивидуальной функции:







Теорема 2.1. Пусть и для всякого целогозадана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .

Пусть также задана непрерывная вектор-функция . 


Тогда для произвольной 1-периодической по каждой переменной, непрерывной на функции имеет место равенство














,


где - конечное множество,

,

, 

,












Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов при в случае  для индивидуальной функции







Теорема 2.2. Пусть  и для всякого целого  задана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .


Пусть также .


Тогда для произвольной 1-периодической по каждой переменной, непрерывной на функции имеет место равенство


















где, , ,















[bookmark: _Toc528594405][bookmark: _Toc55212137]2.2. Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов с   и «сильной (высокой) осцилляцией» для классов функций с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье	


Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов придля классов функций с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье – классов Коробова







Определение класса Коробова. Пусть даны и Класс Коробова, по определению, есть множество всех 1-периодических по каждой из своих  переменных,интегрируемых на функций , тригонометрические коэффициенты Фурье-Лебега которых удовлетворяют неравенству 






Отметим что при  все функций класса  непрерывны. Справедлива






Теорема 2.3.  Пусть и для всякого целогозадана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .




Пусть также дана непрерывная вектор-функция . Тогда для класса имеет место неравенство













где - конечное множество,


,


,


,












Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов при для классов функций с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье –классов Коробова :







Теорема 2.4. Пусть и для всякого целогозадана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .




Пусть также.Тогда для класса имеет место неравенство















,

где

, 


, 


,















[bookmark: _Toc55212138][bookmark: _Toc528257875][bookmark: _Toc528594406]3  Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов по системе Чебышева

[bookmark: _Toc55212139]3.1 Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов по  системе Чебышева для индивидуальной функции


	В данном разделе приведены результаты по применение тензорных произведений функционалов  к приближенному вычислению линейных функционалов  c   для индивидуальной функции и классов функций с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье. 
	Имеет место






Теорема 3.1. Пусть и для всякого целого задана действительнозначная последовательность такая, что   ипри всех ,



  и .

Пусть  - система Чебышева. Тогда  для произвольной 1-периодической по каждой переменной непрерывной на  функции  имеет место равенство


=









где
,









, 



Для случая  предыдущая теорема выписывается в следующем явном виде
Теорема 3.2. Пусть  и для всякого целого  задана действительнозначная последовательность , такая что    и   при всех  ,

 и .

Пусть .
Тогда для произвольной 1-периодической по каждой переменной непрерывной на  функции  и имеет место равенство











где
,







, 





Если  есть функция Бесселя, то здесь

,


,


,    .

[bookmark: _Toc55212140][bookmark: _Toc528257876][bookmark: _Toc528594407]	3.2 Применение тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов по системе Чебышева для классов с оценками на индивидуальные коэффициенты Фурье

В данном разделе приведены результаты по применению тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов по системе Чебышева в классах с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье и взвешенными оценками на тригонометрические коэффициенты Фурье. 


	Для классов функций с оценками на индивидуальные тригонометрические коэффициенты Фурье- классов Коробова   справедлива


Теорема 3.3.  В условиях теоремы 3.1 для класса имеет место  неравенство










,

где

,


,







, 

.
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[bookmark: _Toc23409640][bookmark: _Toc55212142]3.3.1  Необходимые определения и вспомогательные утверждения



Классы Соболева  есть множество всех 1-периодических по каждой переменной функций , которые в случае r>0  вместе со своими частными производными до порядка rвключительно принадлежат  и для которых выполнено неравенство 


,


а в случае r=0 полагаем .



 Классы Соболева с доминирующей смешанной призводной  есть множество всех 1-периодических по каждой переменной функций , которые представимы в виде (y =(y1, …, ys), )

.

Здесь использованы следующие обозначения и предположения (см. [2]). Для произвольной (не обязательно периодической) суммируемой функции  полагаем

                         (5)

Далее, здесь и всюду ниже заданы целые числа






,, , 

 и






для   величины  при  и  равны соответственно  и ,








длявеличины  при ,  и  равны соответственно  и ,









дляполагаем: если , то при ,  и равны соответственно  и ,








если же, то при ,  и равны соответственно , .










И, наконец,для каждого  задается последовательность  такая, что для всякого  выполнены условия  и , что обеспечивает справедливость равенства (2).

Справедлива 


Лемма 3.1. Пусть , . Обозначим


,


,




и положим 


,


,


и при






Тогда для всех  имеет место




где




Для  





Для  





Для  


если :



если :
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В следующей теореме выписана явная формула  возникающей погрешности приближения, позволяющая в дальнейшем производить оценки на классах функций со взвешанными оценками на тригонометрические коэффициенты Фурье.







Теорема 3.4. Пусть  и для всякого целого  задана действительнозначная последовательность такая, что  и  при всех , 



 и .



Пусть также задана функция  и множество .


Тогда для произвольной 1-периодической по каждой переменной, непрерывной на  функции  имеет место равенство











где 




, , .



Для:  






Для:  






Для:  


если :




если :







где, , 






	


	


В теоремах 3.5-3.6 на основе  полученных равенств для индивидуальных функций получены оценки для классов Соболева  .
Справедлива 



Теорема 3.5.  Пусть дано целое положительное число  и . И пусть  есть функция системы Чебышева. Имеет место  соотношение






,

где

,





   , ,


 


=


,    



Теорема 3.6. Пусть дано целое положительное число  и .  И пусть  есть функция системы Чебышева. Имеет место  соотношение











где              ,




   , ,

 


=

,  
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Приведем определение системы Хаара. 

Система Хаара (см. [41]) определяется на отрезке  следующим образом:



, а для всякого и 





В точке разрыва функции Хаара равны полусумме пределов справа и слева. На концах отрезка   они равны своим предельным значениям изнутри отрезка.

Справедлива



Теорема 4.1. Пусть даны числа   и . Тогда для всякого набора неотрицательных целых чисел n1 ,…,ns  и для всех целых  имеют место неравенство 



       (7)



и



       (7)


 

Замечание 4.1. Из (7) следует, что чем больше величина  из обозначения s мерной функции Хаара, тем с большего N начинается эффективность квадратурной формулы в (7).










5 [bookmark: _Toc55212145]Численные эксперименты по применению тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению линейных функционалов 

Численные эксперименты проводились для классов  с оценками на индивидуальные и взвешенные тригонометрические коэффициенты Фурье. Были построены соответствующие тестовые функции, компьютерные программы в Mathcad, Maple и Visual Basic.  





Приведем результаты для случая размерности  . Для заданных определим функцию



Доказана, что и выполненяется соотношение 


.


Для функции  проведены вычислительные эксперименты, иллюстрирующие результаты которых приведены ниже в таблице 1.




Таблица 1. Результаты численных экспериментов (-точное значение интеграла, - приближенное значение интеграла методом тензорного произведения функционалов, - приближенное значение интеграла методом прямоугольников,  - погрешности интегрирования

	1
	Параметры
	,,,, .

	
	

	

	
	


	

	
	


	

	2
	Параметры
	, остальное так же.

	
	

	

	
	


	

	
	


	








Несмотря на то, что погрешности приближения методом прямоугольников  дает погрешность меньше чем вычислительными агрегатами, построенными методом тензорных произведений тензорных функционалов , пробная  функция является крайней для приближенного метода . Это означает, что для любых других функций из класса  погрешность приближения не превосходит этой погрешности, в то же время для метода прямоугольников  указанная погрешность верна только для этой функций.

[bookmark: _Toc528594410]
ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В Проекте проводились работы по применению тензорных произведений функционалов к приближенному вычислению интегралов с «Сильной (высокой) осцилляцией». Именно, в работах С.А. Смоляка [1, 15] был предложен метод распространения результатов аппроксимативного содержания с меньших размерностей на большие. 
В продолжении работ Смоляка Руководителем Проекта в [2]  получена общая формула 


 (*)



переноса утверждений о приближениях функционалов агрегатами по полным ортонормированным системам  на случай полных кратных ортонормированных систем .
В Проекте исследуется задача приближенного вычисления линейных функционалов вида  вычислительными агрегатами, построенными на основе данного общего равенства (*). 

Случаю  приближенного вычисления интегралов  посвящено большое количество работ (историю вопроса см., напр., в [37-39] и имеющуюся в ней библ). 

В данном Грантовом отчете полностью исследованы линейные осцилляционные функционалы вида  в случае 



,  и  .

В явном виде выписаны погрешности восстановления для индивидуальных непрерывных функций  и получены оценки погрешностей для классов Коробова и классов Соболева. Проведены вычислительные эксперименты.
Изучение состояния международного направления «Теория осцилляций» показала возможность включения в это направление с эффективной техникой и идеями ИТМиНВ большого количества студентов и молодых преподавателей.
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