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РЕФЕРАТ
Есеп 35 б., 1 кітап, дереккөз 27 атау, 2 қосымша.
БӨЛШЕК РЕТТІ ТУЫНДЫ, ЭЛЛИПСТІК ТЕҢДЕУ, БЕЙСЫЗЫҚТЫ ЕСЕП, ТЕҢСІЗДІК, МАКСИМУМ ҚАҒИДАСЫ 
Зерттеу нысаны дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер үшін бейсызықты есептер болып табылады.
Жобаның негізгі мақсаты - бейсызықты дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер есептерінің бейлокал аналогтарының жалпы теориясын дамыту. 
Бейлокалды және фрактальды орталарда болатын көптеген физикалық және химиялық процестерді зерттеу кезінде бейлокалды операторлар қатысқан есептер туындайды. Бейлокал теңдеулерге жүктелген теңдеулер, бөлшек туындылар қатысқан теңдеулер, кешігуші және инволюциялы аргументті теңдеулер т.б. көптеген теңдеулер жатады. Басқаша айтқанда, белгісіз функция мен оның туындылары аргументтердің әртүрлі мәндерінде болатын теңдеулер.
Зерттеу әдістері. Жоба бойынша зерттеу жүргізу үшін анализдің, дифференциалдық теңдеудің және спектралдық теорияның классикалық әдістерімен қатар, математика ғылымының жаңаша идеялары да пайдаланылады. 
Осы жұмыста келесі жаңа ғылыми нәтижелер алынды: цилиндрлік облыстағы бейсызықты бөлшек Лапласиан теңдеуі үшін шекаралық есептерді шешудің максимум қағидасы мен шешімнің жалғыздығы дәлелденді; Ляпунов түріндегі теңсіздік және бөлшек Лапласиан  қатысқан теңдеулер мен теңдеулер жүйелері үшін шеттік есептердің шешімдерінің бар болуының жеткілікті шарттары дәлелденді; Хартман-Винтнер түріндегі теңсіздік және бөлшек Лапласиан қатысқан теңдеулер үшін шеттік есептердің шешімдерінің бар болуының жеткілікті шарттары дәлелденді; Де ла Валли Пуссин түріндегі теңсіздік және бейлокалды эллиптикалық теңдеу үшін шекаралық есептердің шешімінің бар болуының жеткілікті шарттары дәлелденді.
Жаңашылдық деңгейі: бейсызықты бейлокал дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің мәселелері жаңа болып табылады, сонымен қатар маңызды қолданыстары бар бейсызықты есептер класын қамтиды. Қарастырылып отырған мәселелер негізінен зерттелінбеген немесе деребес жағдайлары үшін ғана көрсетілген.
Жобада қойылған мәселелердің орындалу деңгейі. Жобаның күнтізбелік жоспарында қарастырылған мәселелердің барлығы орындалды, алға қойылған мақсаттарға қол жеткізілді.


РЕФЕРАТ
Отчет 35 с., 1 кн., 27 источн., 2 прил.
ПРОИЗВОДНОЕ ДРОБНОГО ПОРЯДКА, ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЕ, НЕЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА, НЕРАВЕНСТВО, ПРИНЦИП МАКСИМУМА
Объектом исследования являются нелинейные задачи для дифференциальных уравнений в частных производных.
Основной целью проекта является развитие общей теории нелокальных аналогов нелинейных задач для дифференциальных уравнений в частных производных. 
При исследовании многих физических и химических процессов возникают задачи с нелокальными операторами. К числу нелокальных уравнений можно отнести нагруженные уравнения, уравнения содержащие дробные производные, уравнения с запаздывающимися и инволютивными аргументами. Иными словами такие уравнения, в которых неизвестная функция и ее производные входят, вообще говоря, при различных значениях аргументов.
Методы исследований. При решении задач проекта используются, как классические методы анализа, дифференциальных уравнений и спектральной теории, так и новейшие идеи математической науки. Предлагается развитие собственных подходов для решения поставленных задач, основанных на результатах собственных исследований. 
В работе получены следующие новые научные результаты: доказаны принцип максимума и единственность решения краевых задач для нелинейного уравнения дробного Лапласиана в цилиндрической области; доказаны неравенства типа Ляпунова и достаточные условия существования решения краевых задач для уравнения и систем  дробного Лапласиана; доказаны неравенства типа Хартмана-Винтнера и достаточные условия существования решения краевых задач для дробного Лапласиана; доказаны неравенства типа де ла Валли Пуссина и достаточные условия существования решения краевых задач для нелокального эллиптического уравнения.
Степень новизны. Исследуемые объекты – нелинейные нелокальные дифференциальные уравнения в частных производных являются новыми, включают в себя класс задач имеющие важнейшие приложения. Рассматриваемые задачи в основном не исследованы или исследованы для частных случаев.
Степень выполнения поставленных в проекте задач. Все предусмотренные в календарном плане по проекту задачи выполнены, все намеченные цели достигнуты.
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ВВЕДЕНИЕ
Содержание отчета. В этом промежуточном отчете изложены результаты исследований по теории нелокальных дифференциальных уравнений. Нелокальные дифференциальные операторы вводятся различными способами и поэтому при решении нелокальных дифференциальных уравнении в зависимости от предлагаемых операторов нужно использовать различные подходы. К числу нелокальных уравнений можно отнести нагруженные уравнения, уравнения содержащие дробные производные, уравнения с запаздывающимися и инволютивными аргументами.
Надо отметить также, что использование нелокальных операторов позволяет глубже понять известные результаты теории функций и краевых задач, и получить новый класс решений, позволяющий охватить широкий круг задач.
Одним из приоритетных направлений теории уравнений в частных производных является исследование нелинейных задач. В последнее время активно изучаются нелокальные аналоги нелинейных задач уравнений в частных производных. В частности, нелокальное уравнение диффузий и нелокальное эллиптическое уравнение.
В работе получены следующие новые научные результаты: доказаны принцип максимума и единственность решения краевых задач для нелинейного уравнения дробного Лапласиана в цилиндрической области; доказаны неравенства типа Ляпунова и достаточные условия существования решения краевых задач для уравнения и систем  дробного Лапласиана; доказаны неравенства типа Хартмана-Винтнера и достаточные условия существования решения краевых задач для дробного Лапласиана; доказаны неравенства типа де ла Валли Пуссина и достаточные условия существования решения краевых задач для нелокального эллиптического уравнения.
В ходе выполнения проекта использованы различные математические источники, как монографии, так и журнальные статьи. Как источники из ближнего, так и из дальнего зарубежья. Использованы также и казахстанские источники. В том числе работы прошлого века, а также и публикации недавних лет. Все необходимые ссылки на использованные источники приведены в тексте отчета.
Сформулированные и приведенные в отчете результаты являются полностью доказанными. Это демонстрирует завершенность полученных результатов. Подтверждением завершенности результатов отчета является то, что результаты исследований опубликованы в зарубежных рецензируемых научных изданиях, индексируемых в одной из ведущих международных систем цитирования (библиографических баз). 
По результатам исследований за 2020 год опубликована 5 работ, в том числе 
4 статей в международных рейтинговых журналах, входящих в БД Web of Science Clarivate Analytics и БД Scopus с ненулевым импакт-фактором, 
1 статья в журнале, рекомендованном КОКСОН МОН РК.
В приложении А приведены списки опубликованных работ авторов отчета, а в приложении Б – календарные планы на 2020–2022 годы.
Перейдем к основному содержанию отчета.


ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ ОТЧЕТА О НИР

1 Принцип максимума и единственность решения краевых задач для нелинейного дробного Лапласиана в цилиндрической области
Сначала приведем некоторые основные определения и свойства дробных операторов Адамара.
	Определение 1.1 ([1]) Пусть где. Дробный Интеграл Адамарапорядка отfопределяется как



где Г обозначает гамма-функцию Эйлера.
Определение 1.2 ([1]) Пусть и  где  пространство Соболева. Дробная производная Адамара порядка  от определяется как



Определение 1.3 ([1]) Пусть  и  Дробная производная типа Адамара порядкафункции определяется формулой



Свойство 1.1 ([1]) Если  , то его дробная производная Адамара порядкаαможет быть представлена в виде



Свойство 1.2 ([1]) Еслиито



Свойство 1.3 ([1]) Если, ито



Свойство 1.4 ([1]) Если  и , то 
Утверждение 1.1 Пусть функция
(1) Если  достигает своего максимального значения на в точке , то для, получаем



(2) Если достигает минимального значения на в точке, то для ,  имеем



Доказательство. Для доказательства пункта (1) определим вспомогательную функцию



Отсюда следует, чтона  и 
Интегрируя по частям, получаем



Поскольку  инеотрицательны на, tинтеграл в последнем уравнении неотрицателен, и следовательно,



Последнее неравенство дает 



что доказывает результат. Применяя аналогичное рассуждение к мы получаем часть (2).
Утверждение 1.2 Пусть  и .
(1) Если достигает своего максимального значения нав точке , то



Более того, если, то.
(2) Еслидостигает минимального значения на в точке , то



Более того, если , то 
	Доказательство. Пусть  и достигает своего максимального значения на [1,T] в точке . Из свойства 1.1 имеем



Используя результат утверждение 1.1, получаем




поэтому  обеспечивает . Часть (1) предложения 1.2 доказана. Применяя аналогичное рассуждение кмы получаем часть (2).
Далее, рассматриваем эллиптическое уравнение с производной Адамара в многомерном кубе


		(1.1)

где изаданные функции.
Слабый и сильный принцип максимума. Начнем со слабого принципа максимума, сформулированного в следующей теореме.
	Теорема 1.1 Пусть функция удовлетворяет уравнению (1.1) и . Если , то 

					(1.2)

где - граница области .
Доказательство. Для доказательства теоремы предположим, что неравенство (1.2) не выполняется при условиях, сформулированных в теореме 1.1, т.е. что функциядостигает своего положительного максимума, скажемв точке.
	Так как 

 
и 



мы сначала получаем неравенство


Тогда из утверждение 1.2 следует, что


Поскольку  то получаем 

Последние два неравенства приводят к неравенству



что противоречит следующему:


теоремы 1.1. Противоречие. Теорема доказана.
	Аналогично доказывается следующая теорема.
	Теорема 1.2 Пусть функция  удовлетворяет уравнению  (1.1) и . Если , то 

					(1.3)

	Замечание 1.1 При доказательстве слабого принципа максимума мы фактически вывели утверждение, которое сильнее неравенства (1.2), а именно, мы доказали, что функция u, удовлетворяющая условиям теоремы 1.1, не может достичь своего положительного максимума в точке ∈ Ω.
	Теперь формулировка замечания 1.1 используется для вывода сильного принципа максимума для эллиптического уравнения (1.1).
Теорема 1.3 Пусть функция  удовлетворяет однородному эллиптическому уравнению (1.1) и  . Если функция u достигает своего максимума и минимума в некоторых точках, принадлежащих , то она является константой, точнее



Доказательство. Доказательство теоремы очень простое. Действительно, согласно замечанию 1.1,  для функции  достигающей максимума в точке . Теперь рассмотрим функцию которая удовлетворяет однородному уравнению (1.1) и имеет максимум в точке минимума  и, следовательно, в точке, принадлежащей . Согласно замечанию 1.1 максимум  не может быть положительным, и мы получаем неравенство  Соединяя два последних неравенства, получаем утверждение теоремы 1.3.
Применение принципов максимума. Рассмотрим краевую задачу

					(1.4)

для эллиптического уравнения (1.1). Следующий результат является прямым следствием слабого принципа максимума.
Теорема 1.4 Пусть  и  гладких функций. Тогда краевая задача (1.4) для уравнения (1.1) имеет не более одного решения u(x) в функциональном пространстве.
Следующие две теоремы непосредственно следуют из теорем 1.1 и 1.2.
Теорема 1.5 Пусть  удовлетворяет уравнению (1.1) и  Если u(x) удовлетворяет граничному условию (1.4) и  то



Теорема 1.6 Пусть  - решение эллиптического уравнения (1.1) и  Если  удовлетворяет граничному условию (1.4) и  то



	Рассмотрим теперь нелинейное эллиптическое уравнение в виде


		(1.5)

При некоторых подходящих условиях на нелинейную часть принцип максимума для эллиптического уравнения (1.5) приводит к результату единственности для краевой задачи (1.4) для уравнения (1.5).
Теорема 1.7 Пусть  - гладкая невозрастающая функция по переменной u. Тогда краевая задача (1.5), (1.4) имеет не более одного решения .
Доказательство. Снова воспользуемся доказательством от противного и сначала предположим, что  и  - два решения краевой задачи (1.5), (1.4), принадлежащие функциональному пространству  тогда вспомогательная функция  удовлетворяет уравнению


.

и однородное граничное условие (1.4), т.e., . Применение теоремы о среднем значении к гладкой функции  приводит к уравнению
	
,

где  для некоторого , который можно переписать в виде


,

Поскольку − невозрастающая функция по переменной , мы получаем неравенство 

.

Теперь мы можем применить теорему 1.5, которая дает неравенство
. Рассуждения, которые мы использовали для функции , справедливы также для вспомогательной функции , которая приводит к неравенству 



Комбинируя два последних неравенства, приходим к формуле  Это означает, что любые два решения краевой задачи (1.5), (1.4) совпадают, и, таким образом, утверждение теоремы доказано.



2 Неравенства типа Ляпунова и достаточные условия существования решения краевых задач для уравнения и систем дробного Лапласиана
Сначала дадим основные определения дробного интегрирования и дифференцирования типов Римана–Лиувилля и Капуто [1].
Определение 2.1 Левый и правый дробные интегралы Римана-Лиувилля  и  порядка  интегрируемой функции  на  задаются формулой



и



соответственно. Здесь Г обозначает гамма-функцию Эйлера.
Определение 2.2 Левая дробная производная Римана-Лиувилля  порядка  абсолютно непрерывной функции  на  задается формулой

.

Аналогично, правая дробная производная Римана–Лиувилля   порядка ) абсолютно непрерывной функции  на  задается формулой

.

Определение 2.3 Левая и правая дробные производные Капуто порядка  абсолютно непрерывной функции  на  задаются формулой



и



соответственно.
	Кроме того, мы будем использовать другой вид производной дробного порядка. А именно, секвенциальной производная Капуто порядка  :



Отметим, что понятие секвенциальной производной было введено в работе [1].
Определение 2.4 Пусть  ограниченное открытое множество,,  Дробный оператор Лапласа порядка s функции  определяется



где − шар с центром в точке  радиусом δ.
Неравенство Ляпунова является выдающимся результатом в математике со многими приложениями, см. [2-4] и ссылки в нем. В результате, как доказано Ляпуновым в [5], утверждает, что если , а затем необходимое условие для краевой задачи

 (2.1)


имеет ненулевое классическое решение

						(2.2)

В поисках обобщения для дробных дифференциальных уравнений в [6,7] Феррейра исследовал неравенство типа Ляпунова для дробных краевых задач с дробными производными Римана–Лиувилля и Капуто. Кроме того, некоторые неравенства типа Ляпунова для линейных дробных краевых задач были получены в работах [8-12].
Пусть  - открытая ограниченная область,  и  вещественная непрерывная функция. Рассмотрим дробную эллиптическую краевую задачу:

    in 
 						         (2.3)
              

где  является дробной производной Капуто в переменной  и  является частичная Лапласа по переменной  с .
	Из [25,26] мы можем выбрать первую собственную функцию

 				(2.4)


будучи положительным и собственное значение которого простое и положительное, .
Теорема 2.1 Пусть  такое, что  и . Пусть u - нетривиальное решение уравнения (2.3), тогда

 			(2.5)


где   - первое собственное значение уравнения (2.4).
Доказательство. Умножая (2.3) на  и интегрируя по , получаем






где



и



из граничного условия (2.3) получаем



Наконец, у нас есть


                         				                            (2.6)

Из [9] для задачи (2.6) имеем



Доказательство теоремы 2.1 завершено.
Следствие 2.1 Если  и  в (2.5), то мы получаем теорему 2.2 из [24] с .
Рассмотрим дробное дифференциальное уравнение с производной Римана–Лиувилля по переменной x:

    
 						         (2.7)
           

где




Давайте определим следующие функциональные пространства  и .
Определение 2.5 Для любого , обозначим через  функциональное пространство, определяемое формулой




Тогда имеем следующее неравенство типа Ляпунова:
Теорема 2.2 Предположим, что ,  и   Пусть  нетривиальное решение уравнения (2.7), имеем



где   - первое собственное значение уравнения (2.4).
Доказательство. Доказательство аналогично доказательству теоремы 2.1. Вскоре получаем

    


где 



и 



По предположениям  и из [27] , мы получим



Доказательство теоремы 2.2 завершено.

3 Неравенства типа Хартмана-Винтнера и достаточные условия существования решения краевых задач для дробного Лапласиана
В работе [13] Хартман и Винтнер доказали, что если 

 (3.1)


имеет нетривиальное решение, то

				(3.2)

где  Заметим, что неравенство Ляпунова (2.2) можно вывести из (3.2), используя тот факт, что



Недавно были получены некоторые неравенства типа Хартмана-Винтнера для различных дробных краевых задач [14,15].
В этом разделе мы покажем неравенство типа Хартмана-Винтнера для задачи (2.3).
Теорема 3.1 Пусть  таково, что  и редположим, что дробная краевая задача (2.3) имеет нетривиальное непрерывное решение. Тогда у нас есть

		(3.3)

где 
Доказательство Умножая (2.3) на  и интегрируя по для функции получаем задачу (2.6). Задача (2.6) эквивалентна интегральному уравнению (см. [9])



где




 for 						(3.4)

Отсюда согласно (3.4) для любого  получаем

	
.

Теорема 3.1 доказана.
Следствие 3.1 Взяв α = β = 1 и s = 1 в (3.3), мы получаем классическое неравенство Хартмана-Винтнера




4 Неравенства типа де ла Валли Пуссина и достаточные условия существования решения краевых задач для нелокального эллиптического уравнения
Де Ла Валле Пуссен доказал следующий результат [16]:
Предположим, что  нетривиальное решение задачи

 (4.1) 

 

для Тогда

 (4.2)

где 
	Неравенство (4.2) было обобщено многими авторами в различных направлениях, см., например, [17-19] и ссылки в нем. Изучение вышеприведенных неравенств было распространено некоторыми авторами на многомерный случай, см., например, [20-24]. Исходя из приведенных выше работ, с использованием подхода, введенного в [20,24], установлены некоторые обобщения указанных выше неравенств для дробных дифференциальных уравнений в частных производных с условиями Дирихле. Наши результаты являются естественными обобщениями результатов в [20,24].
Рассмотрим в  дробно-дифференциальную задачу Дирихле:

                               
						(4.3)
                               

где  Затем покажем неравенство типа де Ла Валле Пуссена для (4.3).
Теорема 4.1 Предположим, что Пусть u - нетривиальное решение уравнения (4.3), тогда имеем Неравенство типа Де Ла Валле Пуссена в виде:



где  и  - первое собственное значение (2.3).
Доказательство. Аналогично теореме 4.1 получаем



с



где



а также



Из [18] получаем




где  .
	Доказательство теоремы 4.1 завершено.
Следствие 4.1 Взяв , получаем теорему 2.2 из [20].
	Рассмотрим в  дробное дифференциальное уравнение с производной Римана-Лиувилля и  и 

	
						(4.4)
                               
Затем мы докажем неравенство типа Ла Валле Пуссена для (4.4).
Теорема 4.2 Предположим, что   при  и . Тогда получаем



где  , , и .
Доказательство. Аналогично теореме 4.1 получаем



с



где



а также



Из [18] получаем



где



и



где



и



Затем, наконец,


Следствие 4.4 Взяв  и в теореме 4.2, мы получаем теорему 2.2 из [20].
Следствие 4.5 Взяв   в теореме 4.2, получаем теорему 4.1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, в этом промежуточном отчете изложены результаты исследований по теории нелокальных дифференциальных уравнений. В отчете исследовались краевые задачи для нелокальных аналогов нелинейных эллиптических уравнений. 
Основная идея проекта принадлежит участникам проекта и разрабатывалась в течение последних лет наших исследований.
В отчете получены следующие новые научные результаты:
- доказаны принцип максимума и единственность решения краевых задач для нелинейного уравнения дробного Лапласиана в цилиндрической области; 
- доказаны неравенства типа Ляпунова и достаточные условия существования решения краевых задач для уравнения и систем  дробного Лапласиана; 
- доказаны неравенства типа Хартмана-Винтнера и достаточные условия существования решения краевых задач для дробного Лапласиана; 
- доказаны неравенства типа де ла Валли Пуссина и достаточные условия существования решения краевых задач для нелокального эллиптического уравнения.
Степень выполнения поставленных в проекте задач. Все предусмотренные в календарном плане по проекту задачи выполнены, все намеченные цели достигнуты.
Публикации. По результатам исследований опубликована 5 работ, в том числе:
4 статей (Article) в международных рейтинговых журналах с ненулевым импакт-фактором, входящих в БД Web of Science Clarivate Analytics и БД Scopus, 
1 статья в журнале, рекомендованный КОКСОН МОН РК,
Список публикаций приведен в Приложении А.
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