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РЕФЕРАТ

Есеп 59 б., 1 кітап, 34 дереккөз, 3 қосымша.
ЖҮКТЕЛГЕН ТЕҢДЕУ, БӨЛШЕК ТУЫНДЫ, ЖЫЛУӨТКІЗГІШТІК ТЕҢДЕУІ, ВОЛЬТЕРРАНЫҢ ИНТЕГРАЛДЫҚ ТЕҢДЕУІ, АРНАЙЫ ФУНКЦИЯ
Зерттеу объектісі бөлшек ретті жүктемелі жылуөткізгіштік теңдеуі үшін шеттік есептер (ШЕ) болып табылады. 
Жұмыстың мақсаты-белгілі бір функционалдық класстардағы бөлшекті- жүктемелі жылу- өткізгіштік теңдеуі үшін ШЕ-тің  шешілуін қою және зерттеу; қойылған ШЕ-ді ядросында арнайы функциялары  бар екінші типтегі Вольтеррдің интегралдық теңдеулеріне (ИТ) келтіру; алынған ИТ-дің жүктелген қосылғыштағы  бөлшек туындының ретіне де, жүктеме сипатына да байланысты бастапқы  ШЕ-нің шешілу мәселелерін зерттеу.
Зерттеу әдістері:
ШЕ-ді ИТ-ге келтіруде интегралдық теңдеулер әдісі қолданылды.Интегралдық теңдеуге есеп дифференциалдық бөлікті айналдыру арқылы келтірілді.Бастапқы есептің  жүктелген қосылғышының бөлшек туынды ретінің  шектік жағдайларын зерттеу кезінде  шектер теориясы әдістері қолданылды. Алынған интегралдық теңдеулердің ядроларында арнайы функциялар болғандықтан, интеграл мен қатарларды асимптотикалық бағалау әдістері қолданылды.
Осы есептің негізгі нәтижелері:
- қойылған ШЕ-ді арнайы функциялары бар ядросы бар екінші ретті Вольтерр ИТ-не (теңдеудегі жүктелген қосылғыш Капуто немесе Риман-Лиувиллдің бөлшек туындысы түрінде ұсынылған) келтіру;
- алынған ИТ-дің  шешімдерінің бар болуы мен жалғыздығының теоремаларын дәлелдеу және ИТ ядросы ерекшеліктерінің  ИТ-дің шешілу сұрақтарын зерттеу кезінде қойылған ШЕ-тің теңдеуінің дифференциалдық бөлігінің сипатымен байланысын көрсету.
Жаңалық дәрежесі-зерттелетін ШЕ-дің екінші ретті ядросында сингулярлығы бар   немесе ядросында арнайы функциялары бар Вольтерр ИТ-не келтіру және  бөлшек жүктемелі  жылуөткізгіштік теңдеуі  үшін ШЕ  шешуін талдау.
Бұл жоба идеяларының қолданыстағы аналогтардан түбегейлі айырмашылығы: бөлшекті жүктелген жылуөткізгіштік  теңдеулері үшін жаңа классикалық емес есептерді шешу; қарастырылатын мәселелердің жалғыздығы  бұзылған функциялардың кластарын анықтау.


РЕФЕРАТ

Отчет 59 с., 1 кн., 34 источн., 3 прил.
НАГРУЖЕННОЕ УРАВНЕНИЕ, ДРОБНАЯ ПРОИЗВОДНАЯ, УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ, ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ВОЛЬТЕРРА, СПЕЦИАЛЬНАЯ ФУНКЦИЯ
Объектом исследования являются краевые задачи (КЗ) для уравнения теплопроводности с нагрузкой дробного порядка.
Цель работы – постановка и исследование разрешимости КЗ для дробно-нагруженного уравнения теплопроводности в определенных функциональных классах; сведение поставленных КЗ к интегральным уравнениям (ИУ) Вольтерра второго рода, ядра которых содержат специальные функции; исследование вопросов разрешимости полученных ИУ в зависимости как от порядка дробной производной в нагруженном слагаемом исходной КЗ, так и от характера поведения нагрузки. 
Методы исследования: 
При сведении КЗ к исследованию ИУ применялся метод интегральных уравнений. К интегральному уравнению задача сводилась обращением дифференциальной части. При исследовании предельных случаев порядка дробной производной в нагруженном слагаемом исходной задачи применялись методы теории пределов. Поскольку ядра полученных интегральных уравнений содержали специальные функции, то были применены методы асимптотических оценок интеграла и рядов.
Основные результаты данного отчета:
- сведение поставленных КЗ (нагруженное слагаемое уравнения представлено в виде дробной производной Капуто или Римана-Лиувилля) к ИУ Вольтерра второго рода с ядром, содержащим специальные функции;
- доказательство теорем существования и единственности решений полученных ИУ и показ связи особенностей ядра ИУ с характером дифференциальной части уравнения поставленной КЗ при исследовании вопросов разрешимости ИУ.
Степень новизны – сведение вопросов разрешимости исследуемых КЗ к исследованию разрешимости ИУ Вольтерра второго рода с сингулярностями в ядре или с ядрами, содержащими специальные функции и анализ решения КЗ для уравнения теплопроводности с нагрузкой дробного порядка. Принципиальным отличием идей данного проекта от существующих аналогов является: решение новых неклассических задач для дробно-нагруженных уравнений теплопроводности; определение классов функций, для которых нарушается единственность рассматриваемых задач. 
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ВВЕДЕНИЕ

Исследование по дробным дифференциальным уравнениям активно проводилось как ранее [1] — [7], так и на сегодняшний день интерес к этой области продолжает расти [8] — [12]. Это объяснимо как развитием самой теории дробного интегрирования и дифференцирования, так и приложениями аппарата дробного интегрирования и дифференцирования в различных областях науки. Также в теории дифференциальных уравнений важным разделом являются нагруженные уравнения, в которых нагруженное слагаемое содержит дифференциальный или интегро-дифференциальный оператор, включающий операцию взятия следа от искомой функции на многообразиях размерности, меньшей размерности области определения искомой функции. В [13] на многочисленных примерах А.М. Нахушев показал практическую и теоретическую важность исследований нагруженных уравнений. В работах М.Т. Дженалиева и учеников его научной школы теория нагруженных уравнений получила дальнейшее развитие [14] — [20].
Интерес представляют краевые задачи для дробно-нагруженного уравнения теплопроводности, когда нагруженное слагаемое представлено в форме дробной производной. В работе [21] нагруженное слагаемое - след производной дробного порядка на многообразии x = t, а именно, нагруженное слагаемое представлено в виде дробной производной Римана-Лиувилля. Возникающее сингулярное интегральное уравнение Вольтерра имеет непустой спектр при определенных значениях порядка дробной производной. Возникающее сингулярное интегральное уравнение Вольтерра имеет непустой спектр при определенных значениях порядка дробной производной. В работах [22] — [23] нагруженное слагаемое представлено в форме дробной производной Капуто по временной переменной и пространственной переменной, и порядок производной в нагруженном слагаемом меньше порядка дифференциальной части. В [22] доказано, что существует непрерывность справа по порядку дробной производной. Непрерывность слева нарушена. В [23] имеет место непрерывность по порядку производной в нагруженном слагаемом задачи.
В первом разделе отчета приведены некоторые некоторые понятия и ранее известные результаты из теории дробного исчисления, а также даны определения и некоторые из наиболее полезных свойств некоторых специальных функций, которые будут использоваться на протяжении всего отчета.
В разделе 2 дается постановка неоднородной краевой задачи для уравнения теплопроводности с дробной нагрузкой в естественных для исследования функциональных классах (нагруженное слагаемое представлено в виде дробной производной Римана-Лиувилля по временной переменной). Задача сводится к интегральному уравнению Вольтерра второго рода с ядром, содержащим специальную функцию, а именно, вырожденную гипергеометрическую функцию Трикоми. Далее исследованы предельные случаи для порядка дробной производной слагаемого с нагрузкой в уравнении, и показана непрерывность по порядку дробной производной. Основным результатом раздела является установление разрешимости интегрального уравнения в зависимости от порядка дробной производной в нагруженном члене в уравнении краевой задачи и характера линии, на которой задана нагрузка, при малых значениях времени.

В разделе 3 дается постановка краевых задач для уравнения теплопроводности с дробной нагрузкой (нагруженное слагаемое представлено в виде дробной производной Капуто) в классе функций 
Обращением дифференциальной части уравнения поставленная краевая задача сводится к интегральному уравнению Вольтерра второго рода с ядром, содержащим специальную функцию, а именно обобщенный гипергеометрический ряд. Далее исследованы предельные случаи для порядка дробной производной члена с нагрузкой в уравнении краевой задачи и показан разрыв по порядку производной слева в интервале изменения значения порядка дробной производной. Доказано, что условия разрешимости полученного интегрального уравнения зависят от порядка дробной производной в нагруженном члене в уравнении краевой задачи и характера нагрузки
В заключении приведены выводы об основных полученных результатах и комментарии по ним. 
В приложении А приведен список публикаций авторов данного отчета и их выступлений на конференциях.

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ ОТЧЕТА О НИР

1 Необходимые сведения по дробному исчислению и специальным функциям

Приведем сначала некоторые известные понятия и результаты.
Первое из них — это определение дробной производной Римана-Лиувилля.



Определение 1 ([24]). Пусть . Тогда производная Римана–Лиувилля порядка  определяется равенством при 


 			 (1.1)

Для практических приложений важно определение дробной производной Капуто. Оно получается переменой операций дифференцирования и интегрирования в (1.1), то есть отличается от определения Римана-Лиувилля тем, что функция сначала подвергается дифференцированию с наименьшим целым порядком, превышающим некоторый нецелый порядок, а затем результат интегрируется с порядка, являющимся их разностью. В производной же Римана-Лиувилля сначала производится интегрирование, а затем дифференцирование.




Определение 2 ([25]). Пусть  (т.e.  — абсолютно непрерывная функция). Тогда производная Капуто порядка  определяется равенством при 


 				 (1.2)

Дробная производная Римана-Лиувилля имеет важный недостаток, касающийся её использования в приложениях, в частности, дробная производная Римана-Лиувилля от константы не равна нулю:




В отличие от дробной производной Римана-Лиувилля, дробная производная Капуто от константы равна нулю:




Дробное дифференцирование по Капуто может быть приложено не для всех функций, в отличие от дробного дифференцирования в смысле Римана-Лиувилля. Но известно, что основные соотношения, определенные при помощи дробных производных Капуто, обладают преимуществом при моделировании вязкоупругости. При этом упрощается понимание физического смысла поставленной задачи, поскольку начальные условия можно записать, ограничившись классическими производными целого порядка. Другими словами, производная по Капуто более практична и удобна в использовании, но применима к меньшему количеству функций.
Из формулы (1.1) следует, что


 				(1.3)

Производные, определенные формулами (1.1) и (1.2), связаны соотношением, например, в [26]


 					(1.4)

Дробное исчисление можно рассматривать как «лабораторию» для специальных функций. Мы также дадим определения и некоторые свойства специальных функций, которые нам понадобятся на протяжении всей работы.
Интеграл ошибок и дополнительный интеграл ошибок имеют вид:




.

Определение 3 ([27; 119]). Линейно независимыми решениями уравнения







являются функции  и , где  — это вырожденный гипергеометрический ряд:





и  — это вырожденная гипергеометрическая функция Трикоми [28; 1072]:
	

.

Вырожденная гипергеометрическая функция Трикоми может быть представлена в виде интеграла ([29; 365], формула 72.2 (7)):


			(1.5)

Для больших значений z имеет место асимптотическое представление ([27; 127], формула 4.7 (1)):


 					(1.6)



при , 

где  — это обобщенный гипергеометрический ряд, определяемый формулой [27; 136]


,

где



— символ Похгаммера.

Вырожденные гипергеометрические функции при некоторых значениях своих аргументов связаны с функцией параболического цилиндра (функцией Вебера)  [27; 212]


. 				(1.7)


Формула (1.7) является определением функции параболического цилиндра .

Имеет место также представление вырожденной гипергеометрической функции Трикоми через функцию Уиттекера  ([29; 264] формула 2.20):


.						(1.8)





Для функции   — точка ветвления, a  — это существенно особая точка [28; 1074]. Поэтому мы будем рассматривать эту функцию только для .
Естественным развитием дробного исчисления и теории нагруженных уравнений является теория дробно-нагруженных дифференциальных уравнений. На первом этапе исследования воспользовались методом интегральных уравнений, в котором краевая задача сводится к решению соответствующего интегрального уравнения, с дальнейшим преобразованием ядра полученного уравнения. Такие методы позволяют ставить краевые задачи более компактно, чем дифференциальные уравнения, с учетом всех условий задачи.
Рассматриваемая задача сводится к интегральному уравнению путем обращения дифференциальной части уравнения.

Известно [30; 57], что в области  решение краевой задачи теплопроводности






описывается формулой


, 		(1.9)

где


,

.


Функция Грина  удовлетворяет соотношению


.					(1.10)



2 Разрешимость краевой задачи для дробно-нагруженного уравнения теплопроводности (нагруженное слагаемое представлено в виде дробной производной Римана-Лиувилля по временной переменной)

2.1 Постановка краевой задачи для уравнения теплопроводности с дробной нагрузкой


В области  рассмотрим краевую задачу 


,				(2.1)

.							(2.2)

Здесь:

 - комплексный параметр;




 - производная Римана-Лиувилля порядка ,  из формулы (1.1) при :


; 				(2.3)



 - непрерывная возрастающая функция, .
Задача исследуется в классе непрерывных функций.

2.2 Сведение задачи к интегральному уравнению Вольтерра второго рода с ядром, содержащим специальную функцию (вырожденную гипергеометрическую функцию Трикоми)

Лемма 2.1 Краевая задача (2.1) - (2.2) эквивалентно сводится к интегральному уравнению Вольтерра второго рода с ядром, содержащим специальную функцию.
Доказательство. Обратим дифференциальную часть задачи (2.1) - (2.2) по формуле (1.9):


	(2.3)




где  -функция Грина.
С учетом соотношения (1.10) и введя обозначение


,

из (2.3) получим следующее представление решения задачи (2.1) - (2.2):


. 	(2.4)

Введем обозначение:


. 			(2.5)

Тогда представление (2.4) перепишется в виде:


.				(2.6)





От (2.6) возьмем производную  порядка  по переменной  с обеих сторон и положим . Слева получим функцию . Также введем обозначение, согласно формулы (2.3):


.		 (2.7)

Предварительно вычислим производную:




 		(2.8)

где 

				 (2.9)


Вычислим .














			 (2.10)

где







Для вычисления последнего интеграла воспользуемся формулой 2.3.4 (6) из [31; 261]. Тогда получим


 		(2.11)


где  - вырожденная гипергеометрическая функция Трикоми [29; 1072 ].
Подставив (2.11) в (2.10), получим








Тогда (2.9) примет вид




В силу асимптотической формулы (1.6)


 - ограниченная функция и, кроме того, 


Поэтому (2.8) можно переписать в виде (взяв производную):






 			(2.12)


Введём обозначение . Тогда







Поскольку  то используем формулу (41) из [29; 368]:












Тогда (2.12) можно переписать в виде:


 	(2.13)



Теперь из (2.6) после взятия дробной производной порядка  и подстановки  с учетом обозначении (2.7) и (2.13) получим интегральное уравнение:






Итак, задача (2.1) - (2.2) свелась к интегральному уравнению Вольтерра второго рода:


						(2.14)


c правой частью , определяемой формулой (2.7), и ядром 




					 (2.15)


где  - вырожденная гипергеометрическая функция Трикоми, которую можно представить  в виде интеграла (1.5).

2.3 Непрерывность по порядку производной в нагруженном слагаемом уравнения краевой задачи

Лемма 2.2 Для краевой задачи (2.1) - (2.2) имеет место непрерывность по порядку β производной в нагруженном члене уравнения (2.1).
Доказательство. Рассмотрим предельные случаи для порядка дробной производной члена с нагрузкой в уравнении (2.1).

I. . Тогда из (1.3) имеем 


.


Из задачи (2.1) - (2.2) получим задачу при :





где .
Решение задачи (2.16) запишем обращением дифференциальной части уравнения по формуле (1.9):


,				 (2.17)

где

.



Из (2.17) при  с учётом обозначения  получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода:


, 				(2.18)


где .


Найдем  от (2.15). Функция под знаком предела является определенной и непрерывной при , поэтому можно совершить предельный переход c учетом формулы (1.5) и формулы 2.3.4 (5) [32; 260]:









Итак, 


.


Таким образом, уравнение (2.14) совпадает с уравнением (2.18) при .



II. . Из формулы (1.3)при 



.


Тогда из задачи (2.1) - (2.2) получим задачу при :





где .
Её решение запишем обращением дифференциальной части уравнения:


, 				(2.19)


где .

Вычислим производную по  от (2.19):


.



Подставив с учетом обозначения , получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода:


, 		(2.20)


где .


С учётом формулы (1.5) и известного соотношения  при взятии предела при  от (2.15) получим:




 					 (2.21)

Для вычисления последнего интеграла воспользуемся формулой (12) из [31; 262]. Тогда предельное соотношение (2.21) можно переписать в виде:












Здесь для функции параболического цилиндра  использовали формулу 9.251 из [28; 1080] при :


.

Итак, для ядра уравнения (2.14) 

.
Полученный результат совпадает с ядром интегрального уравнения (2.20).
Лемма 2.2 полностью доказана.

2.4 Связь особенностей ядра интегрального уравнения с порядком дробной производной в нагруженном слагаемом задачи и с поведением нагрузки



Исследуем ядро (2.15) интегрального уравнения (2.14), которое имеет особенности при  и .
Непосредственное исследование ядра (2.15) затруднительно, так как ядро содержит вырожденную гипергеометрическую функцию Трикоми. Поэтому найдем 


.




Теорема 2.1 Интегральное уравнение (2.14) с ядром вида (2.15) при  в окрестности точки  является однозначно разрешимым в классе непрерывных функций при любой непрерывной правой части , определяемой формулой (2.7), если 



 и;


и .

Доказательство. Имеем




					 (2.22)

Интеграл в 1-м слагаемом в (2.22) имеет вид:




				 (2.23)

Для вычисления интеграла во 2-м слагаемом выражения (2.22) используем представление функции Трикоми через функцию Уиттекера по формуле (1.8):




Тогда интеграл во 2-м слагаемом выражения (2.22) принимает вид









Мы использовали формулу 2.19.5 (13) из [29; 217]. 
Итак, 

			 (2.24)




Пусть при . Тогда равенство (2.24) можно переписать в виде (в окрестности точки ):


.

Для функции Уиттекера воспользуемся формулой 7.2.2 (5) из [29; 366]:


.

Тогда 

.


Для функции  используем представление (1.5), а затем применим формулу (12) из [32; 262]:






 				(2.25)

Подставив (2.23) и (2.25) в (2.22), получим:





			(2.26)


Возможны случаи (при ):



1) . Тогда, если , то .

Вычислим , используя формулу 8.3 (1) из [32; 125] и формулу 194 (3) из [28; 299].






Тогда при и  из (2.26) имеем:

 		 (2.27)


Рассмотрим случай . Выше было показано, что


. 				(2.28)



Если при , то из (2.28) имеем


. 			(2.29)

После введения замены




интеграл (2.29) примет вид:


.

Тогда 

					(2.30)





По условию функция  возрастает в области  и . Поэтому случай  не рассматривается.




Рассмотрим случай  и . Тогда в (2.26) аргумент функции параболического цилиндра  при . Поскольку имеет место асимптотическое разложение функции (см. Формулу 9.246 (1) [28; 1079]), то получим


		 (2.31)




Осталось исследовать случай  при различных . Пусть .

При  уравнение (2.14) имеет ядро:


 	(2.32)


и правую часть согласно формулы (2.7) при .


Ядро (2.32) имеет особенности при  и .

Найдем .





Повторив вычисления, произведенные ранее, получим формулу, аналогичную (2.26), при 


. 		(2.33)


Вычислим , используя формулу 9.241 (1) из [28; 1078]


 .

Чтобы вычислить интеграл

,
воспользуемся формулой 3.462 (3) из [28; 352]:


.

Тогда

.


Заметим, что аргумент функции параболического цилиндра уменьшается в геометрического прогрессии со знаменателем , оставаясь положительным. Ранее было вычислено 

.



Таким образом, получаем, что  является конечной константой, зависящей от .


Поэтому из (2.33) имеем (при  и ):


 			(2.34)



Теперь рассмотрим случай при  и . Поскольку


,
то





Тогда 

 					(2.35)


при, .
Резюмируя результаты (2.27) - (2.35), получим основной результат раздела. Теорема доказана.
Замечание 2.1 В условиях теоремы ядро (2.15) интегрального уравнения имеет слабую особенность. Поэтому методом последовательных приближений можно найти единственное решение уравнения (2.14) в классе непрерывных функций.






Замечание 2.2 При  и () для при  интегральное уравнение (2.14) не разрешимо методом последовательных приближений. Можно показать, что соответствующее однородное уравнение при некоторых значениях параметра  будет иметь ненулевые решения.



3 Исследование граничной задачи для дробно-нагруженного уравнения теплопроводности (нагруженное слагаемое представлено в виде дробной производной Капуто по пространственной переменной)

3.1 Постановка краевой задачи для уравнения теплопроводности с дробной нагрузкой


В области  рассмотрим краевую задачу 


,				(3.1)

.							(3.2)

Здесь:

 - комплексный параметр;




 - производная Капуто порядка ,  из формулы (1.2) при :

.




 - непрерывная возрастающая функция,  или  - положительная const.
Задача изучается в классе функций:




3.2 Сведение задачи к интегральному уравнению Вольтерра второго рода с ядром, содержащим специальную функцию (обобщенный гипергеометрический ряд)


Лемма 3.1 Краевая задача (3.1) - (3.2) эквивалентно сводится к интегральному уравнению Вольтерра второго рода с ядром, содержащим обобщенную гипергеометрическую функцию при 




где


 - символ Похгаммера.
Доказательство. Введём обозначение


. 				(3.3)

Обратим дифференциальную часть задачи (3.1) - (3.2) по формуле (1.9):


,
где 

.

 - функция Грина.
С учетом соотношения (1.10), то есть


,

получим следующее представление решения задачи (3.1) - (3.2):


,				 (3.4)
где 

.



От представления (3.4) возьмем производную порядка β по переменной x с обеих сторон и положим . В левой части получаем функцию . Также введем обозначение согласно формулы (3.3)


.

Тогда с учетом обозначения (3.3) равенство (3.4) можно переписать в виде:


.			 (3.5)

Вычислим дробную производную, заменяя переменную x на ξ:

















Мы поменяли порядок интегрирования . Итак, получаем

 (3.6)

Согласно формулы 3.478 (3) [28, 356]:




,



где  при  
формулу (3.6) можно переписать в виде:




 						(3.7)

где




При  производная (3.7)  примет вид:



 		(3.8)

С учётом (3.8) из равенства (3.5) получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода


					(3.9)

с ядром

 	(3.10)

3.3 Исследование на непрерывность порядка дробной производной в интервале его изменения

Лемма 3.2 Для краевой задачи (3.1) - (3.2) непрерывность нарушается на левой границе интервала изменения порядка производной β в нагруженном члене уравнения (3.1).
Доказательство. Рассмотрим предельные случаи порядка дробной производной нагруженного слагаемого в уравнении (3.1).

I. . Из формул (1.3) – (1.4) и условия (3.2) имеем


.

Задача (3.1) - (3.2) примет вид:


,					 (3.11)

.						 (3.12)


Обозначим  . 
Запишем решение задачи (3.11) - (3.12), обращая его дифференциальную часть по формуле (1.9):


.	 (3.13)

Обозначим

.			 (3.14) 

Тогда, с учетом (1.10), равенство  (3.13) можно переписать в виде


.			 (3.15)

Равенство (3.15) дифференцируем по х, принимая во внимание, что 


.



и, подставив , учитывая обознaчение , получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода


,				 (3.16)

где 


, .


Функция  определяется формулой (3.14).

С другой стороны, возьмём  в равенстве  (3.6) предел при :






Функция под знаком предела является определённой и непрерывной при , поэтому можно совершить предельный переход под знаком интеграла:









Окончательно, при   получим 


.



Тогда уравнение (3.10) при  и  имеет вид:


,  					(3.17)

где 


, .


Принимая во внимание полученное выше уравнение (3.16), заключаем, что уравнение (3.10) не совпадает с уравнением (3.17) при .

II.  Из формул (1.3) – (1.4) и условия (3.2) имеем


.

Задача (3.1) - (3.2) примет вид:


,					 (3.18)

.						 (3.19)
 
Обозначим 

.							 (3.20)

Запишем решение задачи (3.18) - (3.19), обращая его дифференциальную часть по формуле (1.9):




или

.


Возьмём производную Капуто 2-го порядка и  положим . Тогда с учётом обозначения (3.20) и следующего равенства 


 ,

получим 

,		 (3.21)

где

,

.				 (3.22)

С другой стороны, из (3.10) имеем 


 .

Так как 

 ,

то

.

Результат совпадает с выражением (3.22), которое является ядром уравнения (3.21).
Итак, ядро уравнения (3.9) имеет вид


		(3.23)






причём функция (3.23)  терпит разрыв в точке  , как функция от , и скачок этой функции равен  в точке .
Лемма 3.2 полностью доказана.

Замечание 3.1 Уравнение (3.17) можно получить и взятием предела  от (3.10):

.
Так как 





то 




Тогда уравнение (3.10) при   имеет вид:


,

где 

.





Замечание 3.2 Непосредственно от (3.6) взять предел при  взять не можем, как при , т.к. при предельном переходе получим неопределённость вида . Действительно, согласно формуле (3.478 (3)) из [28] при  интеграл






расходится. Поэтому равенство  (3.6) требует дальнейшего преобразования.

3.4 Условия разрешимости интегрального уравнения




Исследуем ядро (3.10)  интегрального уравнения (3.9), которое имеет особенности при  и .


Непосредственное исследование ядра (3.10)  затруднительно, так как в нём присутствует обобщённый  гипергеометрический ряд. Поэтому найдем  и вычислим

.






Теорема 3.1 Интегральное уравнение (3.9) с ядром (3.10) при  и  ∼ в окрестности точки  однозначно разрешимо в классе непрерывных функций для любой непрерывной правой части  при

 или

 или

.
Доказательство. 

Для исследования рассмотрим ядро (3.10) в виде представления (3.6) при :


.

Тогда



 	(3.24)


Для вычисления внутреннего интеграла в (3.24) введем замену  а затем применим формулу 2.8.2 (3) из [33; 92]:










Итак, имеем


 		(3.25)

Для дальнейшего исследования воспользуемся представлением выражения (3.25) через ряд


(3.26)





и, взяв  ∼ при  из (3.26) получим при :


.


Пусть 



Если то  и .
Тогда








Так как, если  ∼ при , то из (3.26) имеем при  и :


,

а во втором члене последнего выражения ряд является функцией 




и поэтому имеет конечное значение.
Из (3.26) следует,что для выполнения условия



       при     

должно быть справедливым неравенство 


. 					(3.27)






Мы предполагаем, что  - непрерывная возрастающая функция, и  в области Q или  - положительная const. Тогда . Поэтому случай  не рассматривается.



Из неравенства (3.27) имеем  при  должно выполняться . 
Тогда

,






если  ∼ при ,  и .

Рассмотрим предельные значения .
Выше было показано (3.26), что 


.


Тогда при  по формуле 3.461 (1) [28] получаем


.





Тогда, если  ∼   при , то



 .	 (3.29)


Рассмотрим случай . Выше было показано (3.22), что


.

Тогда

.





Тогда, если  ∼   при , то 


		 (3.30)

Равенства (3.29) – (3.30) завершают доказательство теоремы.

Замечание 3.3. В условиях теоремы ядро (3.10) интегрального уравнения (3.9) имеет слабую особенность. Поэтому методом неопределенных коэффициентов можно найти единственное решение уравнения (3.9). И соответствующие краевые задачи корректны в естественных классах функций, т.е. нагруженное слагаемое является слабым возмущением. В остальных случаях значений параметров β и ω интегральное уравнение (3.9) не разрешимо методом последовательных приближений. Можно показать, что соответствующее однородное уравнение при некоторых значениях параметра  будет иметь ненулевые решения. Если единственность решения первой краевой задачи нарушается, то в этом случае нагруженное слагаемое можно интерпретировать как сильное возмущение. Итак, существование и единственность решений интегрального уравнения зависит от порядка дробной производной в нагруженном слагаемом.



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

За отчетный период (01.10.2020 – 30.09.2021) получены следующие результаты: 
- произведена постановка краевых задач для дробно-нагруженного уравнения теплопроводности (нагруженное слагаемое уравнения представлено в виде дробной производной Капуто и в виде дробной производной Римана-Лиувилля); 
- обращением дифференциальной части поставленные краевые задачи сведены к интегральному уравнению Вольтерра второго рода с ядром, содержащим специальную функцию (гипергеометрическую функцию, представимую в виде обобщенного гипергеометрического ряда, и вырожденную гипергеометрическую функцию Трикоми);
- произведена оценка ядер полученных интегральных уравнений и описаны функциональные классы решения и правой части уравнения;
- исследованы предельные случаи порядка дробной производной на непрерывность по порядку производной;
- доказаны теоремы разрешимости сопутствующих интегральных уравнений в определенных функциональных классах.
Полученные научные результаты могут быть полезны: при исследовании дробно-нагруженных уравнений теплопроводности в случае, когда порядок дробной производной в нагруженном слагаемом уравнения больше порядка дифференциальной части, а также при построении математических моделей физических процессов (диффузия в средах с фрактальной геометрией и памятью, субдиффузия частиц), которые приводят к начальным, краевым и смешанным задачам для нелокальных дифференциальных уравнений в частных производных дробного порядка. Более того, известно, что эти уравнения относятся к классу нагруженных дифференциальных уравнений, которые, как правило, не являются самосопряженными [34]. 
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