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РЕФЕРАТ 

Отчет 49 с., 1 кн., 34 источн., 2 прил. 
ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ, УСТОЙЧИВОСТЬ, ИНТЕГРАЛЬНОЕ МНОГООБРАЗИЕ, СТОХАСТИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Объектом исследования являются стохастические дифференциальные уравнения. Цель работы состоит в дальнейшем развитии методов решения обратных задач дифференциальных систем при наличии случайных возмущений, разработке математических средств исследования таких задач. В работе использованы качественные методы исследования дифференциальных уравнений, метод функций Ляпунова, методы стохастического дифференциального и интегрального исчисления. 
Получены следующие результаты: 
Методом квазиобращения решена обратная задача динамики точки переменной массы при наличии случайных возмущений. 
Методом разделения решена обратная задача динамики точки переменной массы при наличии случайных возмущений. 
Построена система программного движения в лагранжевых переменных при наличии случайных возмущений. 
Построена система программного движения в канонических переменных при наличии случайных возмущений. 
Получены достаточные условия устойчивости вращательного движения тела переменной массы на прямолинейной траектории при наличии случайных возмущений.   
Получены достаточные условия устойчивости вращательного движения тела переменной массы на криволинейной траектории при наличии случайных возмущений.       
Новизна результатов работы заключается в решении поставленных задач при дополнительном предположении о наличии случайных возмущений. Результаты исследования носят теоретический характер и могут быть использованы при построении математических моделей динамики реальных процессов с учетом действия случайных возмущающих сил. 
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КЕРІ ЕСЕПТЕР, ОРНЫҚТЫЛЫҚ, ИНТЕГРАЛДЫҚ КӨПБЕЙНЕ, СТОХАСТИКАЛЫҚ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР
[bookmark: _GoBack]Зерттеу нысаны стохастикалық дифференциалдық теңдеулер болып табылады. Жұмыстың мақсаты кездейсоқ түрткісі бар дифференциалдық жүйелердің кері есептерін шешу әдістерін әрі қарай дамытудан, осындай есептерді зерттеудің математикалық құралдарын жасаудан құралады. Жұмыста дифференциалдық теңдеулерді зерттеудің сапалық әдістері, Ляпунов функциялар әдісі, стохастикалық дифференциалдық және интегралдық есептеулердің әдістері қолданылған.
Келесі нәтижелер алынған:
Квазиқайтару әдісімен кездейсоқ түрткілері бар болғанда айнымалы массалы нүктенің динамикасының кері есебі шешілді.
Бөлу әдісімен кездейсоқ түрткілері бар болғанда айнымалы массалы нүктенің динамикасының кері есебі шешілді.
Кездейсоқ түрткілері бар болғанда бағдарламалық қозғалыстың жүйесі лагранждық айнымалыларда тұрғызылды.
Кездейсоқ түрткілері бар болғанда бағдарламалық қозғалыстың жүйесі канондық айнымалыларда тұрғызылды.
Кездейсоқ түрткілері бар болғанда түзу сызықты траекторияда айнымалы массалы дененің айналмалы  қозғалысының орнықтылығының жеткілікті шарттары алынды. 
Кездейсоқ түрткілері бар болғанда қисық сызықты траекторияда айнымалы массалы дененің айналмалы  қозғалысының орнықтылығының жеткілікті шарттары алынды.
Жұмыстың нәтижелерінің жаңалығы кездейсоқ түрткілер бар болуы туралы  қосымша болжамда қойылған есептердің шешілуінде болады. Зерттеу нәтижелерінің теориялық маңызы бар және кездейсоқ түрткілеуші күщтерді ескере отырып нақты үдерістердің динамикасының математикалық моделдерін тұрғызуда пайдалануға болады.
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ВВЕДЕНИЕ

Отчет содержит исследования по дальнейшему развитию методов решения обратных задач дифференциальных систем. Под обратными задачами дифференциальных систем понимаются как задачи о построении силовых полей, так и задачи об определении функционалов, стационаризуемых в процессе движения, о восстановлении и построении уравнений движения механической системы по заданным свойствам ее движения. Эти задачи продолжают привлекать к себе внимание математиков и механиков своими широкими прикладными возможностями и восходят к таким классическим обратным задачам для дифференциальных систем, как задача Ньютона, задача Бертрана, задача Суслова, задача Мещерского и задача Гельмгольца. Решения этих задач с дальнейшим обобщением их физической интерпретации раскрыли новые положения и явления в естественных науках; некоторые из них оказались исходными задачами в становлении и развитии современных отраслей науки по управлению движениями материальных систем.
В настоящее время сформулированы возможные постановки обратных задач дифференциальных систем и достаточно полно разработаны общие методы решения этих задач в классе ОДУ. 
Вместе с тем, во многих работах по стохастической устойчивости и стохастическому управлению рассматриваются динамические системы, описываемые дифференциальными уравнениями второго порядка типа Ито. Этими уравнениями описываются многочисленные и важные в приложении модели механических систем, учитывающие воздействие внешних случайных сил, например, движение искусственного спутника Земли под действием сил тяготения и аэродинамических сил, флуктуационный дрейф тяжелого гироскопа в кардановом подвесе и др. Поэтому важной представляется задача обобщения методов решения обратных задач динамики на класс стохастических дифференциальных уравнений.
В современной теории обратных задач дифференциальных систем сформулированы возможные постановки задач и разработаны общие методы решения этих задач в классе обыкновенных дифференциальных уравнений. При этом оказалось, что если заданные свойства движения механической системы могут быть аналитически представлены как первые или частные интегралы соответствующих уравнений движения, то решение обратных задач дифференциальных систем в общем случае сводится к построению дифференциальных уравнений по заданным их интегралам и к определению, в дальнейшем, из них искомых сил и моментов, параметров и связей, необходимых для осуществления движения рассматриваемой механической системы с предварительно заданными свойствами [1]. Один из общих методов решения обратных задач дифференциальных систем в классе обыкновенных дифференциальных уравнений (метод квазиобращения) предложен в работе Р.Г. Мухарлямова [2]. Следует также отметить, что интенсивно развивающаяся теория обратных задач дифференциальных систем является обобщением методов решения классических обратных задач динамики. Основные идеи этой теории были впервые сформулированы Н.П. Еругиным [3], А.С. Галиуллиным [4, 5] и получили дальнейшее развитие в работах И.А. Мухаметзянова, Р.Г. Мухарлямова и других авторов [6, 7-10]. Причем для решения обратных задач дифференциальных систем исходной является задача о построении дифференциальных уравнений по заданным интегралам, поставленная Н.П. Еругиным [3]. 
Новый этап в исследовании обратных задач обыкновенных дифференциальных систем связан с возросшим в последние годы интересом к исследованию задачи Гельмгольца (обзор работ см., например, в [11, 12]). Классическая задача Гельмгольца [13] - это задача построения по заданным обыкновенным дифференциальным уравнениям второго порядка эквивалентных дифференциальных уравнений в форме Лагранжа. И уравнения, для которых такой переход возможен, называются системами Гельмгольца [11-15]. Решение задачи Гельмгольца в том или ином классе дифференциальных уравнений позволяет распространить на этот класс уравнений хорошо развитые математические методы классической механики [11, 16, 17]. Особое место по разнообразию аспектов исследования задачи Гельмгольца и полноте изложения материала занимает двухтомная монография американского ученого Р.М. Сантилли (1978, 1983), посвященная задаче представления обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка в виде уравнений Лагранжа, Гамильтона и Биркгофа. В монографиях А.С. Галиуллина (1989, 1997, 2000) рассматривается обобщение гамильтоновых систем в смысле приводимости произвольных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) к классическим уравнениям динамики и решается, в частности, задача гамильтонизации уравнений систем программного движения. 
Одним из основных требований в теории обратных задач дифференциальных систем, связанных с работоспособностью системы и ее неподатливостью к возмущениям, является требование устойчивости заданных свойств движения [5], поэтому решение задачи устойчивости программного движения [18-24] имеет существенное значение для дальнейшего развития качественной теории обратных задач дифференциальных систем и теории построения систем программного движения. 
Основы и методы решения обратных задач дифференциальных систем разработаны в основном лишь для детерминированных систем, уравнения которых являются обыкновенными дифференциальными уравнениями. И в большинстве случаев обыкновенные дифференциальные уравнения являются достаточно эффективным аппаратом для моделирования реальных процессов, проходящих в динамических системах. Но повышение требований к точности и работоспособности материальных систем приводит к ситуации, когда многие наблюдаемые явления уже не могут быть объяснены с позиции детерминированных процессов. Это обстоятельство требует, в частности, привлечения вероятностных законов для моделирования поведения реальных систем. Поэтому актуальной представляется задача обобщения методов решения обратных задач дифференциальных систем на класс стохастических дифференциальных уравнений. 
В данном отчете предполагается, что динамика исследуемой системы описывается обыкновенным дифференциальным уравнением, а флуктуации ее параметров представляют собой процессы типа "белого шума", интенсивность которых может зависеть от состояния системы. Случайный процесс, вызываемый лишь начальными отклонениями и флуктуациями параметров, является, как известно, марковским [25], а уравнение, описывающее его траекторию, можно понимать, как стохастическое дифференциальное уравнение Ито. Стохастическими дифференциальными уравнениями типа Ито описываются многочисленные и важные в приложении модели механических систем, учитывающие воздействие внешних случайных сил, например, движение искусственного спутника Земли под действием сил тяготения и аэродинамических сил [26], или флуктуационный дрейф тяжелого гироскопа в кардановом подвесе [27] и многие другие. 
В настоящей работе изучаются обратные задачи динамики в вероятностной постановке, исследуется влияние случайных возмущающих сил на разрешимость обратных задач динамики и устойчивость заданных свойств движения. В рамках данного отчета представлены результаты исследований по построению множества стохастических дифференциальных уравнений, обладающих заданным устойчивым интегральным многообразием. 
В настоящем отчете отражены исследования по теме "Развитие методов решения обратных задач дифференциальных систем при наличии случайных возмущений". Результаты, полученные исполнителями, являются новыми и вносят определенный вклад в современную теорию обратных задач стохастических дифференциальных систем. За 2020 год отчетного периода 2020-2021 был подготовлен промежуточный отчет о НИР «Развитие методов решения обратных задач дифференциальных систем при наличии случайных возмущений», инвентарный номер  № 0220РК01603.
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1 Метод квазиобращения в обратной задаче динамики точки переменной массы при наличии случайных возмущений

Поскольку задача Мещерского является одной из обратных задач динамики и по известной классификации Галиуллина относится к задаче восстановления, то рассмотрим вначале задачу восстановления в классе стохастических дифференциальных уравнений второго порядка типа Ито по заданным свойствам движения, когда управление входит в коэффициент сноса и определим методом квазиобращения вид управляющих параметров, обеспечивающий необходимые и достаточные условия существования заданного интегрального многообразия.
1.1 Стохастическая задача восстановления с управлением по сносу.           Постановка задачи. Пусть задано стохастическое дифференциальное уравнению второго порядка типа Ито



,                         (1.1)
  

Требуется определить входящий в коэффициент сноса вектор–функцию  по заданному интегральному многообразию



			(1.2)






где  обозначает множество функций , непрерывно дифференцируемых по  и по  и дважды непрерывно дифференцируемых по . 



Другими словами, по заданным  и  следует определить управление  так, чтобы множество (1.2) было интегральным множеством уравнения (1.1). 






Предполагается, что функции,  , входящие в приведенное выше уравнение, обладают необходимой для дальнейших рассуждений гладкостью и удовлетворяют теореме существования и единственности до стохастической эквивалентности решения  уравнения (1.1) с начальным условием =  являющегося непрерывным с вероятностью 1 строго марковским процессом [4]. 











Здесь   - система случайных процессов с независимыми приращениями,  которую, следуя [28], можно представить в виде суммы процессов:    винеровский процесс;  пуассоновский процесс;  число скачков процесса  в интервале [0, t], попадающих на множество ; - векторная функция, отображающая пространство  в пространство значений  процесса   при любом t. 



Указанная задача является одной из обратных задач динамики и в случае отсутствия случайных возмущений  достаточно полно исследована в работах [1,7], а случай, когда  и - система независимых винеровских процессов, как частный вид процессов с независимыми приращениями, рассмотрен в [29]. 
В настоящей работе для решения стохастической задачи восстановления используется метод квазиобращения [7, с. 12]. 
Для решения поставленной задачи по правилу стохастического дифференцирования Ито [28, с.204] составляется уравнение возмущенного движения 


                             (1.4)








где   	 а под  следуя [28], понимается вектор, элементами которого служат следы произведений матриц вторых производных соответствующих элементов   вектора  по компонентам  на матрицу D



,  



              Введем произвольные функции Еругина [3]: m-мерную вектор-функцию A и  матрицу B, обладающие свойством      такие, что имеет место соотношение


                                         (1.5)


где - тот же процесс с независимыми приращениями, входящий в (1.1) и представимый в виде суммы винеровского и пуассоновского процессов [28]



 или  

              На основе уравнений (1.4) и (1.5) приходим к соотношениям


                                           (1.6) 
                     

                                                              (1.7)



из которых нужно определить управление   и матрицу . Для разрешения задачи потребуется
Лемма 1.1 [7, с.12-13]. Совокупность всех решений линейной системы  


  (1.8)



где матрица  имеет ранг равный , определяется выражением 
	

						(1.9)








           Здесь -произвольная скалярная величина, есть векторное произведение векторов  и произвольных векторов   - матрица, транспонированная к 


          Обозначив , по формуле (1.9) леммы 1 из соотношений (1.6), (1.7) определим искомые вектор – функцию  и матрицу [image: ] в виде


                      (1.10)


                                                                 (1.11)

Следовательно, справедлива теорема



Теорема 1.1  Для того чтобы дифференциальное уравнение второго порядка типа Ито (1.1) имело заданное интегральное многообразие (1.2) необходимо и достаточно чтобы управляющая функция  имела вид (1.10), а столбцы  матрицы диффузий - вид (1.11). 


Замечание 1.1. Если  то  и решение данной задачи будет совпадать с решением ранее рассмотренной в [5] задачи восстановления при наличии случайных возмущений из класса независимых винеровских процессов. 



Замечание 1.2. При  формула (1.9) примет вид  т.к. в этом случае









первое слагаемое формулы как векторное произведение векторов в мерном пространстве будет тождественно равно нулю   а второе слагаемое  примет вид , т.к. при  прямоугольная матрица становится квадратной и в предположении  имеем  
1.2 Линейный случай стохастической задачи c управлением по сносу. По заданному линейному по сносу стохастическому дифференциальному уравнению второго порядка типа Ито


                                (1.12)


требуется определить вектор-функцию управления  по заданному линейному интегральному многообразию


,                                          (1.13)












т.е. по заданным   матрицам -мерной функции , а также заданным матрицам   -матрице  и -мерной функции  определить вектор-функцию , а также  матрицу  так, чтобы для построенного уравнения (1.12) заданные свойства (1.13) являлись интегральным многообразием. 
В рассматриваемой задаче уравнение возмущенного движения (1.4) имеет вид


         (1.14)




а, с другой стороны, следуя методу Еругина с помощью произвольной вектор-функции  и матрицы-функции  со свойством  имеем


.                                           (1.15)

Отсюда из соотношений (1.14) и (1.15) следуют равенства


   (1.16)

Далее, из равенств (1.16) с использованием леммы 1 имеем


                                                            (1.17)


                                        (1.18)











где  и  имеют соответственно вид       а через  обозначены соответственно -ые столбцы матриц и . Здесь  - произвольные скалярные величины. Тем самым доказана
Теорема 1.2 Для того, чтобы стохастическое линейное по сносу дифференциальное уравнение второго порядка типа Ито (1.12) имело заданное линейное интегральное многообразие (1.13) необходимо и достаточно, чтобы управляющий параметр и матрица диффузий имели соответственно вид (1.17) и (1.18). 


Замечание 1.2. В линейной постановке в отличие от нелинейной  и условия разрешимости в теореме 1.2 при наличии случайных возмущений из класса процессов с независимыми приращениями совпадают с условиями разрешимости в аналогичном линейном случае при наличии случайных возмущений из класса независимых винеровских процессов [29].
1.3 Скалярный случай задачи восстановления с управлениями по сносу.  Пусть задано стохастическое дифференциальное уравнение второго порядка типа Ито


                              (1.20)


Требуется определить скалярную функцию  по заданному интегральному многообразию


                                            (1.21)




Иначе говоря, по заданным  и  определим управляющий параметры  
так, чтобы множество (1.21) было интегральным множеством уравнения (1.20).
По правилу стохастического дифференцирования составим уравнение возмущенного движения


              (1.22)







где              , Введем произвольные скалярные функции Н.П. Еругина  и  обладающие свойством  такие, что имеет место

                                                (1.23)

Далее, исходя из уравнений (5.3) и (5.4), приходим к соотношениям


                            (1.24)


                                                                           (1.25)


Тогда управляющий параметр  и коэффициент диффузии в силу равенств (1.24) и (1.25) определим в виде


   ,          (1.26)


                                                      (1.27)

Следовательно, справедлива

Теорема 1.3 Для того, чтобы скалярное дифференциальное уравнение второго порядка типа Ито (1.20) имело заданное скалярное интегральное многообразие (1.21) необходимо и достаточно, чтобы управляющий параметр  и коэффициент диффузии имели соответственно вид (1.26) и (1.27).
Таким образом, получены необходимые и достаточные условия разрешимости задачи восстановления с управлением по сносу при наличии случайных возмущений из класса процессов с независимыми приращениями в общем нелинейном, линейном, а также скалярном нелинейном случаях. Рассмотренная постановка обобщает ранее исследованную в [29] задачу восстановления при наличии случайных возмущений из класса независимых винеровских процессов. 
1.4 Постановка и решение стохастической задачи Мещерского. Найти закон изменения массы точки, при котором она под действием заданных внешних сил описывает заданную траекторию [30, с.19].

Рассмотрим задачу осуществления движения тяжелой точки переменной массы  в однородном поле силы тяжести, а именно, вертикальный подъем по законам изменения дальности y и высоты z



                                                                                      (1.28)

уравнения движения точки [1] с учетом действия случайных возмущающих сил имеют следующий вид


                                  (1.29)  
                               



где  сопротивление среды, отнесенное к единичной массе;  скорость точки; отношения проекций скоростей изменяющейся массы и массы самой точки на оси координат y, z.



Требуется восстановить уравнения движения (1.29) (т.е. определить законы изменения величин ,  и ) так, чтобы они допускали заданное частное движение (1.28).
Уравнения возмущенного движения имеют вид


                                                   (1.30)


Далее, следуя методу Еругина [3], введем функции  



, ,


обладающие свойством 

и такие, что имеет место соотношение


                                                                                                                (1.31)



Сравнение систем уравнений (1.30) и (1.31) приводит, если исключить строго вертикальные и строго горизонтальные движения (т.е.  и не равны тождественно нулю), к соотношениям, разрешающим поставленную стохастическую задачу Мещерского


                                                                                            (1.32)





В частности, при   и условия (1.32) совпадают с условиями в классе ОДУ второго порядка [1, с.17].
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2 Метод разделения в обратной задаче динамики точки переменной массы при наличии случайных возмущений

Нелинейный общий случай задачи восстановления. Пусть задано стохастическое дифференциальное уравнению второго порядка типа Ито



,      .                 (2.1)  


Требуется определить входящий в коэффициент сноса вектор–функцию  по заданному интегральному многообразию



            	(2.2)

Для решения стохастической задачи восстановления используется метод разделения [7, с. 12]. По правилу стохастического дифференцирования Ито [28, с.204] составляется уравнение возмущенного движения 


                   (2.3)



где   	




 а под  следуя [28], понимается вектор, элементами которого служат следы произведений матриц вторых производных соответствующих элементов   вектора по компонентам  на матрицу D



,  



Введем произвольные функции Еругина [3]: m-мерную вектор-функцию A и  матрицу B, обладающие свойством      такие, что имеет место


                                         (2.4)

На основе уравнений (2.3) и (2.4) приходим к соотношениям


                                          (2.5)


                                                                                    (2.6) 




















из которых нужно определить управление  и матрицу . Введем обозначения -вектора и   -матрицы  .  Произведение матриц  обозначим как - матрица . Предположим, что . Тогда представим матрицу  в виде  где матрицы   и  имеют соответственно размерности  и , а управляющий параметр - соответственно, где  Тогда перепишем (2.5) в виде . Или имеем соотношение 


.                                                  (2.7)                                               


Предположим, что . Тогда из (2.7) имеем 


                                                 (2.8)
















[bookmark: _Hlk84958571][bookmark: _Hlk84958584]Рассмотрим далее соотношение    где -  матрица. И, представим матрицу в виде   а  матрицу в виде , где ,  и - матрицы размерности соответственно , ,  и . Тогда (2.6) перепишем в виде


                                                                                               (2.9)


Предположим, далее, что . Тогда из (2.9) имеем 


                                                                                          (2.10)

при произвольных из класса K.













Теорема 2.1 Пусть матрицы  и такие, что ,  и  Тогда для того чтобы дифференциальное уравнение второго порядка типа Ито (2.1) имело заданное интегральное многообразие (2.2) достаточно, чтобы m-мерная часть  управляющего параметра имела вид (2.8) при произвольных  из класса K, а подматрица  матрицы диффузий вид (2.10) при произвольных  из класса K. 
Метод квазиобращения хотя и дает необходимые и достаточные условия разрешимости поставленной задачи, но в отличие от метода разделения является менее конструктивным при практическом использовании полученных условий.
Линейный случай стохастической задачи c управлением по сносу. По заданному линейному по сносу стохастическому дифференциальному уравнению второго порядка типа Ито


                                   (2.11)

требуется определить вектор-функцию управления по заданному линейному интегральному многообразию


,                                              (2.12)












т.е. по заданным   матрицам -мерной функции , а также заданным матрицам   -матрице  и -мерной функции  определить вектор-функцию , а также  матрицу  так, чтобы для построенного уравнения (2.11) заданные свойства (2.12) являлись интегральным многообразием.
В рассматриваемой задаче уравнение возмущенного движения имеет вид


         (2.13)




а, с другой стороны, следуя методу Еругина с помощью произвольной вектор-функции  и матрицы-функции  со свойством  имеем


.                                           (2.14)

Отсюда из соотношений (2.13) и (2.14) следуют равенства


        (2.15)






























Предварительно, для решения линейной задачи методом разделения введем следующие обозначения:   И в предположении, что  представим  матрицу в виде   где - матрица, - матрица,  а управляющий параметр - соответственно в виде , где  Далее, представим матрицу  в виде , где - матрица размерности , а - матрица размерности , а  матрицу представим в виде  где подматрица  имеет размерность , а подматрица  имеет размерность . С учетом введенных обозначений равенства (2.15) примут вид   или 


                                                                                              (2.16)

                                                                                             (2.17)



Отсюда, если предположить, что и ,  следуют следующие соотношения


                                                                                                 (2.18)


                                                   (2.19)















Теорема 2.2 Пусть матрицы  и  такие, что ,  и  Тогда для того чтобы стохастическое линейное по сносу дифференциальное уравнение второго порядка типа Ито (2.11) имело заданное линейное интегральное многообразие (2.12) достаточно, чтобы -мерная часть   управляющего параметра  имела вид (2.18) при произвольных  из класса K, а подматрица  матрицы диффузий вид (2.19) при произвольных  из класса K.


Замечание 2.1 В линейной постановке в отличие от нелинейной 













3 Задача построения системы программного движения в лагранжевых переменных при наличии случайных возмущений 

Строятся уравнения Лагранжа по заданным свойствам движения в классе стохастических дифференциальных уравнений типа Ито. При этом случайные возмущающие силы предполагаются из класса процессов с независимыми приращениями. Полученные результаты иллюстрируются на примере движения искусственного спутника Земли под действием сил тяготения и аэродинамических сил.  
Постановка задачи.  По заданному множеству  



                                       (3.1)

требуется построить стохастические уравнения лагранжевой структуры



 ,                            (3.2)


так, чтобы множество (3.1) было интегральным многообразием уравнения (3.2).











Здесь  система случайных процессов с независимыми приращениями,  которые, следуя [28], можно представить в виде суммы процессов:   винеровский процесс;  пуассоновский процесс;  число скачков процесса  в интервале [0, t], попадающих на множество ; - векторная функция, отображающая пространство  в пространство значений  процесса   при любом t.

Поставленная задача в классе обыкновенных дифференциальных уравнений рассматривалась в [31]. В [32] рассмотрена, в частности, стохастическая задача Гельмгольца - задача построения эквивалентных заданному стохастическому уравнению Ито второго порядка стохастических уравнений лагранжевой структуры.  В [33, 34] поставленная выше задача рассматривается в предположении, что система   есть система независимых винеровских процессов (как частный случай процессов с независимыми приращениями).
Для решения поставленных задач на первом этапе по заданному множеству методом квазиобращения [7] в сочетании с методом Еругина [3] и в силу стохастического дифференцирования сложной функции в случае процессов с независимыми приращениями [28] строится дифференциальное уравнение Ито второго порядка   


                                          (3.3)


так, чтобы множество  являлось интегральным многообразием построенного уравнения (3.3).  И, далее, на втором этапе по построенному уравнению Ито строятся эквивалентные ему стохастические уравнения лагранжевой структуры.  
3.1 Построение стохастического уравнения лагранжевой структуры (3.2) по заданным свойствам движения (3.1). Предварительно, по правилу стохастического дифференцирования Ито составляется уравнение возмущенного движения 


                                 (3.4)










где   , а под  , следуя [28], понимается вектор, элементами которого служат следы произведений матриц вторых производных соответствующих элементов   вектора  по компонентам  на матрицу          ;     






;  и, следуя методу Еругина [3], вводятся произвольная вектор-функция    и матрица , обладающие свойствами  ,  , такие, что


                                              (3.5) 
 
Сравнивая уравнения (3.4) и (3.5), приходим к соотношениям


                                                 (3.6)



Для определения из равенств (3.6) искомых функций  и  нам потребуется следующее утверждение.
Лемма 3.1 [7, с.12-13]. Совокупность всех решений линейной системы  






 ,  ,                   (3.7)

где матрица Н имеет ранг равный m, определяется выражением


                                                             (3.8)


здесь  скалярная величина,









есть векторное произведение векторов  и произвольных векторов   единичные орты пространства  








- матрица транспонированная к  По лемме 3.1 определим вектор-функцию  и  матрицу  в виде


                                (3.9)


,                                                 (3.10)












где - -ый столбец матрицы , - -ый столбец матрицы    ,   произвольные скалярные величины.
Следовательно, из (3.9), (3.10) следует, что множество дифференциальных уравнений Ито второго порядка, обладающее заданным интегральным многообразием (3.1), имеет вид 


	

Далее, раскроем выражение  по правилу стохастического дифференцирования Ито в случае процессов с независимыми приращениями [1]


                  (3.11)



 где     

. Следовательно, уравнение (3.2) с учетом (3.11) принимает следующий вид





        .                                   (3.12)

Или, учитывая (3.12) и уравнение (3.3) имеем





 .                                         (3.13)

Из соотношения (3.13) следуют равенства  




;   ,   .  (3.14)

Теорема 3.1 Для построения стохастического уравнения лагранжевой структуры (3.2) по заданному множеству (3.1) так, чтобы множество (3.1) было интегральным многообразием построенного уравнения необходимо и достаточно выполнения условий (3.14).
3.2 Пример.  Рассмотрим стохастическую задачу построения функции Лагранжа по заданному свойству движения на примере движения искусственного спутника Земли под действием сил тяготения и аэродинамических сил [26].
Пусть свойства движения заданы в виде 
  

                   .                         (3.15)

Тогда уравнение возмущенного движения (3.4) примет вид


,              (3.16)


.



Введем функции Н. П. Еругина ,  со свойством  и такие, что имеет место соотношение


                .                                               (3.17) 
 



Из соотношений (3.16), (3.17) следует, что множество уравнений (3.3), в нашем примере имеющее вид , будет обладать интегральным многообразием (2.15), если   и  будут иметь соответственно вид 


               (3.18)  
                
Уравнение движения искусственного спутника Земли под действием сил тяготения и аэродинамических сил, следуя работе [26], запишем в виде 


,                                          (3.19)




где угол тангажа, а функции и имеют вид 
  


                   (3.20) 




Построим лагранжиан по уравнению (3.19). Предварительно в уравнении (3.19) следует учесть соотношения (3.18), которые обеспечивают интегральность заданного множества (3.15). Из равенств  вытекает, что четыре параметра  определяющие динамику движения спутника (3.20), должны удовлетворять следующим соотношениям 

Тогда по определению из [16] уравнение (3.19) допускает непрямое аналитическое представление в терминах стохастического уравнения лагранжевой структуры, если существует функция  такая, что имеет место тождество


.                               (3.21)


Найдем функцию  так, чтобы выполнялись необходимые и достаточные условия Гельмгольца [16, с.107] существования лагранжиана для скалярного уравнения 




.





Этому условию удовлетворяет функция    вида   Подставляя найденное  в (3.19) получим  


Таким образом, искомый лагранжиан строится в виде , который обеспечивает представление уравнения (3.19) в виде уравнения лагранжевой структуры .   
















4 Задача построения системы программного движения в канонических переменных при наличии случайных возмущений

Пусть задано множество  


      .                                  (4.1)

Требуется построить множество стохастических уравнений гамильтоновой и биркгофиановой структуры


                                            (4.2)  


            (4.3)


так, чтобы множество  (4.1) было интегральным многообразием построенных стохастических уравнений гамильтоновой (4.2) и биркгофиановой структуры (4.3). 
Приведем схему решения поставленных задач: на первом шаге по заданному множеству (4.1) методом квазиобращения [7] в сочетании с методом Еругина [3] и в силу стохастического дифференцирования сложной функции строится дифференциальное уравнение Ито второго порядка   


                                              (4.4)


так, чтобы множество  являлось интегральным многообразием построенного уравнения (4.4).  И, далее, на втором шаге по построенному стохастическому уравнению (4.4) строятся эквивалентные ему стохастические уравнения гамильтоновой, а также биркгофиановой структуры.   
4.1 Построение стохастического уравнения гамильтоновой структуры (4.2) по заданным свойствам движения (4.1). Предварительно, в силу формулы Ито стохастического дифференцирования сложной функции составляется уравнение возмущенного движения 

                              (4.5)








где   ,     . Далее, для того чтобы множество (4.1) было  интегральным многообразием уравнения (4.4) введем произвольные функции  Еругина [3]: вектор-функцию   и матрицу , обладающих свойствами  ,  , и такие, что


                                                                                         (4.6)  

Из уравнений (4.5) и (4.6) вытекают следующие равенства


                                  (4.7) 



Для определения искомых функций  и  из соотношений (4.7) воспользуемся следующим утверждением:
Лемма 4.1 [7, с. 12-13]. Совокупность всех решений линейной системы 






 ,  ,                      (4.8)

где матрица Н имеет ранг равный m, определяется выражением


                                                                  (4.9)



здесь  скалярная величина,  











есть векторное произведение векторов  и произвольных векторов   единичные орты пространства    где  - матрица транспонированная к  По лемме 4.1 определим вид вектор-функции  и столбцов   матрицы : 


,                       (4.10)



 ,    ,                                       (4.11)
















здесь  обозначает -ый столбец матрицы ,  а - -ый столбец матрицы    ,  а через  обозначены произвольные скалярные величины. Из вида вектор-функции  (4.10) и матрицы  (4.11) следует общий вид множества  дифференциальных уравнений Ито  второго порядка (4.4), обладающих заданным интегральным многообразием (4.1), 	И для построения функции Гамильтона  предварительно введем  новую  переменную  и перепишем  построенное  уравнение  (4.4) в виде


                                        (4.12)








где вектор-функция  и столбцы матрицы  имеют соответственно вид (4.10), (4.11).  Затем с помощью замен             перепишем уравнение (4.12) в виде 


.                                                  (4.13)





Далее, с помощью замены   и матриц    а также с учетом того, что   перепишем стохастическое уравнение гамильтоновой структуры (4.2) в виде


                                               (4.14)



или, если ввести обратную к   матрицу  и вектор 

, то уравнение (4.14) преобразуется к эквивалентному уравнению  

                                                     (4.15)



Рассмотрим задачу непрямого представления уравнения (4.13) в виде уравнения гамильтоновой структуры (4.15), т.е. с помощью некоторой матрицы    рассмотрим соотношениеили  


                      (4.16)


где   Для выполнения тождества (4.16) требуется выполнение условий 


                                           (4.17)



,                               (4.18)
 

                                                         (4.19)



Из соотношений (4.16) и условий (4.17)-(4.19) следует, что  ,  а это влечет выполнение равенства 
Теорема 4.1 Для непрямого построения стохастического уравнения гамильтоновой структуры (4.2) по заданному множеству (4.1) так, чтобы множество (4.1) было интегральным многообразием уравнения (4.15) необходимо и достаточно выполнение условий (4.17)-(4.19).
4.2 Построение стохастического уравнения биркгофиановой структуры (4.3) по заданным свойствам движения (4.1).  Для решения поставленной задачи рассмотрим соотношение 





  ,  (4.20)  
  
которое выполняется тождественно при следующих условиях




,  ,  .             (4.21)                              

Теорема 4.2 Для построения стохастического уравнения биркгофиановой структуры (4.3)   по заданному множеству (4.1), так чтобы множество (4.1) было интегральным многообразием уравнения (4.3) необходимо и достаточно выполнение условий (4.21).




















5 Метод функций Ляпунова в задаче устойчивости вращательного движения тела переменной массы на прямолинейной траектории при наличии случайных возмущений

Рассмотрим задачу устойчивости программного движения тяжелой точки переменной массы в предположении, что силы воздействия среды на точку по касательной и нормали к траектории имеют вид  и , где  – скорость точки, – коэффициенты воздействия среды на точку, позволяющие учесть поправки линейного закона по всей программной траектории.
Постановка задачи. Уравнения движения тяжелой точки переменной массы   в вертикальной плоскости  составляют следующую систему


                              (5.1)


где  - отношение проекций скоростей изменяющей массы [30] и точки на координатные оси .
Предположим, что точка совершает программное движение, данное в виде


                                                                                    (5.2)

Для исследования устойчивости программного движения (5.2), составим уравнения возмущенного движения. Введем возмущения

                                                   (5.3)

1) При  имеем


              (5.4)



И, так как  и  решения (при заданных ) заданного уравнения, то имеет место тождество  И, следовательно, равенство (5.4) перепишется в виде 
2) При  имеем


        (5.5)



Аналогично, поскольку  и  решения (при заданных ) уравнения (5.1), то  Отсюда из (5.5) получаем  Далее, из (5.3) имеем  и  В итоге получаем систему уравнений возмущенного движения, соответствующего невозмущенному движению 




или




Необходимые условия осуществимости заданного движения (5.2) имеют вид

             (5.6)









Так как при заданном движении (5.2)     где функции  , обладают свойством и такие, что имеет место соотношение
Из (5.6) следует, что необходимые условия примут вид 


                                     (5.7)

Отсюда с учетом (5.7) следует, что уравнения возмущенного движения относительно  имеют вид


                    (5.8)



А уравнения возмущенного движения относительно скоростей ,  ( имеют вид




Введем обозначения 





           (5.9)

Тогда (5.8) перепишется в виде


                                         (5.10)
 
И, для получения условий устойчивости, возьмем функцию Ляпунова вида           которая будучи определенно-положительной, в силу уравнений   в вариациях скоростей 


                                            (5.11)

имеет производящий оператор 







Пусть а   тогда производящий оператор  примет вид
.

И для асимптотической устойчивости относительно скоростей  потребуем определенную отрицательность производящего оператора . Для этого воспользуемся критерием Сильвестра. Следуя критерию Сильвестра, необходимыми и достаточными условиями определенной отрицательности квадратичной формы  являются условия

   .                         (5.12)



Или, с учетом обозначений (5.9), перепишем условия асимптотической устойчивости относительно скоростей  и  )  (5.12) в виде



  
    
А в силу уравнений




имеет место устойчивость и по отношению к координатам  x и z ().








6 Метод функций Ляпунова в задаче устойчивости вращательного движения тела переменной массы на криволинейной траектории при наличии случайных возмущений

Рассмотрим случай, когда центр тяжести тела переменной массы движется по некоторой программной кривой в вертикальной плоскости. Соответствующие уравнения возмущенного движения составляют следующую систему


                 (6.1)


где  - возмущения скоростей [12]. И, для получения условий устойчивости, возьмем функцию Ляпунова вида  которая будучи определенно-положительной, в силу уравнений (6.1) имеет производящий оператор 







Пусть а   тогда производящий оператор  примет вид



И для асимптотической устойчивости относительно скоростей  потребуем определенную отрицательность производящего оператора . Для этого воспользуемся критерием Сильвестра. Следуя критерию Сильвестра, необходимыми и достаточными условиями определенной отрицательности квадратичной формы  являются условия     .


ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Данный отчет содержит исследования по теме "Развитие методов решения обратных задач дифференциальных систем при наличии случайных возмущений" в области теории обратных задач стохастических дифференциальных систем. Полученные результаты имеют целью исследование разрешимости обратных задач дифференциальных систем при наличии случайных возмущений, изучение влияния случайных возмущающих сил на разрешимость обратных задач динамики и устойчивость заданных свойств движения.
1 Методом квазиобращения решена обратная задача динамики точки переменной массы при наличии случайных возмущений.
2 Методом разделения решена обратная задача динамики точки переменной массы при наличии случайных возмущений.
3 Построена система программного движения в лагранжевых переменных при наличии случайных возмущений.
4 Построена система программного движения в канонических переменных при наличии случайных возмущений.
5 Получены достаточные условия устойчивости вращательного движения тела переменной массы на прямолинейной траектории при наличии случайных возмущений.
6 Получены достаточные условия устойчивости вращательного движения тела переменной массы на криволинейной траектории при наличии случайных возмущений.
Данный отчет представляет исследования, охватывающие теорию обратных задач стохастических дифференциальных систем и теорию устойчивости Ляпунова, имеющие в последние годы широкое применение при изучении сложных нелинейных процессов. 
Полученные результаты могут быть использованы в конкретных исследованиях в смежных науках.
Были опубликованы 1 статья в журнале, входящем в Scopus, Web of Science, 2 статьи в журнале, входящем в перечень по КОКСОН и 1 тезис доклада, в материалах международной конференции.  
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